Energietechnik G.1 Grundlagen

G Grundlagen
G1 Die Begriffe ,,Energie“ und ,,Leistung*

Energie (griech. Energos ,,wirksam®, Formelzeichen W) ist die Fahigkeit eines physikalischen
Systems, Arbeit (W, work) zu verrichten. Eine (im physikalischen Sinn) ,,mechanische*
Arbeit wird dann verrichtet, wenn ein Korper unter dem Einfluss einer auf ihn wirkenden
Kraft F mit der Geschwindigkeit v z. B. entlang einer rdumlichen Wegkurve C bewegt wird.

Mit dem Kraftvektor F am Ort P = (x, y, z) und dem differentiell kurzen Wegvektor ds als
Tangentenvektor an dieser Kurve C im Punkt P (P ist ein Punkt dieser Kurve) ist die
differentiell kleine geleistete Arbeit auf den Korper

dW =F-ds =F-ds-cosar (G1-1)
wobei « der Winkel zwischen den beiden Vektoren F und ds ist. Somit ist "-" das

Skalarprodukt der Vektorrechnung. Die am Korper langs der Kurve C verrichtete Arbeit ist

dann die Summe von (G1-1) langs C, also wegen des differentiell kleinen Arbeitsbeitrags dW

das Integral (G1-2).

W:J'dW:jlf-d§:IF-coswds . (G1-2)
c C C

Biologische Aspekte der Arbeit und Energie werden damit nicht erfasst. Wenn ein Mensch

einen Korper (,Last“) m entlang der Erdoberfliche tragt und sich dabei mit der
Geschwindigkeit v parallel zur Erdoberflache bewegt, so wirkt auf Grund der

Erdanziehungskraft auf den Kérper die Kraft F senkrecht zur Erdoberflache nach unten und
schlieBt mit dem Geschwindigkeitsvektor vV den rechten Winkel a=x/2 ein, so dass die

Arbeit W=IF-cos(ﬂ/2)~ds:IF~0~ds:O ist. Trotzdem missen die Muskeln des
c C

Menschen sich anspannen (verkiirzen), um die Kraft —F aufzubringen, damit die Last
gehalten wird. Fur das Verkirzen der Muskeln ist Energie erforderlich, die in Form von
chemischer Energie (= Bindungsenergie der Molekile der den Muskeln zugeflhrten
Néhrstoffe) den Muskelzellen zu Verfugung gestellt wird. Diese Art biochemischer
Energieumsetzung werden wir im Folgenden zunéchst nicht betrachten, da wir uns zuerst mit
physikalischen und nicht mit biologischen Systemen befassen.

Die Zufuhr oder Abgabe von Arbeit in einem physikalischen System kann
- den Bewegungszustand eines Systems (hier Korper) durch Beschleunigen oder
Abbremsen veréndern. Es andert sich die Kinetische Energie des Korpers.

- die Lage des Systems (Kérpers) in einem Kraftfeld F(x,y,zt), z. B. dem

Schwerkraftfeld der Erde, andern. Es &ndert sich die potentielle Energie des Korpers.
- die innere Energie des Systems verandert werden. Diese soll kurz im Folgenden
erlautert werden.
Da die Temperatur T eines Gases nach L. Boltzmann durch den Bewegungszustand (ndmlich
den Geschwindigkeiten) der einzelnen Gasmolekdle charakterisiert ist, kann die Zufuhr oder
Abgabe von Arbeit diese kinetische Energie der Molekile, genannt die innere Energie des
Systems ,,Gas*, verandern, z. B. durch die Erwarmung oder Abkuhlung des Gases. Weil aber
die Molekule und Atome durch Zufuhr oder Abgabe von Arbeit selbst veréandert werden
konnen, nadmlich z. B. die Zerlegung (Dissoziierung) von Molekilen in ihre atomaren
Bestandteile oder durch Anregung der Elektronen in den Atomhillen (= Anhebung der
Hiillenelektronen auf hohere Energieniveaus), ist auch dies eine Anderung der inneren
Energie.
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Energietechnik G.2 Grundlagen

Die (Momentan-)Leistung P ist die zeitliche Anderungsrate der Energie

P(t) =dw /dt , (G1-3)
so dass sich aus (G1-1) fur die mechanische Momentan-Leistung ergibt:

P(t)=dW /dt=F -ds/dt=F -V = F(t)- v(t)-cosa(t) . (G1-4)
Da z. B. in elektrischen metallischen Leitern die Kraft F auf die im Kristallgitter des Metalls
beweglichen N Leitungselektronen (Ladung je Elektron g = -e; ,Elementarladung®

e=16-101 A.s) durch das elektrische Feld E gemaR F =q-E aufgebracht wird,
bewegen sich diese Ladungstrdger mit der Driftgeschwindigkeit v. Es gilt
P=N-.q-E-V=N-q-E-v. Mit der elektrischen (Gleichstrom-)Stromstirke | =N-q/t,
der Geschwindigkeit v=1/t (I. Leiterlange) und der elektrischen (Gleich-)Spannung

U= j E -ds = E - | erhalten wir als ,,elektrische Leistung®

|
P=N-q-E-l/t=U-1I. (G1-5)
Selbst geringe Energiemengen kdnnen zu hohen Leistungen fiihren, wenn sich die Energie
rasch andern kann.

Beispiel G1-1:
Wird ein Energiespeicher mit dem Inhalt W = 1000 J wéhrend einer Millisekunde entleert, tritt
wéhrend dieser kurzen Zeit die hohe Leistung P =W /t=1000/0.001=1 MW auf

(,,Leistungsspeicher®). Flr diesen hohen Leistungsfluss muss der z. B. elektrische Anschluss
(Kabelquerschnitt) bei einem elektrischen Energiespeicher bemessen sein. Soll z. B. die
auftretende Spannung U =400V DC sein, trate bei dieser Gleichspannung fir 1 ms der

Gleichstromwert | =P /U =10°/400=2500A auf. Bei einer zulassigen Stromdichte von
z.B.  kurzzeitig J=20A/mm? bendtigen wir einen  Kabelquerschnitt  von

ey =173 =2500 /20 =125 mm?.

G2 Energieformen

Die kinetische Energie (Bewegungsenergie) Wy ist jene Energie, die ein Korper mit der
Masse m aufgrund seines Bewegungszustands (Geschwindigkeit v) besitzt. Diese Energie
betrifft sowohl die Bewegung idealisiert punktférmiger Korper als auch real ausgedehnter
Korper. Diese konnen ideal starre oder real deformierbare Festkorper sein, aber auch bewegte
deformierbare Korper, also stromende Fluide. Dabei werden inkompressible (nicht
zusammenpressbare) Fluide (z. B. Wasser) und kompressible Fluide (Gase) wie z. B.
Wasserdampf unterschieden. Auf Grund der ausgefiihrten Bewegung (Ortsveranderung des
Korpers) nennt man diese kinetische Energie auch Translationsenergie. Ein Sonderfall, bei
dem der betrachtete Kérper am Ort bleibt, ist die Drehbewegung von Korpern, sodass hier die
kinetische Energie Rotationsenergie genannt wird.

Die potentielle Energie (Lageenergie) W, ist jene Energie, die ein Kdrper auf Grund seiner
Lage in einem Kraftfeld (z. B. eine elektrische Ladung im elektrischen Feld) hat. Im
Sonderfall einer Masse im Schwerkraftfeld hei3t sie mechanische potentielle Energie oder
Gravitationsenergie. Ein weiterer Sonderfall ist bei der Mechanik ausgedehnter
deformierbarer Festkorper die erhdhte Lageenergie der einzelnen Atome des Festkdrpers
zueinander beim zusammengedriickten Korper gegenlber dem unverformten Korper als
sogenannte Deformationsenergie (Verformungsenrgie). Ist der Vorgang der Deformation
reversibel, verschwindet also die Deformation nach Wegnahme der driickenden Kraft,
sprechen wir von elastischen Festkorpern und der elastischen Deformationsenergie,
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andernfalls beim (auch teilweisen) Verbleib der Verformung von der plastischen
Deformationsenergie.

Hierbei kann auch die Anregungsenergie eines Elektrons in der Hulle eines Atoms oder die
Anregung (Veranderung) eines Atomkerns selbst als potentielle Energie im elektrischen Feld
des positiven Kerns aufgefasst werden, ebenso wie die in chemischen Bindungen der
Hullenelektronen einzelner Atome zu Molekilen oder Festkorpern (Kristallen) gespeicherte
Bindungs-Energie. Wir geben eine etwas genauere Unterscheidung tabellarisch an.

Mechanische Energie:
- Bewegungsenergie,
- Lageenergie in Gravitationsfeldern,
- Deformationsenergie (auf Basis von Bindungskréften in Festkérpern).

Elektromagnetische Energie:
- Elektrische Lageenergie im elektrostatischen Feld (z. B. im Plattenkondensator),
- Magnetische Lageenergie im magnetostatischen Feld (z. B. Magnetsysteme),
- Transportierte elektromagnetische Energie bei Wellenausbreitung (z. B. Antennen).

Thermische Energie:
- Warmeenergie ist die innere Energie z. B. eines Korpers (kinetische Energie der
schwingenden Atomrumpfe im Kristallverband) oder eines Gases (kinetische Energie
der sich frei im Raum bewegenden Gaspartikel).

Chemische Energie:
- Elektrische Bindungsenergie der Atome zu Molekiilen (kovalente Bindung) oder zu
Kristallen (lonenbindung in lonenkristallen, metallische Bindung in metallischen
Festkorpern, kovalente Bindung ... meist erst bei sehr tiefen Temperaturen).

Atomenergie:
- elektrische Bindungsenergie der elektrisch negativ geladenen Elektronen in der
Atomhlle an den positiv geladenen Atomkern,
- Kernenergie der iber die nur auf sehr kurze Distanz wirkende ,starke
Wechselwirkungskraft im Kern aneinander gebundenen Nukleonen (Kernbausteine)
als elektrisch positiv geladene Protonen und ungeladene Neutronen.

Energie in physikalischen Systemen wird also stets durch Kréfte vermittelt. Wir unterscheiden
dabei vier Grundtypen von Kraften:

1) Die Gravitationskraft ist die stets anziehende Kraft zwischen massebehafteten Kdrpern.
2) Die ,elektromagnetische Kraft*“ (Lorentz-Kraft) wirkt als anziehende Kraft zwischen
elektrisch ungleichnamig geladenen Teilchen und abstoRend zwischen elektrisch gleichnamig
geladenen Teilchen. Weiter wirkt sie bei in einem Magnetfeld bewegten elektrisch geladenen
Teilchen als seitlich im rechten Winkel zur Bewegungsrichtung und zur Magnetfeldrichtung
auftretenden Kraft.

3) Die anziehend wirkende ,,starke Kraft“ (starke Wechselwirkung) wirkt nur auf kurze
Distanz (né&mlich in der GrdRenordnung der Atomkerndurchmesser) zwischen den Protonen
und Neutronen gegen die AbstoRungskraft der gleichnamig geladenen Protonen.

4) Die ,schwache Kraft“ (schwache Wechselwirkung) wirkt ebenfalls nur auf kurze
Distanz und tritt bei Kernumwandlungsprozessen auf, wo ein Neutron in ein Proton und
Elektron umgewandelt wird, wobei das Elektron vom Kern ausgesandt wird (Beta-Zerfall des
Atomkerns).
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Es ist bisher gelungen, die ,,elektromagnetische Kraft“, die ,,starke* und ,,schwache* Kraft in
einer gemeinsamen Theorie zusammenzufassen, wobei zunichst ,,elektromagnetische® und
»schwache® Kraft zu ,elektroschwachen™ Kraft zusammengefiihrt werden konnten. Die
Gravitationskraft entzieht sich bisher solchen Bemiihungen einer ,,grand unified theory*.
Diese vier Grundkrifte ,halten unsere Welt zusammen®. Fir die Gravitationskraft und die
elektromagnetische Kraft sind Formelausdriicke der klassischen Physik verfugbar.
Fur die schwache und starke Wechselwirkungskraft sind quantenmechanische
Beschreibungen erforderlich.

Die Tragheitskraft F ist keine Grundkraft, sondern ergibt sich aus der Anderung des
Bewegungsimpulses p eines massebehafteten Korpers (,,trage Masse m), wie (G2-1) fir die
Translationsbewegung zeigt!

F=dp/dt=d(m-V)/dt=m-V+m-dv/dt (G2-1)
Bei Rotationsbewegung ergibt sich in dhnlicher Weise die Fliehkraft, und bei Kdrpern, die
sich relativ zu einem rotierenden System auf diesem bewegen, die ,, Coriolis “-Kraft. Diese
Hrage Masse ist dabei IDENTISCH mit der schweren Masse der Gravitationskraft (siehe
Abschn. G2.1)! Wir wollen im Folgenden né&her betrachten, wie diese Krafte mit den
entsprechenden Energieformen zusammenhangen.

G2.1 Mechanische Energie

Zwischen zwei massebehafteten Korpern 1 und 2 mit den Massen m; und m; wirkt die
anziehende Gravitationskraft F, die vom Korper 1 zum Korper 2 entlang der gedachten,
geraden Verbindungslinie der Massenmittelpunkte der beiden Korper gerichtet ist (Bild G2.1-

1). Dabei ist der Einheitsvektor & mit dem Betrag [¢;|=1 vom Massenmittelpunkt des

Korpers 1 zum Massenmittelpunkt des Korpers 2 gerichtet.

= m-ms, _
F:G.g.er
r2

(G2.1-1)

m,
Bild G2.1-1: Zwei Massen m;, m, ziehen sich mit den Kraften F bzw. F~ auf Grund der Gravitation an, wobei die
Wirkungslinie der Kréfte die gerade Verbindungslinie der Massenmittelpunkte der beiden Massen ist.

In (G2.1-1) ist G = 6.67~1O‘11m3/(kg -sz) die Gravitationskonstante. Auf den Kdrper 2 wirkt

die Kraft F'=—F , die vom Korper 2 zum Korper 1 gerichtet ist. Auf Grund dieser Kraft wird
der Korper 2, bezogen auf einen Beobachter, der mit Korper 1 ruht, gemaR dem Newton’schen
Kraftgesetz ,,Kraft = Masse x Beschleunigung® auf K&rper 1 hinbewegt. Um ihn von Korper
1 zu entfernen, muss eine duBere Kraft F, gegen diese Anziehungskraft aufgebracht werden,
die diese Anziehung uberwindet (Richtungsvektor €, =—€,). Befindet sich der Korper 2 zum
Zeitpunkt ta beim Radius ra (gezéhlt vom Massenmittelpunkt des Korpers 1 als Ursprung
eines dort verankerten Koordinatensystems), so wird er auf Grund dieser duReren Kraft F,
sich zu einem spéteren Zeitpunkt tg > ta vom Korper 1 weg bewegt haben so, dass er sich
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beim Radius rg > ra befindet. Mit dS =dr =€, -dr und €. -€, =-1 erhalten wir die dabei von
der duReren Kraft gegen die Gravitationskraft verrichtete Arbeit geméal (G1-2) als

g m: -m 1) m -m g dr G.m m s
Wag = [ (62 6 )eds = [ (G- T2 6 )05, -dr=—Gomy -m,- [ & - ST
A A A A
1 1
Wag=-C-my-My-| o= ]<0 . (G2.1-2)
A T

Eine am Korper verrichtete Arbeit durch eine &ulere Kraft wird negativ gezéhlt: Wag <0.
Diese Arbeit muss von einem von aufRen einwirkenden (fremden) System verrichtet werden.

G2.1.1 Potentielle Energie (Lageenergie)

Da gemaR (G2.1-2) eine Arbeit Wag Vverrichtet werden musste, um die Masse m; von ra nach
rs > ra zu befordern, ist nun diese Arbeit, gemeinsam mit jener Arbeit, die zu verrichten ware,
um die Masse m, von m; beim Radius r = 0 zu ra zu bewegen, in Form einer Lageenergie
(potentielle Energie) W, im System, gebildeten aus den beiden Massen m; und my,
gespeichert. Wir schreiben allgemein (Bild G2.1.1-1)

G-m -
Wy (r) = —y , (G2.1.1-1)
so dass gilt:
1 1
N
"""""" Wp
I : 2

) b)

Bild G2.1.1-1: a) Das Schwerkraftfeld der Masse m;, das auf die Masse m, anziehend wirkt, ist
kugelsymmetrisch. b) Die potentielle Energie W,(r) der Masse m, im Schwerkraftfeld der Masse m; ist eine
Hyperbelfunktion des Abstands (Radius) r vom Massenmittelpunkt von m;

Die von auBen Uber F, an m, verrichtete Arbeit Wag hat die potentielle Energie W, des
Korpers 2 gegenuber dem Korper 1 um Wag=W,(ra)-W,(rg) von W,(ra) auf

W,y (rg) >W, (ra) erhdht. Sei nun Korper 1 die Erde (my =mg = 5.98-1024kg) und Korper 2
in seinen Abmessungen deutlich kleiner als der mittlere Erdradius re. Wir ndhern die Form
der Erde (Geoid) durch die Kugelform mit re idealisiert an. Korper 2 befinde sich im Abstand
h << rg oberhalb der Erdoberflache. Mit ra = re und rg = ra + h erhalten wir mit /(1 + x) = 1
— X (fir x << 1) gemal
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h/rA<<l:i: ! _ L LIV
rg ra+h ra-(1+h/ry) ra

1 1.1 1 1 1 h_ h
2

rA rB B I’A I’A +h ~ rA rA rpz\ rA
aus (G2.1.1-2) mit

1 1 G-m;-m G-m
Wy (rg) =Wy (ra) =G-mg -m, '(———Jz%.h =my-—; E.h. (G2.1.1-3)
rA rB rA rE
-11 24
Die Grolke g = G ran _ 66710 -5.98 ;LO ~9.81m/s? ist die Erdbeschleunigung und die
rg (12700000/ 2)
potentielle Energie des Korpers 2 im Abstand h von der Erdoberflache (Bild G2.1.1-2)
Wy (h)=m,-g-h. (G2.1.1-4)
my
]_‘;r
1h
I —
: I e,
/ .
Mg e

Bild G2.1.1-2: Die Schwerkraft der Erde (Masse mg) wirkt ndherungsweise mit parallelen Kraftlinien auf den
gegenlber der Ausdehnung der Erde viel kleineren Kdérper mit der Masse m, im Abstand h von der
Erdoberflache.

Beispiel G2.1.1-1:
Ein Korper mit der Masse m, = 1 kg hat im Abstand h = 1 m von der Erdoberflache die
potentielle Energie W, (h=1m)=1kg-9.81m/s* -1m=9.81kg- m*/s* =9.81J. Er wird

gemal (G2.1-1)

=, Mg -m, _ Mg -Mmy = =
F :_G%er:G%err:gmzerV:—F (6211'5)
E E

mit dem Kraftbetrag |F|=F =g-m, =9.81m/s?-1kg=9.81kg-m/s? =9.81N von der Erde
angezogen und zieht seinerseits mit der Kraft —9.81 N die Erde an.

G2.1.2 Kinetische Energie (Bewegungsenergie)

Wir betrachten Bewegungen von Korpern mit Geschwindigkeiten v, die klein sind gegeniiber
der Vakuumlichtgeschwindigkeit co =299 792 458 m/s, betreiben also nichtrelativistische
Physik. Dann gilt das Newton“sche Axiom

F=m-a, (G2.1.2-1)
dass der Beschleunigungsvektor a einer Masse m durch die auf sie wirkende Kraft F bedingt
ist. Wir betrachten den im Abstand h Uber der Erdoberflache befindlichen Korper aus Bsp.
G2.1.1-1, der durch den Einfluss der Erdanziehungskraft g-m, -€, auf die Erdoberflache zu
bewegt wird (Bild G2.1.2-1).

TU Darmstadt Institut fur Elektrische Energiewandlung



Energietechnik G.7 Grundlagen

Anstelle des Radius r wahlen wir wegen der eben angenommenen Erdoberflache (h << rg !)
die Koordinate z, die am Ort des Korpers zur Zeit t = 0 ihren Ursprung hat (z = 0) und zum
Erdinneren gerichtet ist. Zum Zeitpunkt t = 0 ruht (v(0) = 0) der K&rper somit bei z = 0. Mit
a=dv/dt folgtaus (G2.1.2-1) und (G2.1.1-5) dv/dt=a =g. Daher ist

vit)=g-t+v(0)=g-t . (G2.1.2-2)
Nach der Zeit t > 0 hat die Masse gemél} v =dz/dt den Fallweg
2(t)=g-t?/2+v(0)-t+2(0)=g-t?/2 (G2.1.2-3)

zuriickgelegt. Die Erdanziehungskraft verrichtet dabei gemaR (G1-2) die Arbeit

‘ ‘ ‘ dv ‘ d?z ; d?z. dz

W:!;(mz-g)-dz:g(mz-a)-dz:g(mz-E)-dz:i(mz-F)-dz:g(mz-m)-a-dt.
2 2

Mitﬂ-%zﬂ- =i v erhalten wir

dt2 dt dt  dt| 2

t 2 v2/2
W=jm2~d(" 12) gt = fmy-d(v?/2)=m, -v?/2=W. (G2.1.2-4)

0 0

Die an dem fallenden Korper verrichtete Arbeit W ist in die dem Korper nun eigenen
kinetischen Energie W, :mz-v2/2 Ubergegangen. Dabei hat die potentielle Energie des
Korpers um eben diesen Wert abgenommen,

W, (t=0)-W,(t)=m,-g-h—-my-g-(h—2)=m,-g-z=my -v*/2=W (1) >V =1/2-7 2
wie der Vergleich mit (G2.1.2-2), (G2.1.2-3) gemaly

2()=g-t2/2, v(t)=g-t = z=v?/(2g) = v=.,2.9-z (G2.1.2-5)
zeigt. Die Summe aus potentieller und kinetischer Energie W, (t) + W, (t) =W, (t =0) ist
offenbar zeitunabhangig konstant:
Wp(t)+Wk(t):Wp(t:O)+Wk(t:0):m2-g-h+m2-(v(O))2/2:m2-g-h:Wp(t:O) .

Z4V
v=g-f
v baem
m == 7 I .
2 0 t* : : ,’:’ t
: Lo
r=-z  ~=_ | : K4 T
: ,‘.' :
--------- Al
:I__'_’,r H o]
Lz =i—h+ige1T /2
_________ /.‘ i
: : ' :
Ar=0 S I ¢
- sif 1 7
[ &
h e e=”
Me
a) b)

Bild G2.1.2-1: a) Der frei Fall des gegenuber der Erde kleinen Korpers mit der Masse m, im Schwerkraftfeld der
Erde (Masse mg), b) Die Zunahme der Geschwindigkeit v des Kérpers mit der Masse m, und die Abnahme seiner
Lage Uber der Erdoberflache h — z.

Da der Korper 2 und die Erde (Korper 1) in unserem Beispiel G2.1.1-1 ein abgeschlossenes

System bilden, in dem keine weiteren physikalischen Effekte (Kréfte, Korper, ...) wirken,
formulieren wir allgemein: In einem abgeschlossenen System ist die Gesamtenergie als
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Summe der einzelnen Energiekomponenten konstant. In einem abgeschlossenen System kann
keine  zusidtzliche [Energie erzeugt werden oder Energie ,verloren® gehen
(Energieerhaltungssatz). Auf Grund der von uns willkirlich getroffenen Annahme, dass die
Erdoberflache die Bezugsflache fur W, ist (dort ist W, Null!), ist in unserem Beispiel die

Gesamtenergie als Konstante W, (t=0)=m,-g-h. Insofern ist die Gesamtenergie eines

abgeschlossenen Systems eine willkirlich gewéhlte Grolie.
Allgemein ist die kinetische Energie eines mit der Geschwindigkeit v (|\7| << Cqy) bewegten

Korpers mit der Masse m
Wy =m-*/2 . (G2.1.2-6)

Beispiel G2.1.2-1:
Wie grol3 ist die kinetische Energie Wy des frei fallenden Korpers (aus Bsp. G2.1.1-1) bei der
Hohe h/2 = 0.5 m? Wie groR ist dabei seine Geschwindigkeit v? Wieviel Zeit ist verstrichen?

z=h/2: Wy=m,-v?/2=m,-g-2=1.9.81-05=4.91J,
V=/2W, /m, =+/2-491/1=3.13m/s oder v=,/2-g-z =+/2-9.81.0.5=3.13m’s,
t=v/g=3.13/9.81=0.32s.

Ein Sonderfall ist die Rotationsbewegung, wobei sich der Kérper mit der Masse m auf einer
Kreisbahn mit dem Radius r um ein Drehzentrum 0 bewegt und dabei n Umdrehungen je
Zeiteinheit (1 s) mit dem dabei jeweils Gberstrichenen Drehwinkel 2r ausfihrt (Bild G2.1.2-
2a). Dabei benétigt er bei konstanter Rotationsgeschwindigkeit jeweils die Zeit T = 1/n flr
eine volle Umdrehung. Je Umdrehung legt er den Weg als Bahnumfang 2z -r zuriick, so dass
die Bahngeschwindigkeit

v=27z-rIT=27-rn=w-r (G2.1.2-7)
auftritt.  Wir nennen @=27z-n die mechanische Winkelgeschwindigkeit. Da der
Geschwindigkeitsvektor vV stets der Tangentenvektor an die Bahnkurve (hier: Kreisbahn) ist,
und der Radiusvektor r von 0 aus radial nach auRen orientiert ist, erhalten wir die Richtung
von V korrekt, wenn wir in (G2.1.2-8) das duRere Vektorprodukt (Kreuzprodukt) verwenden
und den Vektor der mechanischen Winkelgeschwindigkeit @ normal auf die Bahnebene im
Sinne einer Rechts-Schraube der Drehbewegung orientieren.

V=axr (G2.1.2-8)

e b)

Bild G2.1.2-2: a) Die Masse m rotiert mit dem Drehwinkel & um ein rdumlich festes Rotationszentrum 0 mit
dem konstanten Abstand r vom Rotationszentrum 0. Eine tangential auf die Masse wirkende Kraft F kann durch
ein Drehmoment M beschrieben werden. b) Das polare Tragheitsmoment J eines drehzylindrischen Kdrpers der
Masse M (mit raumlich konstanter Massendichte und dem Radius R) um die Symmetrieachse ist J = M'R%/2.
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Die kinetische Energie ist mit (G2.1.2-6), (G2.1.2-7) W, :m-|\7|2/2:m-a)2-r2/2. Mit der

Abklrzung ,,polares Tragheitsmoment* J =m-r? einer mit dem Radius r von einem
Drehzentrum 0 entfernten (Punkt)-Masse m schreiben wir:

W, =J-0?/2. (G2.1.2-9)

Aus (G2.1.2-1) folgt, dass mit der im Abstand r vom Drehzentrum 0 wirkenden Kraft F der
Korper auf der Kreisbahn beschleunigt werden kann:

F=m-a=m-(dvV/dt)=m-[(d@&/dt) xF]. (G2.1.2-10)
Diese im Abstand r (Hebelarm) wirkende Kraft ordnen wir nach dem Hebelgesetz ein
Drehmoment M zu, dessen Vektor M =T x F wie & normal auf die Rotationsebene gerichtet

ist. Aus (G2.1.2-10) folgt mit Ax(BxC)=B-(AeC)—C-(AeB) und da/dt=a
M :Fxlf:m-Fx{(bxF}:m-(é-(FOF)—F-(éoF)J:m-(clf)-(FOF)—Oj:m-(?')-|F

Folglich lautet das Newton’sche Axiom (G2.1.2-1) fir die Drehbewegung einer (Punkt)-

Masse m im Abstand r vom Rotationszentrum 0 mit J = m-|F|2 —m-r?
- dé
M = d—‘t" . (G2.1.2-11)

Bei rotierenden ausgedehnten Korpern muss zur Bestimmung von J Uber die im
unterschiedlichen Abstand r von der Drehachse befindlichen Massenteilchen Am des
betrachteten Korpers summiert werden. Es ergibt sich dann beispielsweise fur das polare
Tragheitsmoment J eines rotationssymmetrischen Zylinders der Masse M und des Radius R,

dessen Drehachse die Zylinderachse ist, der Wert J =M ‘R2/2 (Bild G2.1.2-2b).

Beispiel G2.1.2-2:

Wie grol} ist die kinetische Energie in einem mit der Drehzahl n = 10000/min rotierenden
Stahlzylinder mit dem Radius R = 0.1 m und der Ladnge L = 0.2 m? Die Dichte von Stahl
betragt etwa y = 7850 kg/m°. Wegen der enormen Fliehkraftbeanspruchung soll die
Umfangsgeschwindigkeit des Stahlzylinders 250 m/s nicht Ubersteigen. Ist diese Bedingung
erfullt?

M =R%z-L-y=0.1%-7-0.2.7850=49.3kg, J =M -R?/2=49.3-0.12 /2 =0.247 kg-m?
@w=2r-n=2x-(10000/60) =1047.2rad /s =1047.2/s,

W, =0.247 :1047.22 /2 =135433) = 0.0376 kWh,
V=w-r=1047.2-0.1=104.7 m/s < 250 m/s . Die Festigkeitsbedingung fur den Stahlzylinder
ist erfullt.

G2.1.3 Mechanische Grundgesetze

a) Kraft und Drehmoment

Das zweite NEWTON sche Axiom besagt, dass die Kraft F, die auf eine Masse m wirkt, diese
beschleunigt (Bild G2.1.3-1a), wobei die Beschleunigung die Anderung der Geschwindigkeit
v mit der Zeit t ist. Dabei ist die Geschwindigkeit v die Anderung des Ortes x der Masse m mit
der Zeit t.

2. NEWTON sches Axiom: ""Kraft = Masse x Beschleunigung"*

v = dx/dt, (G2.1.3-1)
a = dv/dt = d*x/dt?, (G2.1.3-2)
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2
F = m-% (G2.1.3-3)
t
m m
\ i,x \‘ 1
/- —> . F L = F
|
—» V=X r :—‘\ .
|75 Om=7

a) b)
Bild G2.1.3-1: Zweites NEWTON"sches Axiom fiir a) linear bewegte und b) rotierende Massen.

Wird die Masse m im Abstand r von einem Drehpunkt starr mit einer ,,masselosen®
Verbindung befestigt (Bild G2.1.3-1b), so kann sie sich nur auf einer Kreisbahn bewegen. Die
Verbindungslinie vom Drehpunkt zum Massenmittelpunkt (Schwerpunkt) Uberstreicht bei
dieser Bewegung den Winkel y. Aus dem zurlickgelegten Weg x auf einem Kreisbogen folgt
die Bahngeschwindigkeit v und die Beschleunigung a.

X=y-r, (G2.1.3-4)

v=x=r-dy/dt, a=x=r-d¥/dt? . (G2.1.3-5)
Aus (G2.1.3-3) folgt durch Multiplikation mit der Lénge des Hebelarms r das 2.
NEWTON sche Axiom fir rotierende Massen (G2.1.3-6):

"Drehmoment = Tragheitsmoment x Winkelbeschleunigung™.

(J: Tragheitsmoment, M: mechanisches Drehmoment, £2,,: mechanische Winkelgeschwindig-
keit).

2 2 2
Forem.r-3%_m.r2.97 - M:J-d—;/:J-de (G2.1.3-6)
dt? dt? dt dt
J=m-r?, M=F-.r, Q,=dy/dt . (G2.1.3-7)

Bei einer mechanischen Drehfrequenz (Drehzahl) n von einer Umdrehung je Sekunde wird
genau der Winkel y = 2 Uberstrichen. Daher ist die mechanische Winkelgeschwindigkeit (2,
das 2 -fache der mechanischen Drehzahl n.

O, =27-n (G2.1.3-8)

b) Arbeit und Leistung

Die von einem Linearmotor geleistete Arbeit W, wenn er die Masse m mit einer konstanten
Kraft F langs des Wegs x bewegt, ist die mechanische Energie, die dieser Linearmotor an die
Arbeitsmaschine abgibt: " Arbeit = Kraft x Weg"'.

W =F-x (G2.1.3-9)
Die je Zeiteinheit t geleistete Arbeit W ist die vom Linearmotor erbrachte mechanische
Leistung P: *"Leistung = Kraft x Geschwindigkeit.

P=dW/dt=F-dx/dt=F -v (G2.1.3-10)
Durch Erweiterung von (G2.1.3-10) mit der Lange des Hebelarms r und dessen Kehrwert 1/r
wird die entsprechende Formel flr die rotatorische Bewegung abgeleitet:

"Leistung = Drehmoment x Winkelgeschwindigkeit*.
P=F~r~dx/dt~%=M-i—7{=M-Qm P=M-.Q, (G2.1.3-11)
Die in der bewegten Masse m gespeicherte mechanische Energie heifl3t Kinetische Energie.
Aus (G2.1.3-10) folgt durch Integration:
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2
W:Ip.dt:“:.%.dtzjm.%.V.dt:jm.v.d\,:m."_ , (G2.1.3-12)
dt dt 2

Fur rotierende Massen entstent (G2.1.3-13) aus (G2.1.3-12) durch Umformung. In

Schwungmassenspeichern (das sind rasch rotierende Massen mit hohem Tragheitsmoment)

wird dieser Effekt zur Speicherung von kinetischer Energie genutzt.
, 1 v 0F
W=mrc——=J.—141

G2.1.3-13
75 5 ( )

c) Beispiel: Gezeitenkraft als Wirkung der Rotation des Monds um die Erde

Die Kraft der Gezeiten wird in Gezeitenkraftwerken zur Energiegewinnung ausgenutzt. Der
gemeinsame Schwerpunkt (Baryzentrum S) des Systems Erde-Mond liegt innerhalb der Erde,
wie folgende Rechnung zeigt. Mit der Erd- und Mondmasse und dem mittleren Erde-Mond-

Abstand mg =59.8-10%kg, rz = 6378 km, my, =0.73-10%%kg, Ay, =384000km wird (iber
das Momenten-Gleichgewicht (Bild G2.1.3-2a)
Mede =My Ay de + Ay = ey (G2.1.3-14)
der Abstand des Schwerpunkts S vom Erdmittelpunkt M erhalten, der kleiner als der
Erdradius 6378 km (Bild G2.1.3-2b) ist.

m

Ae=—M A =4631km< 6378 km -
E Me + My EM (G2.1.3-15)
Erde Mond
i
mE& S - :H’IM
M My

a) b)

Bild G2.1.3-2: a) System Erde-Mond mit dem gemeinsamen Schwerpunkt S und dem Erdmittelpunkt M, b) Die
Eigenrotation der Erde (Tag-Nacht-Zyklus in Bezug zur Sonne) flhrt fur Massenelemente Amg z. B. an der
Erdoberflache zur dort angreifenden Fliehkraft Fg .

Die Rotation der Erde um S erfolgt mit der Winkelgeschwindigkeit €2 und fuhrt zur Fliehkraft
Fe im Erdmittelpunkt M Fr = mg - Ag - ©2%. Diese Fliehkraft Fr in M ist mit der Gravitations-

Anziehungskraft Fgy in M zwischen Erde-Mond im Gleichgewicht.
Mg Mm.

2
Fr=mg -4 -Q°=F5 =G y: (G2.1.3-16)
EM
Daraus ergibt sich die ,,siderische* Mondumlaufzeit Ty mit etwas weniger als 1 Monat.
027 _ \/Gz' My _ \/G ' (m'\sﬂ tMe) 1 _0.0746a = 27.3d (G2.1.3-17)
Tv Aev Ae Aem

Die Eigenrotation der Erde um den Erdmittelpunkt M mit € (Bild G2.1.3-2b) bewirkt eine
allseitig gleichermalen wirkende Fliehkraft Fr g = Amg -rg . 2% auf alle Massepunkte Amg

an der Erdoberflache. Diese Kraft liefert deshalb keinen Beitrag zur Gezeitenwirkung! Nur
die Erdrotation um S (ohne ihre Eigenrotation) bewirkt den Gezeiten-Effekt. Zufolge dieser
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Rotation drehen alle Punkte der Erde auf gleichen raumfesten Kreisen K mit
Winkelgeschwindigkeit £2 (Bild G2.1.3-3). Alle Punkte auf der Erde (so auch die Massenteile

Ame auf der Erdoberflache) erfahren gleiche Fliehkraft Ff = Amg - A - ©2% . Die Gravitations-

Mondanziehungskraft Fg (G2.1.3-16) ist auf Erdoberflache auf der dem Mond zugewandten
Seite mit Fg; wegen des kleineren Abstands zu Mond groRer als auf der dem Mond
abgewandten Seite Fg,!

K Richtung E - - K
zum Mond I
Richtung 0,
=, zam Mond
"X
— b
vt ek

Bild G2.1.3-3: Zufolge der Rotation der Erde und des Mondes als Paar um S drehen alle Punkte der Erde auf
gleichen raumfesten Kreisen K mit derselben Winkelgeschwindigkeit €2, wobei S auf der Verbindungslinie Erde-
Mond liegt. Die Bilder links und rechts sind um eine Vierteldrehung zeitversetzt.

Die resultierende Kraft F, = F¢ — Fg, bzw. F; = Fg; — F¢ je Massenteil Amg als Summe aus

Flienkraft und Gravitationskraft ist die wirksame Gezeitenkraft (Bild G2.1.3-4). Somit
entstehen die Gezeiten als zwei Flutberge der Weltmeere durch das Zusammenwirken der
Fliehkraft F'r und der Gravitationskraft Fg;, als resultierende Kraft F(r) (wenn r aus dem
Mondmittelpunkt heraus gezéhlt wird) auf alle Massenelemente des Meerwassers, da Erde
und Mond um einen gemeinsamen Schwerpunkt (Baryzentrum S) rotieren, der aul3erhalb des
Erdmittelpunkts M liegt (Bild G2.1.3-5).

Fo,>Fy

T —

I Fi
Bild G2.1.3-4: Die resultierende Kraft je Massenteil Amg als Summe aus Fliehkraft und Gravitationskraft ist die
wirksame Gezeitenkraft F, bzw. F;.
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AmoOrt 7 : || = Ay - A - 2

F(F)=F} + F5(F) - G-Amg-my;
F(f)=——5—"1¢,
>
F'F ErdmittelpunktM Mond
< [————

O <
M Baryzentrym

(Koordinatenursprung)

Zentrifugalkrafte
Gravitationskrafte

Quelle: wikipedia fonine] resultierende Gezeitenkrafte

Bild G2.1.3-5: Entstehung der Gezeitenkraft F(r) je Massenteil Amg der Weltmeere als Summe aus Fliehkraft
und Gravitationskraft. Sie fuhrt wegen der unter dieser Kraft verformten Wasseroberflache zur Entstehung
zweier Flutberge und zweier Ebbe-Téler.

Neumond
a.=0 Springtide
gez
4h=0 _ @~ o
Ebbe Age; = Ages max Nipptide
| /
Flutber Flutber zunehmender, abnehmender
. 9 F,g Halbmond Erde | Halbmond
F, i~ Fa 4
gez = Nipptide
A
Springtide
Vollmond

e,|=1 Ebbe

Bild G2.1.3-6: a) Entstehung der beiden Flutberge durch die Gezeitenwirkung, b) Gezeitenwirkung von Sonne
und Mond (Blick auf die Erd-Nordhalbkugel) (Quelle: Wikipedia.de)

Uber die Gezeitenkrifte F, und F; (G2.1.3-19) in der Verbindungslinie Erde-Mond schétzen
wir geméal Bild G2.1.3-5 und -6a die Hohe der Flutberge der Weltmeere ab.

, G-Amg -m G-Amg -m G-Amg -m 1
Fa=Fr—Fsa=Fc —Fga = E - e e (- 5)
(dem)” (dem +1e)? (4em)’ (1+ e J
%y
, G-Amg -m G-Amg -m G-Amg -m 1
Fi=Fgi-Ff=Fg-Fg = =M EM - E'M (1- 5)
(4em —Te) (4em) (dem)? ( K J
'y
Wegen &= —E = 6370 =0.0166 <<1 folgt in sehr guter Naherung
Ay, 384000
G- -Amg -m 1 1 1 1
Fam B M 0 2 oA (-—)= A (- )~ A (l-——)
(dem)? [1 re ] 1+¢) 1426+ & 1+2¢
+7
Aem

bzw. F, = A-(1-(1-2¢&)) = A-2£ und
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Fo-CdMe Mg by aa-—t yca2e bow FrA28~F
i 2 2 2 a i
(dem) ( o j 1-2)
Aem
2G - Amg -my; - T,
F, ~ =M _ExF (G2.1.3-19)
(4em)’
Die Gezeitenbeschleunigung age; ist sehr klein:
2G-my; - e M
Agez, max = Fa / AMg = F; [ Amg :(A—IVI)3E =1.1-10 68_2 - (G2.1.3-20)
EM

Die Arbeit der Gezeitenkraft F, bzw. F;, ein Wasserteilchen Amg von der Mitte des Ebbe-
Tals zur Flutberghthe langs des Viertel-Erdumfangs 7 - rg /2 = rz mit dem zur Erdoberflache

Flutberg
tangentialen Wegelement ds auf die Hohe 4h anzuheben, ist W = jlf(r)-d§ und wird
Ebbtal
mit W =~ F, - rg abgeschétzt. Mit (G2.1.3-20) folgt
FaTe = AMg - Agy max g =4Mg -g-4h und (G2.1.3-21)
AN =g, e e /9 =1.1-10"°6378-10°/9.81=0.7m . (G2.1.3-22)

Die Abschéatzung ergibt eine Flutberghthe der sonst ungestorten Meeresoberflache von nur
4Ah ~ 0.7 m. Erst in Meeresbuchten oder Meerengen bewirkt diese Verengung der
Meeresoberflache eine Erhohung der Flutberge, so dass dort Ebbe-Flut-Differenzen im
Meeresspiegel von Uber 10 m auftreten konnen. Die Gezeitenwirkung F,\ = F\, des

Mondes auf die Wasseroberflache der Weltmeere ist mit (G2.1.3-19) 2.2 groRer als die
Gezeitenwirkung der Gravitationskraft der Sonne F, ¢ ~ F; g, da diese wesentlich weiter

entfernt ist.
3 30 6 3
Fo/Fyy = Mg (AEM)3 _ 1.98.1023kg - (384 .109 m)3 _ 1 (62.13-23)
’ ’ My - (4dgg)”  0.73-107°kg - (150 -10"m)*® 2.2

Die groRe Mondgezeitenkraft Uberlagert sich die um 1/2.2 kleineren Sonnengezeitenkraft. Der
gemeinsame Sonnen- und Mondphasen-Einfluss ist bei Voll- und Neumond maximal, da dann
Mond, Erde, Sonne in einer Linie liegen. Es tritt die Springtide mit einem erhohten Flutberg
auf, da Mond- u. Sonnengezeitenkraft sich algebraisch addieren. Die gemeinsame
Gezeitenwirkung ist minimal bei zu- oder abnehmendem Halbmond, da dann Mond, Erde,
Sonne zueinander einen rechten Winkel bilden. Es tritt Nipptide mit einem verminderten
Flutberg auf (Bild G2.1.3-6b).

Durch die Erdrotation €= um ihre Achse (Tag-Nacht-Zyklus) dreht sich die Erde unter den
Flutbergen hinweg, so dass jeder der beiden Berge in ca. 24 h einmal um die Erde lauft. Flut
und Ebbe wechseln somit einander im ca. 6-h-Rhythmus ab. Diese Relativbewegung der
Erdoberflache zu den Flutbergen bremst die Rotation der Erde um ihre Achse ab. Zurzeit
dreht sich die Erde schneller (Te = 1 d) um ihre Achse als der Mond in gleichsinniger
Drehung um die Erde (Tm = 27.3 d): & = 2a/T g, Ou = 2n/Ty. Die Flutberge laufen
beziiglich der Erdoberfliche in Ost-West-Richtung mit der daraus resultierenden
Differenzgeschwindigkeit um. So kommt es zum Strémen der beiden Flutwellenberge mit der
zugehorigen sehr kleinen Wasserreibung, aber auch zum Anprall der beiden Flutberge an die
Kontinentalkisten, was eine erhebliche Bremswirkung zur Folge hat und die Erdrotation
verringert! Wenn auch die Reibungswéarme dabei gering ist, so vermindert sich doch der
Spin-Drehimpuls der Erde Lg = Je£2. Die Bremskraft verschwindet, wenn die Erde so weit
abgebremst ist, dass keine Differenzgeschwindigkeit auftritt und die Flutberge an der
Erdoberflache stehen bleiben: T'g = T'y > Te. Dann ist £ = Qy = ! Bei vernachlassigter
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Reibungswérme ist die Konstanz des Gesamtdrehimpulses L = Lg + Ly = konst. von Mond
und Erde dafuir verantwortlich, dass sich bei sinkendem Lg der Bahn-Drehimpuls des Mondes

Ly um die Erde erhoht: Ly, =My, - By - 2y = My - £ - €7 .

Le+ Ly =JgQe + My - £y - Q2 =J 22 + My, - (4y)? - 2" = konst. (G2.1.3-24)
Mit den aktuellen Daten Jg, Q2g, My, 4y, 2\ ergibt (G2.1.3-24) den endgultigen Abstand
des Monds von der Erde A4y, / 4y, =1.56. Der Mond entfernt sich von Erde! Im Endzustand

ist T'e = T'v =56 d=2n/2: Der ,,Erd-Tag"“ verldngert sich auf 56 jetzige Erdentage! Der
Mond wird mit 599 000 km 1.56-mal so weit von der Erde entfernt sein wie jetzt. Die
Flutberge und Ebbenbereiche bewegen sich dann beziiglich der Erdoberflache nicht mehr, und
der Mond wird nur von einer Erdseite aus (sehr viel kleiner) zu sehen sein.

G2.2 Energie in stromenden Flussigkeiten

Mit dem Begriff Fluide werden allgemein Gase (kompressible Fluide: Die Dichte y ist nicht
konstant!) und Flussigkeiten (i. A. nicht kompressible Fluide: Die Dichte y ist konstant!)
zusammengefasst, wobei die Lage der einzelnen Teilchen, aus denen das Fluid besteht, ihre
Lage zueinander dndern kénnen. Somit ist die Gestalt (Korperform) eines Fluids veranderbar
und i. A. veranderlich. Bei idealen Fluiden werden die einzelnen Teilchen (i. A. Molekdle) als
punktformig betrachtet, wobei bei Gasen zwischen den einzelnen Teilchen ein gewisser
Abstand (,,leerer Raum®) auftritt, wihrend bei Fliissigkeiten die Teilchen eng benachbart
liegen, so dass sie nicht weiter zusammendriickbar sind (,,inkompressibel). Die von auf3en
uber eine Flache A wirkende Kraft F auf eine ruhende Flissigkeit in einem Gefal wirkt daher
allseitig als statischer Druck p = F/A (,,hydrostatischer* Druck) innerhalb der Flissigkeit. 1. A.
aber kann sich die Flussigkeit bei Einwirkung einer duReren Kraft F bewegen; sie stromt. Auf
Grund der Annahme idealer Teilchen (es tritt keine Teilchenumwandlung z. B. in Strahlung
auf) bleibt die Masse m der Fliissigkeit auch beim ,,Stromen‘ konstant: dm/dt = 0. Gegen die
von auRen wirkende, die Flissigkeit beschleunigende Kraft wirken die innere Zéhigkeitskraft
(siehe unten), die innere Druckkraft und im Schwerefeld die Schwerkraft. Bei zeitlich
stationarer Stromung andert sich das Geschwindigkeitsfeld der Strémung, also die GroRe
und Richtung der lokalen Stromungsgeschwindigkeit v in der stromenden Flussigkeit nicht.
Die einzelnen Flissigkeitsteilchen durchlaufen bei ihrer Bewegung Orte mit unterschiedlicher
Geschwindigkeit. So ist z. B. im Bild G2.2-1 die Teilchengeschwindigkeit am Ort der
grolReren Querschnittsflache A; > A, des Stromungskanals vy niedrig, am Ort mit der kleineren
Querschnittsflaiche A, mit v, > v; hoch. Aber das Stromungsbild der gesamten Flissigkeit
bleibt dabei zeitlich unverénderlich. Dies wollen wir nun weiter betrachten.

| R
Al | Al V.
[ 2} 2 =
S8

I l |
i

-

Bild G2.2-1: Die strdmende Flussigkeit mit der Masse m stromt von einem vergroBerten Kanalquerschnitt
(Flache A;) zu einem engen Kanalquerschnitt mit der Flache A, [Sch].

Wir nehmen an, dass im Bereich der Flache A; auf die L&nge |, die Stromungs-
geschwindigkeit v; herrscht. Wéhrend der Zeit t wird daher diese Lange |; =t ' v; von den
Teilchen zuruickgelegt. Die pro Zeiteinheit durch die Flache A; stromende Masse (,,Masse-

strom®) ist M=l Ay /t=v;Ay =V -y mit dem ,,Volumenstrom* V . Wegen der Massen-
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und Dichtekonstanz gilt gemal} Bild G2.2-1 am Stromungsquerschnitt A, fir inkompressible
Flussigkeiten m=1,A;y =1,A,» und wegen v, =1, /t somit m=v;Ay =V,Ay =V -y als
Kontinuitatsgleichung

ViA =V Ay (G2.2-1)

Beispiel G2.2-1:

Flussigkeit stromt mit der Geschwindigkeit v, =6 m/s durch den Querschnitt A, =1 dm?.
Wie hoch ist die Strémungsgeschwindigkeit im groBeren Strémungsquerschnitt A; = 3 dm??
Antwort: vy =V, Ay /[ A =V, -(1/3)=Vv,/3=6/3=2m/s.

Kodnnen die stromenden Flissigkeitsteilchen reibungsfrei aneinander vorbei gleiten, sprechen
wir von einer ideal reibungsfreier Flissigkeit, ansonsten von zéhen (viskosen) Flussigkeiten.
In der Realitét ist jede Flissigkeit zah (viskos), so dass die reibungsfreie Flussigkeit eine
Idealisierung ist (manchmal spéttisch als ,trockene® Fliissigkeit bezeichnet). Wegen der
Reibung zwischen benachbarten Teilchen tritt dort die gegen diese Relativbewegung
gerichtete Zahigkeitskraft F,, auf. Erfolgt die Stromung mit ausreichend niedriger
Geschwindigkeitsanderung dv/dt bei verénderlichen Stromungsquerschnitten (z. B. von A;
nach A, in Bild G2.2-1), so ist die dabei auftretende Beschleunigungs- bzw.
Verzogerungskraft auf die Masseteilchen ~ dv/dt klein gegentber F,; die Strémung ist
reibungsdominiert. Die Bahnen der einzelnen Teilchen sind anndhernd parallel; es ergibt sich
eine ,,geschichtete (laminare) Stromung. An der Kanalwand ist wegen der haftenden
Reibungskraft die Stromungsgeschwindigkeit Null. Sie nimmt parabolisch zur Kanalmitte zu
(Hagen-Poiseuille-Gesetz), Bild G2.2-2a. Ergeben sich auf Grund der veranderlichen
Stromungsquerschnitte hohe Geschwindigkeitsanderungen dv/dt von Ort zu Ort, so dass die
dabei auftretende Beschleunigungs- bzw. Verzogerungskraft auf die Masseteilchen ~ dv/dt
grol gegenliber F,, ist, so ist die Strémung von dieser Tragheitskraft dominiert. Zwar ist an
den Kanalwandungen wegen der haftenden Reibungskraft die Stromungsgeschwindigkeit
weiterhin Null, aber die Teilchenbahnen koénnen z.B. durch Seitwartsbewegungen nun
verwickelt und kompliziert werden. Im Kanalquerschnitt A, (Bild G2.2-1) nahe beieinander
liegende Teilchen kdnnen im Querschnitt A; weit voneinander entfernt sein (,,chaotisches*
Verhalten der Teilchenbahnen), so dass ,turbulente® Stroémung auftritt. Nur in der Néhe der
Kanalwande, wo die Geschwindigkeit klein ist, dominiert die Z&higkeitskraft, deshalb bildet
sich dort eine laminare Grenzschicht aus, aber zur Kanalmitte hin herrscht ein turbulentes
Strémungsbild mit einem nicht-parabolischen Geschwindigkeitsprofil.

) b) P e s

Bild G2.2-2: a) In der laminar (= reibungsdominiert) stromenden Flissigkeit ist die Geschwindigkeitsverteilung
uber den Kanalquerschnitt parabolisch. In der turbulent strdmenden Flussigkeit ist diese
Geschwindigkeitsverteilung Uber den Kanalquerschnitt nicht mehr parabolisch, sondern gegeniiber dem

Parabelverlauf abgeplattet, hat aber in Kanalndhe wegen der dort geringen Geschwindigkeit eine laminare
Grenzschicht [Ger]. b) Betrachtung der Zahigkeits- und Trégheitskraft in einer strdmenden Flussigkeit.
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Eine mit v bewegte Flissigkeitssdule mit der Seitenfliche A=d -d und der Dicke d hat die
Masse m=A-d-y (Bild G2.2-2b). Entlang ihrer Seitenflache A wirkt nach Newton die
Zahigkeitskraft F ~7-A-(v/d), wobei » die dynamische Zahigkeit (kg/(m - s?) als
Stoffwert die GroRe der Zahigkeit beschreibt und (v/d) proportional zur Anderung des
Geschwindigkeitsprofils quer zur Stromung auf Grund dieser Zahigkeit ist. Die Tragheitskraft
Fr =m-dv/dt schatzen wir damit ab, dass langs des Wegs d in der Zeit t die
Geschwindigkeitsanderung dv/dt=av/t=av/(d/v)=v-Av/d =~v-v/d stattfindet. Das
Kraftverhaltnis ist die dimensionslose Reynolds-Zahl

Re_ Fr_m-dv/dt m-v?/d y-Ad-v?/d d-v _d-v
F F n-A-(v/d) n-A-(vid) nly v

wobei v =n/y die kinematische Zahigkeit ((m/s)?) ist. Wegen der Abschatzung ist die
Lange d als charakteristische Lange abhé&ngig von der betrachteten Kanalgeometrie. Wird
zum Beispiel fir Rohrstrémungen die mittlere Strdmungsgeschwindigkeit vg, im
Stromungskanal bezeichnet (gemittelt Gber das Geschwindigkeitsprofil z. B. in Bild G2.2-2a),
Re=dy vy /v, (G2.2-2b)
so ist d als ,,hydraulischer Durchmesser des Kanals dy aus dem Kanalquerschnittsumfang Uy
und der Kanalquerschnittsflache A, geméaR (G2.2-3) zu ermitteln.

dy=4-A /U, (G2.2-3)

, (G2.2-2a)

Beispiel G2.2-2:
a) Kreisformige Kanalquerschnittsflache (Kanaldurchmesser d):

Ak=d|§'7l/4, Uk :dkﬂ', dH :dk'
b) Quadratische Kanalquerschnittsflache (Seitenkante li): A, = IE, U =41, dy=I.

Beispiel G2.2-3:

Ein Drehzylinder (L&nge I, Durchmesser d) wird seitlich von einer Flissigkeit (Dichte j)
umstrémt, wobei die Geschwindigkeit der Flissigkeit weit vom Zylinder entfernt
(,,ungestorte* Stromung) V., ist. Er setzt der Flussigkeit die projizierte Flache A=d -1 als
Strémungswiderstand entgegen.

a) Die Flussigkeit ist reibungsfrei. Es stellt sich vor und hinter dem Zylinder ein identisches
Stromungsbild ein. Die Flussigkeit gleitet am Zylinder vorbei. Auf diesen wird keine Kraft
Ubertragen: Fgr = 0 (Bild G2.2-3a).

b) Die Flussigkeit hat innere Reibungskréfte. Es stellt sich vor und hinter dem Zylinder ein
unterschiedliches Stromungsbild ein (Bild G2.2-3b). Die Flussigkeit tbertragt auf den

Zylinder die Reibungskraft Fg =cy -d-1-v2/2, wobei der dimensionslose Beiwert
cy (Re) von Re abhéngt. Die Reynolds-Zahl wird als Re =d -v_, /v berechnet. Es werden in

Bild G2.2-3c abnehmende kinematische Zahigkeiten v untersucht:

- Bei hoher Zahigkeit Re = 0.01 ist cw = 10. Das Stromungsbild scheint vor und hinter dem
Zylinder symmetrisch, ist es aber bei genaurer Analyse (mehr Stromlinien zeichnen!) auf
Grund der Reibkraft nicht.

- Bei Re = 20 ist cw = 2, und die nun stérker wirksamen Trégheitskréfte beschleunigen die
Teilchen hinter dem Zylinder zur Mitte hin, so dass sich je zwei Stromungswirbel (links- und
rechtsdrehend) symmetrisch ausbilden.

- Bei Re = 100, cw = 1.5, l6sen sich diese Wirbel abwechselnd als links- und rechtsdrehende
Wirbel ab und bilden eine WirbelstraRe (erstmals berechnet von T. v. Karman), wobei sich
diese Wirbel nach und nach auf Grund der Reibungskréfte aufldsen.
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- Bei Re = 10000, cw = 1, werden die Wirbel auf Grund der immer turbulenter werdenden
Stromung durchmischt, und bei Re = 1 000 000, cw = 0.3, bildet sich eine turbulente
Totwasser-Zone hinter dem Zylinder aus.

Abhéngig von der Zahl Re hat man somit eine laminare oder turbulente Strdmung vor sich,
wobei fur laminare Strémungen Re < Reyqi: und flr turbulente Strdmungen Re > Rey;: gilt.
Diese kritische Reynolds-Zahl Rey flr das Umschlagen der Stromung hangt von der
jeweiligen Stromungsgeometrie ab. Fir die oben erwédhnte Rohrstromung (vgl. (G2.2-2)) gilt
Reyit = 2000. Man muss also bei der energetischen Betrachtung von Strémungen stets vor
Augen haben, dass auf Grund der Wechselwirkung der Tragheits- und Reibungskréfte lokal
sich Wirbel mit begleiteter Wirbelablosung ausbilden kénnen (z. B. an Tragflachenprofilen
von Windturbinenrotoren), die neben Energieverlusten in der Strdmung (diese erwéarmt sich
auf Grund der Reibung) zu Gerduschen, verursacht durch die wirbelnde Strémung und zur
Schwingungsanregung des umstromten Korper auf Grund der impulsartigen Kréfte bei der
Wirbelabldsung fuhren kénnen.

) =

a) b) MR RO S e

Covui niwlfﬁomug (WW L ve vivediedin mil wﬁt&u@ PJMW‘
/\_,_ /\ S WM)\&"(‘J(L{R fQY
@ % U gl sliea

e -\/,_, ng, i)
M /OID‘yvéraf’H
QS Sho W7 Fr=0)
y/\-/—\
Yo o

FR>O

10%=Re’ |
cwe'l 7T | I
A fe:_v&;_d ’F/fchoS@—}f
Ve % R o= |
. e

6 = \ . . ¥
10°=Re (CuE O3 fuabifede 31&334‘4&(5 mib |, Totwaseer
. Strémung an einem Zylinder vorbei fiir verschiedene Reynolds’sche Zahlen, |

c)

Bild G2.2-3: a) Stromlinien einer reibungsfrei stromenden Flissigkeit um einen Drehzylinder [Ger], b) wie a),
jedoch reibungsbehaftete Strémung [Sch], c) wie a), wobei jedoch die Z&higkeiten in 5 Schritten abnimmt (= die
Reynolds-Zahlen nehmen zu) (Quelle: Feynman, R.: Physik)]
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Sieht man von diesen Effekten der lokalen Stromungsausbildung ab, so kann man in
inkompressiblen, nédherungsweise reibungsfreien stationdren Strémungen die ,,mittlere* Bahn
eines Teilchens im Stromungsfeld verfolgen und entlang dieses Stromfadens die
Energiebilanz aufstellen (,,Stromfadentheorie®). ES missen dann Kinetische Energie,
Druckenergie und potentielle Energie an unterschiedlichen Stellen entlang des Stromfadens
konstant sein. Fur ein Stromfadenstiick der Lange | und des Querschnitts A, also der Masse
m=y-A-1, in der Hohe h oberhalb der unendlich ausgedehnt angenommenen Erdoberflache

gilt

Wi +Wy +W, =m-v?/2+p-A-1+m-g-h=konst. , (G2.2-4)
vZ 2+ p/y+g-h=konst. (Bernoulli-Gleichung fur einen Stromfaden) . (G2.2-5)
Daraus folgt fiir zwei unterschiedliche Orte 1 und 2 entlang des Stromfadens

V2124 ply+g-hy=v3/2+py/y+g-h,. (G2.2-6)
Beispiel G2.2-4:

Offenes Wassergerinne, das daher nur dem uberall gleichen Luftdruck p = po ausgesetzt ist
(Bild G2.2-4a). Aus einem Becken (Ort 1) mit der Hohe h gegeniber dem Ende der
Wasserrinne (Ort 2) flieSt mit sehr kleiner Geschwindigkeit v, ~ 0 Wasser in die Wasserrinne.
Wie grol? ist die WasserflieBgeschwindigkeit v, am Ort 2? Mit hy =h+h,, p; = p, = pg und

vy~0 folgtt  VvZ/2+pol/y+g-(hy+h)=po/y+g-(hy+h)=v5/2+py/y+g-hy,

2-g-hav3, v, =./2-g-h.

Diese ,,Ausfluss-Formel“ entspricht der frei fallenden Fliissigkeit im Schwerefeld mit
Weps =Wieg + Wiy =W =m-g-h=Wip +Wp =Wy, =m-V5/2, v, =/2-g-h .
Betragt die Hohendifferenz h = 100 m, dann ist v, =+/2-9.81-100 = 44.3nVs =159km/h .

a)

Bild G2.2-4: a) Offenes Wassergerinne mit dem Hohenunterschied h (,,Gefalle®), b) Strahleinschniirung eines
frei fallenden Wasserstrahls (Quelle: Wikipedia.de)

Beispiel G2.2-5:
Bertcksichtigt man in Bsp. G2.2-4 v; > 0, so liefert die Kontinuitatsgleichung (G2.2-1) eine
Strahleinschniirung, die man gut beim frei fallenden Wasser am Wasserleitungshahn

beobachten kann (Bild G2.2-4b). Es folgt mit v12 /I2+9g-h= v% [2 und viA =V Ay
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Ay =A (v Vo) =A/y1+2-g-h/v} . Bei v; =2 m/s betragt die Strahleinschniirung nach
h=20cm bereits Ay /A =1/1+2-g-h/vZ =1/41+2.9.81.02/2% =0.71 . Bei sehr

starker Strahleinschnirung A, — 0 versagen die Vereinfachungen der Stromfadentheorie.
Die (vernachlassigten) Anziehungskréfte der polaren Molekiile (Oberflachenspannung macht
sich bemerkbar = Kapillarwirkung!) fihren anstatt zu einer weiteren Einschniirung zu einem
AbreiRen des Strahls, so dass sich einzelne Tropfen bilden.

Die innere Reibung kann n&herungsweise auch in der Stromfadentheorie berticksichtigt
werden, indem die gegen die Stromungsrichtung wirkende Reibungskraft als Druckverlust
Ap erfasst wird. Bei laminarer Stromung wird dies durch die Z&higkeitskraft ausgedriickt:

Ap=F, [ A. In turbulenter Strémung hangt gemall Bsp. G2.2-3 diese Kraft von Re ab und

kann tber Stromungswiderstandsbeiwerte £(Re) &hnlich cy im Bsp. G2.2-3 abhéngig von der
jeweiligen Kanalgeometrie z. B. fiir Rohrleitungen bei Re > Reyi; = 2000 ermittelt werden.

Ap=C(Re)-y-v2 12 (G2.2-7)
V2124 ply+g-h =VZ/2+(dp+py)/y+g-h, (G2.2-8)

G2.3 Elektromagnetische Energie

Ein mit der Geschwindigkeit v bewegtes Teilchen mit der elektrischen Ladung q erfahrt im
elektrischen Feld E und im magnetischen Feld B eine Kraft F (Lorentz-Kraft)

F=q-(VxB+E) (G2.3-1)
Der Coulomb-Anteil F =q-E wirkt auch beim ruhenden Teilchen v = 0 und ist fiir den
Spezialfall, dass E von einer Punktladung q, erregt wird, in (G2.3.1-2) angegeben. Coulomb-
Kréfte sind in technischen Anwendungen i. A. klein, weil grof3e Ladungsmengen zu hohen E-
Feldern (beim Ladungs- und damit Elektrodenabstand A) und damit zur StoRionistation der
Luftmolekiile (,,Durchschlag®) fithren (z. B. beim Homogenfeld muss E ,« < 30 kV/cm bei
einem Abstand 4 = 1cm sein, um Durchschlag zu vermeiden, siehe Kap. V).

Im Bereich der Elementarteilchen ist die Gravitationskraft Fg gegenuber der elektrostatischen
Kraft Fc UNABHANGIG vom Abstand r vernachlassigbar klein, wie das Beispiel zweier
ruhender geladener Teilchen (Protonen) im Abstand r zeigt. Mit der g = e = 1.610™ As (el.
Ladung) und der Proton-Ruhemasse m, = 1.6723910°" kg folgt aus (G2.1-1) und (G2.3-2)

2
—27
';_G %) =8.08-107%". (G2.3-2)
C 9

Der Lorentz-Anteil von (G2.3-1) F=q,-VxB (oft auch nur Lorentz-Kraft genannt) wirkt

NUR bei bewegten geladenen Teilchen v = 0. Diese Lorentz-Kraft F ist normal auf die
Bewegungs- und Feldrichtung gerichtet! Daher kann die Lorentz-Kraft KEINE mechanische
Arbeit am geladenen Teilchen verrichten (Bild G2.3-1)!

2
m
=G 4rg, (—pj =6.67-10 1. 47.8.854.1072 (
e

W :de :IIf-d§:IF-COSa-dS:jF-COSQOO-dS:O (G2.3-3)
c c c c
F-dS =qy(V x I§)-d§=q1(%x §j~d§=6 (G2.3-4)

Anstelle dessen zwingt die Lorentz-Kraft das geladene Teilchen auf eine Kreisbahn, die sich
um die B-Feldinien schlingt. Wird ndmlich im Magnetfeld B der Vektor der

Teilchengeschwindigkeit v zerlegt in eine Komponente v; parallel zum B-Feldvektor (17 B)
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und in eine Komponente v, normal zu B (LB ), so ist die Lorentz-Kraft auf die el. Ladung q:
F=q-(VxB)=q-v,B-&,g, mit [E,g|=1, nur durch v, bewirkt. Das Teilchen wird normal

zu B und v mit &=F /m beschleunigt. Das filhrt zur Kreisbahn mit jenem Radius r, bei dem
die Fliehkraft Fg zufolge der Kreisbahn und die Lorentz-Kraft im Gleichgewicht sind F = Fr.

Fe=m-v2/r, F=Fc:r=m-v,/(q-B) . (G2.3-6)
Die zugehorige Kreisfrequenz der Rotation (Bild G2.3-2a) ist
o=V,/r=(q-B)y/f m=2z-f . (G2.3-7)

Bild G2.3-1: a) Lorentz-Kraft F auf eine mit v bewegte el. Ladung g; im B-Feld, b) Die Lorentz-Kraft steht
senkrecht zu v und verrichtet deshalb keine mechanische Arbeit an der bewegten Ladung q;.

Bild G2.3-2: a) Die Lorentz-Kraft F zwingt die bewegte Ladung auf eine Kreisbahn mit der Bahnebene
senkrecht zum B-Feld, b) Der Kreisbahn Uberlagert ist die Geschwindigkeitskomponente v, so dass aus der
Kreisbahn eine Spiralbahn um die B-Feldlinien entsteht.

Sind die B-Feldlinien geschlossen (Torusfeld im Inneren einer Ringspule), so kénnen die
geladenen Teilchen sich nur entlang den Feldlinien spiralen, aber nicht entkommen. Dies wird
im Fusionsreaktor ausgeniitzt, wo superschwere Wasserstoffkerne (Tritiumkerne) zu
Heliumkernen verschmolzen werden, um Energie zu gewinnen.

Beispiel G2.3-1: Tritiumkern: g = e = 1.6-107'° As, m = Ruhemasse 5.1-10%"kg .
Bei B =5 T ist die Frequenz der Rotation f = 25 MHz (Bild G2.3-2b).

Beispiel G2.3-2:

Lorentz-Kraft auf den Elektronenstrom im Kupfer-Leiter im externen Magnetfeld B = 1T: El.
Gleichstromstarke 1 = 10 A, zugehdrige mittlere Elektronen-Driftgeschwindigkeit im Kupfer
v = 0.7 mm/s. Strom = bewegte Ladungsmenge AQ durch den Leiterquerschnitt je Zeit At:

| =4Q/4t . (G2.3-8)
Lorentz-Kraft F auf diese bewegte Ladungsmenge:
AIE:AQ-VXE:AQ~§XI§:§~A§XI§: |- ASxB=dF =1-dsxB . (G2.3-9)
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Lorentz-Kraft auf einen geraden Leiterabschnitt der Lange | im Homogenfeld B = konst.:
| |

F=[dF=[1-dsxB=1-TxB . (G2.3-10)
0 0

Kraft F bei einer Leiterlange | =1 m: ‘If‘ =‘I 1 x B‘ =1-1.B=10-1-1=10N.

Lorentz-Krafte sind, wie Bsp. G2.3-2 zeigt, in technischen Anwendungen i. A. grol3, so dass
elektromechanische Energiewandler (z. B. Generatoren) mit Magnetkréften arbeiten!

Beispiel G2.3-3:

Die Kraft zwischen zwei parallelen stromfiihrenden Leiter 1 und 2 mit den el. Stromen Iy, I,
und dem Leiter-Abstand r wird als Lorentz-Kraft auf Leiter 1 im B-Feld des Leiters 2
bestimmt (Bild G2.3-3).

B, = - 27'; - ‘€, (G2.3-11)
Dabei ist 1 = 4n - 107 Vs/(Am) die Permeabilitat des leeren Raums. Die Lorentz-Kraft auf
die gerade Leiterlange | ist demnach F =1;-IxB, =1;-1-B, - (€, x&,) =—l; |- B, -&, wobei
€, der von der Leiterachse 2 aus gezahlte Radiuseinheitsvektor ist und & =—-€. gilt, also
F=1;-1-B,-&.Mitl=1m,r=1m, I; = 100 A, I, = 10 000 A erhalten wir

_ 47-1077-10000

2r-1
wird zu Erzeugung von Drehbewegung in elektrischen Maschinen als elektromechanische
Energiewandler eingesetzt.

=2mT, F=100-1-2-10°=0.2 N. Die seitlich wirkende Lorentz-Kraft

B,

Bild G2.3-3: Lorentz-Kraft F zwischen zwei parallelen stromfiihrenden Leiter 1 und 2 mit den el. Stromen 1y, I,
und dem Leiter-Abstand r als Lorentz-Kraft auf Leiter 1 im B-Feld des Leiters 2

G2.3.1 Elektrostatische Energie

Eine el. Punktladung g, erregt ein rein radiales elektrisches Feld E, (Bild G2.3.1-1a).

= 42 5

E,=—%— €. -
2 4ﬂ.€o_r2 r (G2.3.1-1)

Die elektrische Kraft F (Coulomb-Kraft) auf die ruhende Punktladung q; im E-Feld der

ruhenden Punktladung g, (Elektrostatik!) ist

= = Q% 5

F = B, =—2 "¢ .8, . -
th-E2 4r-zg- 2o (G2.3.1-2)

Sind die el. Ladungen gz, g2 > 0, so ergibt sich eine abstolende Kraft F in Richtung €, . Wird

die Punktladung g; von ra nach rg bewegt, ist die Bewegungsrichtung IN Richtung der Kraft
F, so dass die mech. Arbeit W > 0 ist und diese Arbeit aus dem E-Feld gewonnen wird.
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s
L : 1 1
W= [F.dre :_M.(___]:WM ~Wyg >0 (G2.3.1-3)

Die ,,potentielle elektrische Energie* W, (elektrostatische Energie) von g; im E-Feld ist somit
Gi-92
W,(r)=——"5->0 -
p(r) Iy T (G2.3.1-4)
und das ,,elektrisches Potential ¢
gz
N=W,/q =—-"+5~—.
¢( ) p G A - T
sowie die zugehdorige el. Spannung als el. Potentialdifferenz zw. A und B

(G2.3.1-5)

11
Une =0~ 98 = % -(———J - (G2.3.1-6)
72"50

Es ergeben sich damit folgende Zusammenhange:

42
Arr-g9 -1

W =Upg -t =Wpa —Wpp.

s
= UABZIEz'dr'ér'=¢A—¢7B =

A

§0:Wp/q1:

'

W >0 '

m’

a) 074 r b)

Bild G2.3.1-1: a) Elektrische Kraft F und die potentielle el. Energie W, einer Punktladung ¢, im E-Feld einer
Punktladung g, b) Kugelkondensator mit Luft als Dielektrikum &

Beispiel 2.3.1-1: Der Kugelkondensator (Bild G2.3.1-1b) ist eine reale, innerhalb ri <r <r,
mit dem E-Feld der Punktladung identische E-Feldanordnung. Er hat als die beiden
Elektroden die el. leitfahigen (metallischen) Kugeloberflachen bei r = r; und r = r, welche die
entgegengesetzt gleich grof3en el. Ladungen g, und —q, tragen! Es tritt dabei der ,,Geometrie*-
Faktor Kapazitat C als Verhaltnis zwischen el. Ladung und el. Spannung auf!

d, 1 1) o 1 1 11 92
U —p—g=— % [1 1) % _ 1_ S_2] Un=2 (62317
2 =T T g [ri raJ C ~ C 4re \nm a=¢ (G2317)

Da unsere Erde insgesamt elektrisch neutral ist, musste fur die Ladungstrennung g, und —q.
im Kugelkondensator die Arbeit W aufgewendet werden. Diese Ladungstrennungsarbeit W ist
als elektrische (elektrostatische) Energie W, im Kondensator gespeichert. Fur die
Ladungstrennung wird in vielen Schritten jeweils die (differentiell) kleine Ladung dq von der
Elektrode i zur Elektrode a transportiert. Je Schritt verbleibt bei i dann zusétzlich die negative
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Ladung —dqg bzw. am Ende aller Schritte spater —g. Diese Ladungsbewegung erfolgt gegen die
anziehende Coulomb-Kraft der bereits getrennten Ladungen, so dass die dabei zu verrichtende
Arbeit dW < 0 ist. Mit dq statt g; und —q statt g, und i, a statt A, B im Vergleich zu Bild

G2.3.1-1a folgt mit (=0, =—0;):

dg- (- 1 1
dw =M-(———j=dq~uia = dq-U, =—dW, . (G2.3.1-8)
Ar - & on
Die Summierung aller Ladungstrennungsschritte fiihrt zu
- —d
Uia :%Zduia :Tq,

Ja u
W, = [dW, = [Uy -dg=[C Uy -dUy; =C-U?/2 .
0 0

Resultat: Die im elektrischen Feld E einer Kondensatoranordnung C gespeicherte
elektrostatische Energie ist

W, =C-U?/2 . (G2.3.1-9)
We=C'U§i/2=Uai '%Zuai .q_azgaaqa _(Diqa :§0aqa +(Diqi ' (6231'10)
2 2 2 2 2 2
Mit dem innerhalb r; < r < r, gultigen E-Feld des Kugelkondensators Ez = p G2 5 -8, und
&gl

der zusétzlich definierten dielektrischen Verschiebung (el. Flussdichte) D als D = goE im

Vakuum zwischen den beiden Elektroden kann W, auch als Volumenintegral ber die
Energiedichte als Energie pro Volumen w, = dW./dV ermittelt werden.

2(q%/2)-dr _C-U?
ri472"80‘r2 2 '

ra
W, =E-D/2=W, = [wdV = [(5E*/2)-4ar’dr = (G2.3.1-11)
v f
Wird nun zusétzlich in den vom E-Feld erfiillten Raum eine elektrisch polarisierbare
Materie (Dielektrika) eingefiigt, &ndern sich die Kréfte- und damit die Energieverhéltnisse.
Diese Dielektrika sind i. A. elektrisch nicht oder schwach leitfdhige Stoffe mit el. polaren
Molekdlen, die auf Grund der an ihnen angreifenden Coulomb-Kréfte versuchen, sich im
auleren elektrischen Feld E in oder gegen die Feldrichtung E auszurichten (,,polarisieren®).
Durch diese Polarisation erregen sie ein zusétzliches elektrisch wirksames el. Feld, das
elektrische Polarisationsfeld P. Das resultierend wirksame elektrische Feld ist die

dielektrische Verschiebung (el. Flussdichte) D.
D=g,-E+P (G2.3.1-12)
Bei isotropen Dielektria ist die Polarisierung unabhangig von der Raumrichtung, so dass
stets PTTE ist. Weiter gilt fiir linear polarisierbare Dielektrika (G2.3.1-13), wobei & die
relative Permittivitat ist. Wegen PTTE ist & > 1.

P~E=D=gE+P=s-E=g-5E (G2.3.1-13)
Die Energiedichte ist nun gegeniiber dem Vakuumfeld hoher.

I -2
W, = DoElz\isotmp =g-\E\ [2=¢-E?/2 (G2.3.1-14)

Die el. Energie im Kugelkondensator mit polarisierbarer Materie (Bild G2.3.1-2b) wird mit
der innere Elektrodenoberflache A; und dem Feldvolumen V zwischen beiden Elektroden
berechnet. Aus (G2.3.1-10) folgt

A I T I
We=Uai'q_2a=Uia'%zuia'%zg'[J‘E.dS}.§D.d
A

fi
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ra ra

=%j§(5.dﬂ).(éod§):%j§(5.E).(d2i.d§)=%j5.ﬁ.dv
nA iA v

Damit ist (G2.3.1-11) bewiesen, dass auch Uber die Energiedichte die el. Energie bestimmbar

ist. Sie ist bei vorgegebener Spannung U um & hoher als ohne Dielektrikum.

/ 0 E
5= -q;
2 b

Bild G2.3.1-2: a) D(E)-Kennlinie des linear polarisierbaren Dielektrikums, b) Kugelkondensator mit el.
polasierbarer Materie & zwischen den beiden Elektroden

1.~ =
We = [We-dV == [DeE-dV (G2.3.1-15)
\% \Y

GemaR (G2.3.1-15) ist die el. Energie W, Uber ihre Dichte im felderfiillten Raum lokalisiert,
der mit dieser Energiedichte we ,erfillt ist! Die beiden Elektroden i und a stehen unter
mechanischer Spannung der sich gegenseitig (ber die Coulomb-Kraft anziehenden
elektrischen Ladungen @i und g, = -qi (,,Fernwirkungsmodell“ der Kraft zwischen den
entfernten Ladungen). Diese Kraft kann auch direkt durch die Felder E, D lokal beschrieben
werden, was als ,,Maxwell“scher Zug pe bezeichnet wird (,,Nahwirkungsmodell®). Dieser
,Maxwell“scher Zug ist die durch das elektrische Feld E zwischen den Elektroden wirkende
Kraft F., bezogen auf die Elektrodenoberflache A. Die Berechnung dieser mechanischen
Zugspannung p. = F. / A erfolgt hier fir den einfachsten Geometrie-Fall des Homogenfelds
zwischen parallelen Kondensatorplatten, wobei wegen E = konst., D = konst. auch w, = konst.
ist. Wegen dW, = F, -dx gilt

dw, d d
dv =dA-dx: Fe:Fe,X:d—;:&(nwe-dA-dx]:We-jdA-&(Ide:We-A, (G2.3.1-16)
XA A X

D-E D,-E, . _
= 2 = 2 ) pe,x = pevx By . (6231-17)

Dies ist der einfachste (einachsige) Fall einer ,Maxwell“schen Zugspannung
in x-Richtung. Sie wirkt gegen die VergroRerung des Plattenabstands der ungleichnamig
geladenen Platten (Bild G2.3.1-3a). Die Einheit der Energiedichte we ist J/m® = N'm/m® =
N/m? und identisch mit jener der ,,Maxwell“schen Zugspannung pe.

I:e,x = I Pe,x -dA= Pex A, Pe,x
A

Beispiel 2.3.1-2: Plattenkondensator (Bild G2.3.1-3b): Daten: d =1 mm,A=1m? =4, U =
1 kV. Das Dielektrikums-Material zwischen den Elektroden 1 und 2 des Plattenkondensators
ist homogen und isotrop polarisierbar. Die gespeicherte Energie im ndherungsweise
angenommenen Homogenfeld (ohne Randfeld) ist klein.

E=U/d=10%/10"2=10°V/m =10kV/cm, D =4.8.854 .10 *2.10% =35.4.10 ° As/m?:
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D-E D-E

£ E2. A ==V, We=T=l7.7J/m3.

W,=C-U?/2=
2

A, .—d.
‘;'A q - -q
H \ ‘ // Fas
- 11 E |2
5
SU

a)

Bild G2.3.1-3: a) Plattenkondensator und Anderung des Plattenabstands gegen die positive x-Richtung, b)
Einhillende Flache A, um die linke Elektrode

b)

Mit der Hullflache A, wird Uber das Gesetz vom el. Hillenfluss die Plattenladung g bestimmt,
wobei das Feld aulRerhalb des Raums zwischen den Platten nédherungsweise Null ist. Daraus
erhalten wir die Kondensatorkapazitat C.

-6
q= §DedA~xD-A=354,C, c=L-2410
A U 10°
Damit wird alternativ die gespeicherte el. Energie berechnet.
_C-U? 354.107.(10%?2

) 2 2
Uber dieselbe  Hullfliche A, wird mit der Maxwell’schen  Zugspannung
pe =D-E/2=17.7 N/m? die Kraft auf die Platte bestimmt. Wiederum verbleibt nur A, wo

das Feld ungleich Null ist.
F=p.-A=17.7N

=35.4nF.

W, =17.7mJ

G2.3.2 Magnetostatische Energie

Die Coulomb-Kraft zwischen zwei parallelen Linienladungen q = 7 | auf Leitern der L&nge |
(Bild G2.3.2-1a) ist gemal} Bsp. G2.3-3

Fl . I . ér,’ Ifl = —'EZ . (G2.3.2'1)

2r-gy T
und ist abstolend fir qg;-q, >0 und anziehend fir g;-q, <0. Die Lorentz-Kraft zwischen
zwei parallelen Linienstromen | auf Leitern der Lange | (Bild G2.3.2-1b, siehe Bsp. G2.3-3)
ist abstof3end fur 1, -1, <0 und anziehend fir 1,-1, >0.

B =—ptl2 5, E-_F . (G2.3.2-2)
27w-r

Im statischen Magnetfeld stationar flieBender Gleichstrome | =konst. treten bei gleicher

Leitergeometrie  gleichartige  Kraftformeln wie im elektrostatischen Feld auf,

wenn statt der Linienladungen z = g/l flieRende Stréme | verwendet werden. Die aus Bild

G2.3.2-1b gebildete geschlossene Schleife (Bild G2.3.2-2a) hat den Magnetfluss @ durch die

Schleifenflache (A=r-1) @=[B-dA. Dabei ist die Schleifen-Flussverkettung mit der

A
Schleifen-Windungszahl (allgemein N Windungen) ¥ =N -@. Der ,,Geometriefaktor* der
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Schleife fir das Verhdltnis aus felderregendem Strom | und Flussverkettung ¥ ist die
Selbstinduktivitat L.

L=¥/1=N-@/I (G2.3.2-3)
q, q-
F, . ~F,
4P
2) ! b)

Bild G2.3.2-1: Zwei parallele unendlich lang gerade el. Leiter a) mit entgegengesetzt gleich grofer el. Ladung q;
= -(,, b) mit entgegengesetzt gleich grofRen flieBenden el. Strémen I, = -1,

T y O H

Bild G2.3.2-2: a) Zwei parallele gerade el. Leiter werden zu einer Stromschleife (1 Windung N = 1) geschlossen.
b) B(H)-Kennlinie eines linearen magnetisierbaren Materials

Elektrostatik Magnetostatik
Flussdichte D (A's/m?) B (V's/m?)
Feldstarke E (V/m) H (A/m)
Polarisation P (As/m?) Iv (V's/m?)
rel. Werkstoffparameter |5 (-) i (<)
Feldkonstante & = 8.854'10™% As/(V'm) o = 4107 V's/(A'm)
"Geometriefaktor* C (As/V) L (V's/A)
Energiedichte *) w,=D-E/2 W, =B-H/2
Energie *) W,=C-U%/2=q-U/2 W, =L-12/2=91/2

Tabelle G2.3.2-1: Entsprechungen zwischen den (Feld-)GrofRen des elektrostatischen und magnetostatischen
Felds. Die Formeln *) gelten fiir ,,lineares* Material.

Magnetisierbare Werkstoffe (z. B. Ferromagnetika, Ferrimagnetika etc.) sind i. A. el.
leitfahige Stoffe, deren Atome versuchen, ihre magnetischen Achsen im &uBeren
magnetischen Feld H in oder gegen die Feldrichtung H auszurichten. Dadurch erregen sie ein
zusétzliches magnetisches Polarisations-Feld Jy (bzw. ,,Magnetisierung M = Jw/1p). Das
resultierend  wirksame  magnetische  Feld ist die  magnetische  Induktion

(mag. Flussdichte) B: B =4 -H+Jy = o-H +15-M . Bei isotropen Magnetika folgt
die Magnetisierungswirkung unabhdangig von der Raumrichtung parallel dem sie
magnetisierenden &uBeren Feld H: MTTH, wobei zusétzlich bei linearen isototropen
Magnetika (Bild G2.3.2-2b) gilt: Jyy ~H = B=gH + Jyy = 1 H = 1ty - 14, - H . Dabei ist
u die “relative Permeabilitit”. Wegen MTTH ist x4 > 1. Die magnetostatische
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Energiedichte wy, fur ,lineare“ Magnetika entsteht somit durch die das duRere H-Feld

erregenden elektrischen Gleichstréme | UND die magnetisierte Materie wegen Jy. Wegen der

Analogie von Bild G2.3.2-1 gelten die folgenden Entsprechungen zwischen den (Feld-)

GroRen des elektrostatischen und magnetostatischen Felds in Tab. G2.3.2-1.

Die magnetische Energiedichte im isotrop magnetisierbaren Material ist somit

L _BHA
moo2 2

isotrop

Im Vergleich zwischen elektrostatischem und magnetostatischem Feld ist die Energie im
elektrostatischen Quellenfeld E, erregt von der el. Ladung g = C'U, mit C (Kapazitat) als dem

,,Geometriefaktor der Ladungsanordnung, We:C-U2/ 2. Dabei ist U die elektrische

2

Spannungsdifferenz zwischen den Ladungsanordungen U :IE~d§. Analog dazu ist die
1

Energie im magnetostatischen Feld H, erregt vom Gleichstrom | = g/t, mit L (Induktivitat) als

dem ,,Geometriefaktor der Stromleiteranordnung, W, —L-1%/2. Durch Einsetzen der
,,Geometrie-Faktoren® C bzw. L in diese Energieformeln erhalten wir die statische Energie
pro Feldvolumen w

a) im ,leeren Raum*: ¢ = & = 8.854'10"" As/(Vm), Permittivitat (Dielektrizitatszahl) des
leeren Raums (u = = 4710 Vs/(Am), Permeabilitit des leeren Raums).

|F[ =§- H2. (G2.3.2-4)

W, (X, Y, z)_— (E(x,y,2)F, Wy (X, y,z):%-(H(x, v, 2)F, (G2.3.2-5)
b) in |sotroper, nichtlinear polarisierbarer bzw. magnetisierbarer Materie:

E
w0, 9,2) = 22 €%,y 2) P i (x,9,2) =28 (kv 2) . (62.32-6)

mit & u in Abhangigkeit von E bzw. H. Aus (GZ.2.2-5), G(2.3.2-6) wird durch Integration
uber das felderfullte Volumen V die dort gespeicherte statische Energie (G2.3.2-7) erhalten.

We = [ W, -dV , Wy, = [y, -dV (G2.3.2-7)
\Y Vv

Beispiel G2.3.2-1: Magnetfeld a) einer Kreisschleife, b) eines Dauermagneten (Bild 2.3.2-3):
Die gespeicherte magn. Energie W, im Feldvolumen V einer einzigen
Kreisschleife (Bild G2.3.23a) mit im Feldraum anwesender homogen und isotrop

4>

magnetisierbarer Materie ist W, =L-1 /2= IT dV . Flir den Magneten gilt analog

j— dV . Sind zwei solcher Schleifen bzw. Magnete (mit jeweils parallelen Achsen)

in einem bestimmten Abstand vorhanden und soll dieser Abstand vergroRert werden, so folgt:
Um die zweite Schleife 2 (bzw. den 2. Magnet) von der ersten Schleife 1 (bzw. den 1.
Magnet) weiter zu trennen, muss mech. Arbeit W gegen die anziehende Lorentz-Kraft F
zwischen beiden aufgewendet werden, die dann als zusatzliche magnetische Energie AWy, =
W im Magnetfeld zwischen den beiden Schleifen, beschrieben durch die Selbst-/Gegen-
induktivitat Ly, Ly, M, (bzw. durch (G2.3.2-7) fur die Magnetanordnung), gespeichert ist.

Beispiel G2.3.2-2: Magnetfeld zwischen zwei Eisen-Polschuhen (Bild G2.3.2-4), deren
Eisenriickschluss von Pol zu Pol im Bild nicht dargestellt ist. Das linear magnetisierbar
angenommene Eisen hat die Eisenpermeabilitét s >> 1. Der Weg sg. der B-Feldlinienlange
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im Eisen (mit Rickschluss) ist auch der Weg des H-Felds. Dessen Erregung erfolgt durch die
Spule (N Windungen) mit dem Spulenstrom i.

A

N

a) b)

Bild G2.3.2-3: Schematische Darstellung des Felds der magn. Flussdichte B a) einer stromdurchflossenen
Kreisschleife, b) eines homogen magnetisierten Zylindermagneten mit der Magnetisierungsrichtung parallel zur
Zylinderachse

Der magnetische Fluss ist @:jé-d,&: Bs- A=Br.- A, und der Durchflutungssatz liefert
A

N -i=§H-dS=Hge- S+ Hs - 5. Mit den Material-Beziehungen Hy = By / 119, im Eisen

C
Hpe = Bre/ tipe = Bs / pipe << Hg,  daher  Hg,~0, liefert der  Durchflutungssatz
Bs = 1o - N -i/5. Die Selbstinduktivitatist L=%/i=N-®/i=N-Bs-Ali= uyN*AlS.
Die Feld-Energiedichte ist im Eisen wegen Hg, ~ 0 etwa Null. Es verbleibt die Energiedichte
im Luftspalt w,,, = B5-Hs/2. Uber den Maxwell-Zug p,, = Bs-Hgs/2 wird die Zugkraft F je
Pol bestimmt: F =p,,- A=(Bs-Hs/2)-A.
Mit den Datenb =1=5cm, =1 mm, N =500, i = 1 A ergibt sich
H;s =500 -1/10 =500 kA/m, By =47-107' -0.5-10°=0.628 T,
L=47-10".500%-5%-10*/10° =0.785H =W, = L-i®/2=0.785-12/2=0.39J,
W, =0.628-500-10°/2 =157 ki/m®, F =25.10".157-10% =3925N .
Die gegentiber dhnlich grolien elektrostatischen Anordnungen deutliche htéhere Kraft und
Energiedichte ist der Grund, warum elektrische Energiewandler (E-Motoren, E-Generatoren)

ausschlieBlich auf Basis von Magnetkraften meist mit Eisenriickschliissen verwendet werden,
wie folgendes Beispiel G2.3.2-3 zeigt!

\

\

jant)

,/A /A

e

© €
W Mo % | - ) /N > H S
/®

=

o+
|

T
on
\
\

\
\

o) Eisen %—) %/—)
b) d d

Bild G2.3.2-4: a) Eine Spule mit N Windungen magnetisiert iber den Strom i die Magnetflussdichte B
im Eisenkreis und Luftspalt 6. Der Eisenrlickschluss von Pol zu Pol ist nicht dargestellt. b)
Gespeicherte elektrische Energie im Plattenkondensator (links) bzw. magnetische Energie im Luftspalt
zwischen zwei Polschuhen eines Magneten (rechts). (Annahme: idealisiertes Homogenfeld,
Streufelder an den R&ndern des Kondensators bzw. Magneten vernachl&ssigt).
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Beispiel G2.3.2-3:

Vergleich der gespeicherten elektrostatischen Energie in einem Kondensator mit der
gespeicherten magnetostatischen Energie im Luftspalt gleichen Volumens mit den
Abmessungen d = 1 mm, A = 1 m? zwischen zwei Eisenpolschuhen:

a) Kondensator: Dielektrikum "Luft", Dielektrizitatskonstante: &, =8.854 10712 As/(Vm).

In Luft ist die elektrische Feldstarke durch die Durchschlagfeldstarke Ep der Luft (ca. 30
... 40 kV/cm) begrenzt.

2 -12 642
&E :1.10,3_8.854 10 ) (4-10°) - 007 Ws
b) Magnetfeld: Permeabilitatskonstante von Luft: u= uy =4r 1077 Vs/(Am).

Das Eisen der Polschuhe des Magneten sattigt ab ca. B = 1.7 T, so dass hier B=1T
verwendet wird.

\‘

Elektrische Energie: W = A-d -

2 2
Magnetische Energie: W = A-d B° 1107 1—_7 =40
24, 2-4-10 -

o

Ws

Die Maxwell”sche elektrische und magnetische Zugkraftdichte f = F/A sind dabei:
g -E? 8.854-10'%.(4.10%)?
2

a) Kondensator: f = =70.8 N/m’,

2 12
=398089 N/m?,

B
b) Magnet: f = =
21 2-47-1077

Das magnetische Feld erlaubt hier mit 400/0.07 = 5700 eine wesentlich hohere Zugkraft, so
dass elektrische Energiewandler bevorzugt mit magnetischen Feldern arbeiten. Nur bei
Mikromotoren (kleine Kréfte) werden auch elektrostatische Kréfte zum Bewegen der
Motorldufer eingesetzt (z. B. Ausnutzung des Piezoeffekts).

G2.3.3 Elektromagnetische Energie

Bei zeitlich veranderlichen elektromagnetischen Vorgangen sind elektrische und magnetische
Felder tUber das Ampere-Maxwell-Gesetz und das Faraday-Induktionsgesetz gekoppelt und
treten daher gemeinsam auf. Der Ampere-Maxwell-Satz (G2.3.3-1) ist die Erweiterung des
Ampere’schen Durchflutungssatzes fir hohe Frequenzen und besagt, dass sowohl ein
elektrischer Strom (Durchflutung) ein Magnetfeld erregt, als auch eine (rasche) Anderung der
elektrischen Feldstarke. Dabei ist @ die Durchflutung des Leitungsstroms. Die D-

Feldanderung kommt durch die raumliche Verschiebung der Ladungen q als &-0E/ét
("Verschiebungsstromdichte™) zustande. Die elektromagnetischen Grundgesetze dazu sind die
Maxwell-Gleichungen, die in integraler Form in (G2.3.3-1-4) angegeben sind, wobei die
Bedeutung der darin enthaltenen Symbole in Bild G2.3.3-1 sichtbar ist. Es meint C = AA die
geschlossene Randkurve der Flache A.

§ H.-.ds=0@+ a§9 (Ampere-Maxwell-Gesetz) , @ => NI, el. Durchflutung (G2.3.3-1)
C=oA K
- . 0D .
§E .dS = ——— (Faraday-Induktionsgesetz) (G2.3.3-2)
C=0A ot
@ = §I§ -dA =0 (Satz vom magnetischen Hiillenfluss) (G2.3.3-3)
A, 6A=0 o
D, = {f) -dA = q (Satz vom elektrischen Hillenfluss) (G2.3.3-4)
A, 6A=0 -
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!

- Y
Geschlossene ? AN
Flédche A L

D
a) b) c)

Bild G2.3.3-1: Felder und Geometrie zu a) Ampere-Maxwell-Gesetz, b) Faraday-Induktionsgesetz, c) zu den
Hullenflissen

Die elektromagnetische Energie Wen ist dhnlich zu den statischen Feldern, im zeitlich
verénderlichen elektromagnetischen E-H-Feld gespeichert, wobei elektrisches Feld E und
magnetisches Feld H dber ihre zeitlichen Anderungen miteinander verkoppelt sind. Die
Materialgleichungen D(E) und B(H) aus G2.3.1 und G2.3.2 bleiben davon unberiihrt. Durch
die zeitlichen Anderungen dE/dt und dH/dt breiten sich E- und H-Feld im Raum wellenartig
mit Lichtgeschwindigkeit c als ,,Feldwellenausbreitung™ (elektromagnetische Strahlung) aus
und transportieren dabei die Energie Wem. In jedem Punkt des Raumes wird dieser
Energietransport je Zeit P = dW,n/dt durch den Poynting-Vektor S,q beschrieben (Bild G2.3.3-
2a). Die Ausbreitung erfolgt mit der Feldwellengeschwindigkeit, also mit

Lichtgeschwindigkeit c. Im Vakuum mit D = goE, B = goH istc = ¢y = 299 792 458 mis.
Im Sonderfall der ebenen Welle gilt dann E =c- - H .

Spg=ExH , P=dW,,/dt= { Spq-dA (G2.3.3-5)
@
. —
7 —
#
Spg
< 1
H 7 ©

a)

Bild G2.3.3-2: a) Der Poynting-Vektor S, steht normal auf die Feldvektoren E, H und gibt Richtung und Grofe
des Leistungstransports an. b) Stab-Dipol, der in der Mitte mit einer HF-Wechselspannungsquelle gespeist
werden kann.

b)

Beispiel G2.3.3-1: Ebene Feldwelle: E = 1000 V/m, H = 2.65 A/m — Sy = 2653 V- A/m* =
2653 W/m?. Es wird je Sekunde durch die Flache von 1 m? die Energie von Wem = 2.65 kJ
transportiert, also eine Strahlungsleistung P = Wer/t = 2.65 kW.

Im Abschnitt G2.3.2 flhrte ein konstanter elektrischer Stromfluss i =dQ/dt = konst. einer
Ladungsmenge Q =N -qg von N mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Ladungen q zur

Erregung eines zeitlich konstanten H-Felds. Daher fuhrt jede Beschleunigung/Bremsung einer
el. Ladung bereits zu zeitlich verénderlichen Feldern dH/dt, dE/dt und damit zur
Feldwellenausbreitung (Abstrahlung). Merkbar wird dies aber erst, wenn in Bsp. G2.3.3-1 die
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Anderung dE/dt so groR ist, dass @ und 0@, /ot~ A-oD/ot=A-¢-0E/ot in gleicher
GroRenordnung auftreten. Mit @~1=J-A heillt das J~¢, -&,-0E/ot. Bei zeitlich
sinusférmigen Anderungen mit der Frequenz f = w/(2z) und E = E -cos(et) ist dies bei
J~eg -5y -w-E gegeben, also in el. leitfahigen Medien J=x-E bei x~¢ -&5-@. Fur
Kupfer (x =57 MS/m, g, =1) erfordert dies eine Frequenz f =« /(27 -&y) = 10%Hz.

@ z A z A z A z A

| >

O u®  i@=0

o)
3] @@@
o1

oy
o
)

® zaA z A z A zZA
— E 4+ » — T' 4+ » >
u i ] i
2 2)- =0 i@
ﬁ

=l

T
&y

Bild G2.3.3-3: Feldabstrahlung (schematisch) beim A/2-Dipol fiir die vier Zeitpunkte t = 0, T/4, T/2 und 3T/4

Wird der Stabdipol Bild G2.3.3-2b in der Mitte mit einer Spannungsquelle entsprechend
hoher Frequenz f gespeist, schwingen die el. Ladungen in den beiden Stabseiten mit dieser
Frequenz und daher der zugehdrigen Geschwindigkeit v(t) ~cos(at) im el. Stableiter. Die

Ladungsbeschleunigung  dv(t)/dt ~sin(at) fihrt zur Wellenabstrahlung mit der
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Wellenausbreitungsgeschwindigkeit c = A- f =cy. In Bild G2.3.3-2b hat der Dipol die Lange

der halben Wellenldnge A/2 . Laden sich beim Dipol die Enden durch Ladungsansammlung
auf (Spannungsbauch), so missen sich die E-Feldlinien ber den umgebenden Raum zum
anderen Dipolende schlieRen (Bild G2.3.3-3, Zeitpunkt t = 0). Nach einer halben Periode T/2
= 1/(2f) hat sich das E-Feld umgepolt. Eine Anderung des elektrischen Felds
("Verschiebungsstromdichte™) ruft nun ein magnetisches Feld H hervor. Gleichzeitig flieft
beim Umschwingen die Ladung von den Dipolenden zur Mitte. Dieser Leitungsstrom
verstarkt das H-Feld gemaR (G2.3.3-1).

Das sich dabei andernde (vergrofRernde) H-Feld induziert nach dem Faraday schen
Induktionsgesetz (G2.3.3-2) ein elektrisches Feld (induziertes Feld), das sich mit
geschlossenen Feldlinien um das H-Feld ausbildet. Nach T/2 ist der Dipol umgepolt, der
Stromfluss wird Null und das E-Feld mit umgekehrter Polaritdt maximal. Die geschlossenen
Feldlinien von E- und H-Feld des Zeitabschnitts 0<t<T /2 sind aber nicht erloschen,
sondern nach auflen gedrangt worden und werden als Welle abgestrahlt. Im Zeitabschnitt
T/2<t<T wiederholt sich der Vorgang mit umgekehrter Polaritdt. Dadurch entsteht eine
elektromagnetische Feldwelle (Verkopplung von E- und H-Feld im Raum), deren rdumliche
Wellenlange doppelt so grol? wie die Lange des A/2-Dipols ist. Die E-Vektoren schwingen mit
der Frequenz f, wobei die Vektoren in Meridianebenen mit dem Dipol als Achse
(Polarisationsebenen) liegen. Die H-Vektoren schwingen in Ebenen, die senkrecht zur
Dipolachse liegen.

G2.3.4 Warmestrahlung

Gemal} der mechanistischen Auffassung der Warmelehre ist die absolute Temperatur T eines
Gases proportional zur mechanischen Kkinetischen Energie der Gastteilchen. In einem
ionisierten Gas wie z. B. dem durch Stol3e ionisierten Wasserstoffgas der Sonne sind die
Gasteilchen lonen und Elektronen, also el. Ladungen, die durch StéRe stets
beschleunigt/abgebremst werden, so dass sie einen Teil ihrer Energie als el. Welle abstrahlen.
Diese Warmestrahlung bendtigt somit keinen Stoff, um die Wéarmeenergie zu transportieren,
sondern erfolgt als elektromagnetische Wellenausbreitung auch im Vakuum. Die uns
interessierenden absoluten Temperaturen T der Warmestrahler fihren auf Frequenz und
Wellenlange der transversal zur Wellenausbreitungsrichtung schwingenden elektrischen und
magnetischen Vektorfelder E (elektrische Feldstarke, Einheit: V/m) und H (magnetische
Feldstarke, Einheit: A/m) im Infrarotbereich (auch Ultrarotbereich genannt). Die sich in
Strahlungsrichtung ausbreitende elektromagnetische Welle fiihrt elektromagnetische Energie

als Strahlungsenergie mit sich, ausgedriickt durch den Poynting-Vektor §pg:ExH

(Einheit: W/m?), der die Strahlungsleistung je Flacheneinheit der Wellenfront angibt. Da E
und H jeweils senkrecht zur Ausbreitungsrichtung stehen, weist §pg =ExH in die

Ausbreitungsrichtung und gibt damit den Energietransport je Zeiteinheit und Flache an. Somit
ist die Strahlungslehre zunéchst keine Disziplin der klassischen Thermodynamik, die auf den
Gesetzen der Mechanik statistisch verteilter groRer Teilchenmengen beruht, sondern basiert
auf der Elektrodynamik.

Waéhrend aber die klassische Elektrodynamik lehrt, dass elektromagnetische Wellen (also
,Licht“) von z. B. mit der Frequenz f schwingenden elektrischen Ladungen mit jeder
beliebigen Energiemenge abgestrahlt werden konnen, schrankt die dartber hinausgehende
Quantenelektrodynamik dies ein: Lichtwellen der Frequenz f kdnnen nur mit bestimmten
Energieportionen (,,Quanten®) abgestrahlt werden, die ganzzahlige Vielfache von h- f sind.

Dabei ist h = 6.625103* Js das Planck’sche Wirkungsquantum. Damit hat Licht statt eines
Wellen- nun einen Teilchencharakter. Die Lichtteilchen (Photonen) mit der Energie h- f und
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dessen Vielfachen stellen als Teilchenstrom die elektromagnetische Strahlung dar, also auch
die Warmestrahlung. Die Strahlungsenergie Wyq (Radiation) der elektromagnetischen
Strahlung, sei es eine Warmestrahlung (Infrarotbereich der Wellenlangen) oder Lichtstrahlung
(,,sichtbarer” Bereich der Wellenldangen), wird mit dem Wellenmodell des Lichts (Abschnitt
G2.3.3) berechnet.

Wrad = II §pg . dl&' dt :Wem (62_3,4-1)
tA
Die zugehdrigen Amplituden der Feldstérkevektoren bei der Frequenz f erhalten wir mit

W4 =N-h-f = E(t) = E-cos(2Aft), H(t) = H -cos(2Aft), f=1/T , (G2.3.4-2)
J— T A A A A
Zeitl. Mittelwert: Spg :%‘[E(t)- H()-dt=E-H/2=1,, E=H-cy 1y . (G2.3.4-3)
0

Mit dem alternativen Teilchenmodells des Lichts ist die elektromagnetische Strahlung ein
Lichtteilchen-Strom (Photonen-Strom). Jedes Lichtteilchen hat die Ruhemasse Null, aber bei
der Frequenz f der el.-magn. Welle (einfarbige Lichtwelle) die ,,Bewegungsenergie®
Wohoton=h- f . Die Strahlungsenergie von N Photonen ist folglich W, =h- f -N .
Beispiel G2.3.4-1:

Sichtbares Licht f = 600 THz, A = 500 nm, N = 10? Teilchen:

Wq =h-f-N=6.625-10">*Js- (600 -10'?/5)-10%° = 39.75 MJ .

Die Geschwindigkeit aller Photonen ist einheitlich v = ¢ (Lichtgeschwindigkeit). Die
Lichtteilchen ruhen also NICHT, d. h. die Ruhemasse mq der Lichtteilchen ist Null! Die

Masse m der mit ¢ fliegenden Photonen ist gemals EINSTEIN-Relation Wy pot0n=m- c?

h-t
2
Folglich ist der mech. Bewegungsimpuls eines Photons Pypoion=m-V =m-C. Wenn Licht
auf eine Oberflache trifft, ist dies somit das Auftreffen von N Lichtteilchen, z. B. auf eine
,»ideal schwarze“ (= vollstandig das Licht absorbierende) Fldche A. Diese Flache hat den
Absorptionskoeffizienten ¢ = 1. Es erfolgt eine vollstandige Lichtteilchen-Abbremsung und

somit ihr vollstandiger Impulsverlust. Die gesamte Impulsanderung A4p =N - Pynoton:
Ap=N-m-c fuhrt auf die zugehdrige Strahlungsdruck-Kraft Fq auf Flache A als
Impulsénderung je Zeit Ap/t = F,q und den zugehérigen Strahlungsdruck:

Fag _ AP/t _N-mc N-mc® Wy 1 Pag 1 gy

A A A-t A-t-c t Ac A c¢c c
Resultat:
Der Strahlungsdruck F,q/A ist die Strahlungsintensitat I,q / Lichtgeschwindigkeit c.

W,

photon:m-czzh- f=>m=

(G2.3.4-4)

(G2.3.4-5)

Beispiel G2.3.4-2:

a) Ideal absorbierende Flache A (¢= 1): Fr—;d = IrTad

b) Ideal verspiegelte Flache A = Ideale Reflexion der Photonen (&= 0):

q ~ ~ } F I
Pphoton=M-C =>—m-C Impulsénderung: Ap=2-m-c:r—2d=2-id.

c
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Beispiel G2.3.4-3: Sonnenstrahlung
Extraterrestrische Sonneneinstrahlung: I, = P..q/ A=1328 W/m? =
Fr —fad _ IO 1328 = 4.42-10*6%. Die gesamte Strahlungskraft

c  3-.10° m
der Sonne auf die Erde wird mit der projizierten Erdoberflache

A=rZ.7=(6378-10°)2 . 7 =1.28-10"m?
bestimmt und ist mit Fyq =4.42-107°.1.28.10% =565.7 MN nur 10% der Sonne-Erde-
Anziehungskraft!

Strahlungsdruck der Sonne:

Beispiel G2.3.4-4:
El. u. magn. Feldstérke der Sonnenstrahlung an der Erdoberfliche (ohne Erdatmosphire, ,,air

mass® zero AMO) (G2.3.4-3): 1, =1328 W/m? : E =1KV/m = 0.01 KV/cm, H = 2.65 A/m .

Eine hypothetische Strahlungsquelle ist der ,,schwarze Strahler<. Ein innen verspiegelter
Hohlraum enthalt eingepragte elektromagnetische Wellen der Frequenz f als
,2Hohlraumstrahlung®, die sich auf Grund der Reflexion an den Spiegelwdnden als stehende
Wellen von E und H ausbilden. Die eingeschlossene Strahlungsenergie entspricht einer
bestimmten Temperatur T des schwarzen Strahlers. Wird eine Offnung in eine der Winde
dieses Hohlraums vorgesehen, so tritt dort die Strahlung aus, allerdings nur mit gequantelten
Energiemengen n-h-f, n=123,... Die Strahlungsleistung je Wellenfrontflache im

Frequenzintervall [f,f+df], genannt 1(f), wurde zuerst von M. Planck berechnet
(Planck’sches Strahlungsgesetz), der damit die Quantenmechanik begriindete.

£y 27h- 31
I (f)= 2Rt (G2.3.4-6)
o nr
ekT —1
2 Y ]
. F AR ~ | far mendchliches
4 ¢ Auge s%xtbarer
Spektral ereich
B = . —_—

o~
§ € |
5 ‘
b i 6 }‘ 1 ——
S =2897.8-10°m-K
3 -4
B4

Licht s
S E

; S &
)

Offnung JE: ~
»-E

Innen

verspiegelt

N
" -

Quelle: Wikipedia (engl.) Joee Bog 2000
a) b) Quelle: Schreiner, Physik Ain nm

Bild G2.3.4-1: a) Modell eines schwarzen Karpers: Er absorbiert alle auftreffende elektromagnetische Strahlung
jeglicher Wellenlange volistandig. b) Spektrale Verteilung der emittierten Strahlungsleistung je Flacheneinheit
(hier: 1 cm?) des schwarzen Strahlers fiir vier Temperaturen 3000 K, 4000 K, 5000 K, 6000 K gemaR (G2.3.4-6)
in Abhangigkeit der Wellenlédnge. Der fir das menschliche Auge sichtbare Spektralbereich ist schraffiert. Der
Ort der Strahlungsmaxima ist durch eine gestrichelte Linie verbunden.

TU Darmstadt Institut fur Elektrische Energiewandlung



Energietechnik G.36 Grundlagen

Aus (G2.3.4-6) ergibt sich die Strahlungsleistung je Flache im betrachteten Frequenzband zu
di(f)=1;(f)-df . Da der schwarze Strahler mit jeder beliebigen Frequenz f bzw. Wellenlange

A strahlen kann, gibt (G2.3.4-6) die Abhangigkeit der Strahlungsleistung von der Frequenz f
als ,,spektrale” Verteilung | (f) an. Vernachlédssigt man die ,,kornige* Struktur des Lichts,

indem man die quantisierten Energieportionen als sehr klein annimmt h-f <<k-T, folgt
h-f
wegen ekT z1+E—; aus (G2.3.4-6) das Rayleigh-Jeans-Strahlungsgesetz (G2.3.4-7).

21 f2
1 (f)~ ”C2 k-T (G2.3.4-7)
0
Es gilt gemal der Annahme nur fir entsprechend niedrige Frequenzen f. Da die
Phasengeschwindigkeit jeder Welle, also auch der Lichtwellen, vy, =A4-f ist, wird mit

Vph =Co zu jeder Frequenz f die zugehdrige Wellenldnge 4 der Lichtwelle angegeben. Mit

di(f)=1¢(f)-df =1,(2)-d2 und f :vph/l , also df :—(vph/iz)-dl folgt aus (G2.3.4-6)
die Strahlungsleistung je Flache (G2.3.4-8) im Wellenlangenintervall [1,4+dA] als
di(2)=1,(1)-dA.

2z7-h-cf 1
R (G2.3.4-8)
e/l~k~T _1

In Bild G2.3.4-1b ist die mit (G2.3.4-8) berechnete spektrale Verteilung 1, (1) der emittierten

Strahlungsleistung je Flicheneinheit (hier: 1 cm?) und Wellenlangenband di des schwarzen
Strahlers fur vier Temperaturen T = 3000 K, 4000 K, 5000 K, 6000 K in Abhingigkeit der
Wellenlénge A dargestellt. So strahlt der schwarze Strahler (,,schwarzer Korper®) z. B. im
Wellenlingenbereich zwischen A = 499 nm und 500 nm (dA — A2=1nm) je cm? (A = 1 cm?)

die Energie von 10J je Sekunde ab: W =1, (1)-44- A= 1, (4 =499.5nm) -1nm -1cm? =10J.
Das Strahlungsmaximum bei einer festen (Oberflichen-)Temperatur T des schwarzen
Strahlers tritt gemal dl ,(1)/dA =0 bei der Wellenlénge
A = h-cy IR h-cgy
49621 -k-T 4.9621 -k
auf. Dieses Wien“sche Verschiebungsgesetz A,,-T =2.8978-10°K besagt, dass sich mit
steigender absoluter Temperatur T die Strahlungsmaxima zu kleineren Wellenlangen A,
verschieben (Bild G2.3.4-1b). Die gesamte je Flacheneinheit A abgestrahlte Leistung Py
entspricht der Flache unter der Kurve 1,(4) und flhrt auf das Stefan-Boltzmann'sche

Strahlungsgesetz.

=2.8978 .10 °K (G2.3.4-9)

% 27° k* W
Po/A=[1,(1)-dl=0c-T* oc=""""_-056697-10" —— G2.3.4-10
th g )»( ) 15. hgcg m2K4 ( )

Die abgestrahlte Leistung Py nimmt mit der vierten Potenz der absoluten
Oberflachentemperatur T des schwarzen Strahlers zu.

Die je Flache A vom heil3en (T,) zum kalten Ort (T, < T,) abgestrahlte Warmeleistung ist dann
die Differenz der Strahlungsleistungen beider Orte (mit gleicher Strahlungsfléche A).

P/ A=o (T =T, (G2.3.4-11)
Reale Strahler haben Kleinere Strahlungskoeffizienten &-o0<o, 0<e<1l. Die
Bertcksichtigung der ausgetauschten Strahlungsleistung zwischen zwei Oberflachen mit
unterschiedlichem Flacheninhalt A = A, und unterschiedlichen Strahlungskoeffizienten
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&0, &-o erfolgt mit dem Kirchhoff'schen Strahlungsgesetz. Im "vollstandigen
thermodynamischem Gleichgewicht"” ist dabei die absorbierte Strahlungsleistung gleich der
emittierten Strahlungsleistung. So ist z. B. der Emissionskoeffizient &, der strahlenden heif3en
Flache A, und jener der kalten Flache A; entsprechend &;.

b —p. o (2 =T)
th 1 Af, 1 (G2.3.4-12)
a Al &

Beispiel G2.3.4-5:

Eine bei sehr tiefen Temperaturen supraleitend ausgefiihrte Spule (= elektrischer
Widerstand des Spuleleitermaterials NbTi ist Null) speichert elektrische Energie in dem von
ihr erregten Magnetfeld, wobei der elektrische Gleichstrom in der Spule verlustfrei fliel3t.
Diese Spule wird in einem Gefal? mit flussigem Helium auf der Temperatur 4.2 K gehalten.
Dieses GefaR befindet sich in einem zweiten Gefall mit evakuiertem Zwischenraum (keine
Waérmeleitung oder Konvektion). Aus der warmen Umgebung soll moglichst wenig Warme
auf die AuRenwand des auBBeren GeféaRes Ubertragen werden (AuBenverspiegelung). Von der
Innenwand des AuflRengeféales (Heilseite) soll ndmlich mdglichst wenig Warme in das innere
Gefal (AuRenwand des inneren GefaRes, Kaltseite) eindringen, da sonst die erwarmte Spule
ihre supraleitende Eigenschaft verliert. Der Absorptionskoeffizient & der Kaltseite soll tber
eine ebenfalls spiegelnd ausgefiihrte Oberflache mdglichst klein sein (Thermoskannen-
Prinzip). Der von der Kaltseite reflektierte Strahlungsanteil soll an der Innenseite des
Aullengefalles moglichst vollstandig absorbiert werden (hoher Absorptionskoeffizient &).
Kaltseite: gut polierte Metalloberflache: & = 0.05, T; = 4.2 K,

Heil3seite: oxydiertes (mattes) Blech: & = 0.5; A, ~ A;.

Wie grofl ist auf der Kaltseite eintreffende Warmestromdichte, wenn T, = 293K
(Raumtemperatur) ist?

-7 4 404
Antwort: q:ﬁ: 0.56697-10 " (293" 4.2 ):19.9W/m2. Dieser Wert ist viel zu hoch

IEINE NI
0.05 0.5

und wiirde die Spule rasch aus dem supraleitenden Zustand ,,quenchen®. Deshalb stellt man
das dulRere Gefal in ein weiteres AuBengefalR mit ebenfalls evakuiertem Zwischenraum, und
kihlt das so erhaltene ZwischengefaR mit flissigem Stickstoff auf 80 K. Dann verringert sich
die eingestrahlte Warmestromdichte auf das Innengefal auf 0.55 %!

_ Py 0.56697-107" - (80* —4.2°*
A 1_1.(1_1j
0.05 05

Fur vereinfachte Abschatzungen realer Strahler verwendet man (G2.3.4-11) mit verkleinerten
Strahlungskoeffizienten ¢y <o . Typische Werte fir schwarz oder grau gestrichene

Metalloberflachen (“schwarz” und “grau” nicht nur im sichtbaren Wellenl&ngenbereich,
sondern auch im Infrarotbereich) sind ¢ = (4 ... 5):10® W/(m?K*).

) _0.11W/m?

G2.4 Warmeenergie

G2.4.1 Warmeenergie idealer Gase

Warme (Warmemenge Q; Maleinheit: Joule (J)) ist eine Form der Energielibertragung auf
Stoffe, die sich Obertragt in die stochastisch verteilte, ungerichtete mechanische Bewegung
der Teilchen (Atome, Molekiile) des betrachteten Stoffs. Die dem Stoff zugefiihrte
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Waérmeenergie ist in der kinetischen Energie Wy der Teilchen als ,,innere Energie U*
gespeichert. Diese innere Energie U ist also im einfachsten Fall die kinetische Energie W
der in ungeordneter Bewegung befindlichen

a) Atome und Molekiile eines Gases oder einer Flussigkeit bzw.

b) die Schwingungsenergie der Atomrimpfe bzw. Atome in einem Festkorper.

Die innere Energie U eines Systems (Korper, Gas, Flissigkeit) kann durch zu-/abgefiihrte
Waérme Q erhoht/erniedrigt werden. Ebenso kann sie durch Zufuhr mechanischer Arbeit W
wie z. B. durch Kompression eines Gases (= System) in einem Zylinder durch die Verrichtung
,auBerer Arbeit* W am Kolben erhoht werden.

AU =Q+W bzw. differentielle Erhéhung dU =dQ+dW >0. (G2.4.1-1)

Sind keine weiteren inneren Energieformen wirksam, so ist Wx = U die innere Energie des
Systems. Folglich ist die innere Energie U die gesamte flir einen thermodynamischen
Umwandlungsprozess zur Verfligung stehende Energie U eines sich im thermodynamischen
Gleichgewicht befindlichen physikalischen Systems. Die kinetische und potentielle Energie
Wicgess Wpges des betrachteten Systems selbst, resultierend aus der gemeinsamen mittleren
Geschwindigkeit aller Teile des Systems und aus deren gemeinsamer mittlerer ,,Hohenlage®,
sind NICHT Teil der inneren Energie U !

Gase eines bestimmten Stoffs (z. B. Wasserstoff) umfassen viele Molekile (i = 1, ..., N)
dieses Stoffs (z. B. Wasserstoffmolekile H) als kleine, frei bewegliche Teilchen, denn
zwischen diesen Teilchen ist leerer Raum. Diese Teilchen mit denselben Molekiilmassen m
bewegen sich auch im duRerlich ruhenden (also nicht strdmenden) Gas mit unterschiedlichen

Geschwindigkeiten v; und haben daher unterschiedliche kinetische Energien W, ; = m-v?/2.

Bei diesem gasformigen ,,System* wird zwischen realem und idealen Gas unterschieden.
Ein reales Gas eines bestimmten Stoffs (z. B. Wasserstoff-Gas) besteht somit aus N kleinen
identischen Teilchen (z. B. Wasserstoffmolekil H, mit der Molekiilmasse m), die im Gasraum
(Volumen V) frei beweglich sind. Die Teilchenabmessungen (z. B. Molekilabmessung d von
einigen Angstrém, 1 A = 10 m) sind klein gegeniiber den mittleren Teilchen-Abstanden,
also der ,mittleren freien Weglange* | eines Teilchens zwischen zwei StoRen. Abgeschéatzt
uber diese ,,mittlere freie Weglange* | eines Molekiils zwischen zwei StéRen, die z. B. bei H,-
Gas bei einem &uReren Druck von 1 bar und einer Gastemperatur von 0 °C etwa 2.710" m

betragt, erhalten wir 1/d =2.7-1077 /1071% = 2700 >> 1. Die Teilchen bewegen sich auch im
global ruhenden Gas (Wkges = 0) mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten v; der i-ten
Teilchen, i = 1, ..., N, die daher unterschiedliche kinetische Teilchen-Energien Wy;
aufweisen. Molekdle sind ungeladen, kdnnen aber so aufgebaut sein, dass der positive und der
negative Ladungsschwerpunkt nicht zusammenfallen, so dass sie el. Dipole bzw. Multipole
bilden. Nicht-polare Molekiile tiben aufeinander keine el. Coulomb-Krafte aus, sondern nur
die (vernachlassigbar) kleine Gravitationskraft (Bsp. G2.4.1-1).

Beispiel G2.4.1-1:
H,-Gas bei 1 bar, 3= 0°C, Molekil-(Ruhe)-Masse m ~ 3.4-107% kg, Abstand zwischen zwei

Molekiilen eine halbe freie Weglange r=1/2=1.35-10"m, anziehende SEHR KLEINE
Gravitationskraft F:

F=G- T -667-10.(3.4-1027)? /(1.35-1077)? =4.2-10"N
r
Wegen ihrer kleinen Molekulmassen m und rel. groBen mittleren Abstdnden | sind die

Gravitationskréafte zwischen den Gasteilchen vernachlassigbar klein.

Bei idealisierter Betrachtung des realen Gases als ,ideales Gas“ sind die Teilchen
punktférmig, denn die Molekullabmessungen d sind, wie oben gezeigt, klein gegeniiber den
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mittleren Abstanden | zwischen den Molekilen. Ein global ruhendes ideales Gas besteht
folglich aus nicht unterscheidbaren punktférmigen Teilchen mit jeweils gleicher
Teilchenmasse m, die keine Krafte aufeinander austiben. St6Re zwischen den einzelnen
Teilchen erfolgen wegen der vernachlassigten TeilchengroRe (Teilchendurchmesser d sehr
klein) stets zentral und elastisch; denn die Teilchen werden beim Stol3 nicht deformiert (Bild
G2.4.1-1). Unter &uRerem Druck p wird der mittlere Abstand | der Teilchen verringert, so dass
das Gas komprimiert wird (sein Volumen V sinkt) und seine Dichte y zunimmt. Nach L.
Boltzmann ist die von uns korperlich fuhlbare Temperatur proportional zur mittleren
kinetischen Energie der Gasteilchen. Wenn z. B. alle Gasteilchen ruhen, also ihre kinetische
Energie Null ist, ist demnach diese ,,absolute Temperatur* Null: T = 0 K (Kelvin). Dieser
Zustand entspricht der Temperatur 3 =-273.15°C (Grad Celsius), (Bild G2.4.1-2). Es gibt
somit einen tiefsten Wert der Temperatur, den ,,absoluten Nullpunkt* bei -273.15 °C, den wir
aber wegen der damit verbundenen Energie ,,Null“ nie ganz erreichen konnen (Nernst’scher
Satz oder 3. Hauptsatz der Warmelehre). Die absolute Temperatur T (in K) und die
Temperatur ¢ (in °C) haben den Zusammenhang T = $+273.15K.

Mit Beriicksichtigung der Annahmen fiir ein ,,ideales Gas* haben Maxwell und Boltzmann auf
statistischem Weg die Haufigkeitsfunktion f(v) der Geschwindigkeitsverteilung (G2.4.1-2)
berechnet (Maxwell-Boltzmann-Verteilung), mit der eine bestimmte Menge der Teilchen des
Gases im Raum ,herumfliegt” (Bild G2.4.1-3a), wobei die Boltzmann’sche Konstante

k =1.3805 -10 " 2J/K eingefiihrt wurde. Dieser Bruchteil der Teilchenzahl (bezogen auf die
Gesamtzahl der Teilchen N), die mit Geschwindigkeiten v ... v + dv fliegen, ist demnach
f (v)-dv. Die Gesamtzahl aller Teilchen, bezogen auf ihre echte Teilchenzahl N, ist Eins.

m v v n: VOR dem Stof}

v m m Y. NACH dem Stoft

b)

Bild G2.4.1-1: a) Beispiel flr einen nichtzentralen Stof} zweier Kugeln mit dem Durchmesser d infolge des
Abstands A4 < d/2 zwischen den beiden Massemittelpunkten, b) Zentraler elastischer Stof} zweier punktférmiger
und daher nicht deformierbarer Massen m (d — 0, 4 — 0)

Relative Temperaturskala: Grad °C: 9
I I I I |
-273.15°C -200° C -100° C 0°|C 100° C 200° C
Absolute Temperaturskala: Kelvin K: T
[ T I | ) |
0 r'(\ 100 K 200 K 300 K 400 K 500 K
Absoluter Nullpunkt: _
Nernst-Punkt A9=80K
Beispiel: > >

191 =400(j 192 = 12(})(j
1;=31315K 1,=39315K

Bild G2.4.1-2: Absolute Temperatur T (Einheit: Kelvin K) und Grad-Celsius-Temperatur ¢ (Einheit: °C) sowie
Erwdrmung (Temperaturdifferenz) AT = 493 (Einheit: K)
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3/2 0
f(v) = \E [ﬂ) V2. mVI 2K T) j f(v)-dv=1 (G2.4.1-2)
x \ kT

0

f(v)/10-%s m-!
A

5 S00 1000 1500 whnst ALY

Bild G2.4.1-3: a) Maxwell-Boltzmann-Verteilung der Molekilgeschwindigkeiten in Luft fur vier
unterschiedliche Lufttemperaturen 100 K, 300 K, 1000 K, 3000 K (Quelle: Gerthsen, Physik). b) Gasdruck auf
eine Wand in x-Richtung

Je hoher die Gastemperatur T, desto schneller sind ,,im Mittel die Molekiile. Gemé&l Bild
G2.4.1-3a fliegt der groRte Anteil der Molekile (= Maximum von f(v)) bei 100 K mit ca.
300 m/s und bei Raumtemperatur (300 K ~ 27 °C) mit ca. 400 m/s. Demnach ist auch die

kinetische  Energie  der  Teilchen  unterschiedlich.  Mit Wk:m-v2/2 und
de/dv:d(m-v2/2)/dv=m-v erhalten wir tber dWg =m-v-dv aus (G2.4.1-2) die
Verteilung der kinetischen Energie g(Wj) auf die einzelnen Teilchen (G2.4.1-3).
2 \/Wk “W, /(k-T)
=2 . NTK a7 G2.4.1-3
g(\Nk) \/; (k-T)3/2 ( )

Jene mittlere kinetische Energie W, je Teilchen, mit der die Teilchen unterwegs sind, muss

_ N N . (v2
gemaR Wk:%Zm-vizlzz%Zvizzw tber den Mittelwert von (v?),,
] ‘N~
berechnet werden. Die Anzahl der Teilchen dn=g(Wy)-dW, hat die Energie W, . Folglich
ist die mittlere kinetische Energie durch die Summation Uber alle Energiebeitrage
Wy -dn=W, -g(W,)-dW, zu finden

W, = (W AW, = T e Wk /KT gy G2.4.1-4
k j k- 9Wi) - dWy \/_J(k T)3/2 k ( )

Mit der Substitution w =W, /(kT) erhalten wir

. 2.KT % w o 2:KT
Wy === j w2 . e . dw 33 k-T : (G2.4.1-5)

Jr “Jr 4 2

Es ist also dle mittlere Kinetische Energie je Teilchen - wie oben behauptet - zur absoluten
Temperatur T direkt proportional. Da sich die Gasteilchen mit vy in x-Richtung, mit vy in y-
Richtung und mit v, in z-Richtung bewegen, ist der Betrag des Geschwindigkeitsvektors

V=(Vy,Vy,V,) durch v=\vi+vy+v; gegeben. DemgemaR gilt fir den Mittelwert des
Geschwindigkeitsquadrats aller Teilchengeschwindigkeiten:

(Vz)av = (Vi)av + (V)Z/)av + (sz)av ' (G2.4.1-6)
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sz Z—kT
2 2

Da im Mittel keine der drei Raumrichtungen bevorzugt ist (Gleichverteilungsprinzip oder

2 2 2
oM Oay e+ (e + (V2)av 3 (G2.4.1-7)
2

»Aquipartitionsprinzip“ der Thermodynamik), gilt mit (vi)av = (vf,)av = (vzz)av:

k-T

(V) ay = (G2.4.1-8)

Ein ,,warmes®“ Gas eciner bestimmten Temperatur T mit N Gasteilchen hat daher einen

bestimmten Energieinhalt W = N -W, . Diese ,,innere Gasenergie* ist die oben beschriebene

innere Energie U und ist beim idealen Gas die kinetische Energie seiner Teilchen, da andere
Energieformen nicht auftreten. Wenn also ein Gas vorher am absoluten Nullpunkt T = 0 die
innere Energie U = 0 hatte, und ihm wird die Warme Q zugeftihrt, hat es danach die innere
Energie U = Q und eine entsprechende absolute Temperatur T > 0.

Beispiel G2.4.1-2:
H,-Gas, 1 bar, 0°C = 273.15 K, Molekiil-(Ruhe)-Masse: my, ~ 3.4-10%'kg,

k. . .10°23. o ma - (V2
J2),, = 3:-k-T :\/3 1.3805-10 *-273.15 _ 1054 s | W, =y=s.66-1o”m
My,

3.4-107%

Beim ,,realen* Gas kommt die potenticlle elektrostatische Energie der Wechselwirkungskrafte
zwischen den polaren Teilchen, ggf. auch die chemische Bindungsenergie der Teilchen als
Molekile, der Atombindungsenergie der Atome selbst etc. hinzu, je nach dem, welcher
physikalische Vorgang betrachtet wird. Andert sich z. B. die Teilchenart und Zahl durch
chemische Reaktionen (Verbindungen, Dissoziationen) in unterschiedliche Molekilformen,
so andert sich U um die Energie der chemischen Bindungen der beteiligten Atomarten.
Andern sich die Teilchenart und Zahl durch lonisation in Atomriimpfe und Elektronen, dann
dndert sich U um die lonisationsenergien der Molekile und Atome. Andern sich aber
Teilchenart und Zahl bei Kernreaktionen (Radioaktivitdt) durch Kernverschmelzung
(Kernfusion) od. Kernspaltung (Kernfission), so andert sich U um die Kernbindungsenergien.

Im idealen Gas kann die innere Energie durch Warmezufuhr/-abfuhr Q geé&ndert werden.
Gemall W = U ist Wa&rme daher eine Form von Energie (,, Wiarmeenergie“, 1. Hauptsatz der
Warmelehre). Die Temperatur T gibt an, wie viel kinetische Energie im Mittel auf ein
Gasmolekdl entféllt. Warmeenergie ist somit innere Bewegungsenergie eines Gases oder einer
Flussigkeit, aber auch eines Festkorpers. Beim Festkorper konnen sich die Atome im
Kristallverband zwar nicht frei bewegen, aber sie kénnen um ihre Ruhelage schwingen. Diese
Schwingungsenergie tritt als kinetische Energie der Atome als innere Bewegungsenergie auf.

W:N-g-k-Tzu (G2.4.1-9)
Die Bewegung der Molekdile in einem ruhenden Gas einer bestimmten Gastemperatur T hat
StoRe der Molekile gegen die GefdBwand zur Folge, die als Gasdruck p wahrgenommen
werden. Ein Molekll der Masse m, das in x-Richtung mit vy senkrecht auf eine Gefalwand
(Wandflache Ay, GeféaBvolumen V) prallt, wird von dieser mit -vy elastisch reflektiert. Der
Bewegungsimpuls m-v, des Molekdls in x-Richtung hat sich nun umgekehrt auf —m-v,.

Die Impulsénderung des Teilchens wéhrend des Stof3es ist somit m-v, —(—m-v,)=2-m-v,.

Dieser Impuls wurde auf die Wand tbertragen (Bild G2.4.1-3b). Wir nehmen nun an, dass im
Mittel alle Teilchen in x-Richtung die mittlere Geschwindigkeitskomponente
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T Vy =J_rw/(v)%)aV haben. Wenn insgesamt N Teilchen vorhanden sind, werden im Mittel stets
N/2 Teilchen eine positive und N/2 Teilchen eine negative Geschwindigkeitskomponente
w/(vf)av in x-Richtung aufweisen. Im Zeitintervall At erreichen daher alle jene Molekiile,
die sich innerhalb der Entfernung 4t-v, von der Wand befinden, die Wand. Das sind alle die
in einem Volumen A, -A4t-v, enthaltenen Molekiule mit positivem v,, somit
(N/2)- A -at-v, /V Teilchen. Sie ubertragen demnach auf die Wand wahrend der Zeit At
den Gesamtimpuls (2m-v,)-(N/2)- A, -At-v, /V = A -At-m-v2.N/V . Die auf die Wand
wirkende Kraft als Impulsédnderung pro Zeit F, = (A, -At-m-v)% -N/V)/ At wird als Druck
an der Wand p, =F, /A, = m-v)% -N/V wahrgenommen. Dieser Druck wirkt somit auch im
Gas. Da keine der drei Raumrichtungen ausgezeichnet ist, erhalten wir in gleicher Weise
Px=Py=P,=p= m-(v2),, -N/V = m~(v§)av ‘N/V =m-(v2),,-N/V und mit (G2.4.1-6)
und der Gasdichte » =N -m/V schliellich den Gasdruck

2 2
p=%.,\,.m/v=%.y, (G2.4.1-10a)
2
p.V:M.E.Nz?"k_'T.E.N:N.k.T. (G2.4.1-10b)
2 3 2 3
Mit der Anzahl Gasmolekiile je Volumen n = N/V erhalten wir den Gasdruck im idealen Gas
p=n-k-T . (G2.4.1-11)

Beispiel G2.4.1-3:
a) Bei 0°C (T = 273.15K) und Luftdruck 1bar (= 10°Pa) enthalt ein Kubikmeter
Raumvolumen (V = 1 m®) JEDES idealen Gases gemaR (G2.4.1-10)

_pV o 10° 1

kT 1.3805.107%.273.15
b) Ho-Gasdichte: » = N, -m/V =2.652-10%°-3.4-10%' /1=0.09 kg/m? bei 0°C, 1 bar;
(genauer y,, =0.0887 kg/m?®).

N =2.652-10% Teilchen (Avogadro-Zahl).

Dariiber hinaus hat man die Gasmenge, die L =6.023-10%° Teilchen enthilt, als die
Stoffmenge 1 kmol (1 kilomol), definiert, wobei L die Loschmidt’sche Zahl ist. Daher ist das
Verhaltnis L/N, =22.71. In der englischsprachigen Literatur wird genau umgekehrt der
Name Avogadro-Zahl fur L'=L/1000 =6.023 -10%/mol und der Name Loschmidt-Zahl fiir
2.652 -10% /m3verwendet. Vereinfacht werden oft beide Namen Avogadro-Zahl und

Loschmidt-Zahl  fiir L'=6.023-10%3/mol verwendet — also diesbeziiglich Vorsicht beim
Lesen von unterschiedlichen Physikbichern!

Beispiel G2.4.1-4:
Die Stoffmenge von L Gasteilchen eines BELIEBIGEN idealen Gases erfillt bei 0°C
(T = 273.15 K) und Luftdruck 1 bar (= 10° Pa) ein Raumvolumen von

L-k-T 6.023-10%°.1.3805.10%%.273.15
p 10°
Kilomols, daher Vo = 22.71dm® das Molvolumen eines Mols.

Vo = =22.71m?, genannt ,,Molvolumen* eines
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Aus (G2.4.1-10) folgt mit der Kilomolzahl v, =N/L bzw. Molzahl v, =N/L" und
L-k =R bzw. L-k =R die Zustandsgleichung fur ideale Gase

p-V=vy,-RT bzw. p-V=v,,-R"-T (G2.4.1-12)
mit der universellen Gaskonstante
R=L-k=6.023-10% .1.3805-1072% = 8314 J/(kmol - K) (G2.4.1-13)

bzw. R"=L"-k =8314J/(mol - K).

Makroskopisch wird das (ideale) Gas folglich durch die ZustandsgréRen T, V, p beschrieben
(Tab. G2.4.1-1). Dabei werden als Normalbedingungen ein mittlerer Luftdruck auf Hohe des
Meeresspiegels po = 1013 hPa = 760 Torr und die Temperatur To = 273 K (0 °C) festgelegt.
Bei Normalbedingungen verhalten sich Luft, Wasserstoff und Edelgase anndhernd als ideale
Gase. Bei speziellen Zustandsanderungen bleibt jeweils eine Zustandsgréfie konstant:

a) lIsobare Zustandsdnderung: p = konst.; b) Isotherme Zustandsanderung: T = konst.;
c) Isochore Zustandsanderung: V = konst.

Formelzeichen |[ZustandsgréRe |SI-Einheit
T Temperatur K

\ \Volumen m3

p Druck Pa = N/m?

Tabelle G2.4.1-1: ZustandsgréRen T, V, p des (idealen) Gases

Sind mehrere Gase (allgemein K Gassorten) im Raum vorhanden, so beeinflussen diese
einander beztglich Druck im Gleichgewichtszustand bei der gemeinsamen Gastemperatur T
nicht, wenn zwischen den Partnern keine chemischen Reaktionen auftreten. Der Gesamtdruck
p ist dann die Summe der Teildriicke p; (Dalton’sches Gesetz). Jedes der Gase erzeugt den
seiner Teilchendichte n; entsprechenden Teildruck (Partialdruck) p; =n; -k -T.

K K
p=>n-k-T=k-T->n (G2.4.1-14)
i=1 i=1

G2.4.2 Entropie und Hauptsatze der Warmelehre

Wird ein Gasbereich mit hoherer Gastemperatur T, = Ty > T, = Tk mit einem Gasbereich mit
niedrigerer Gastemperatur T; (z. B. Uber eine GefaBwand) in Verbindung gebracht (Bild
G2.4.2-1), ohne dass sich die beiden Gase mischen, so Ubertragen die heil3eren (schnelleren)

Teilchen ihre gréRere mittlere Bewegungsenergie W, =(3/2)-k-T, durch ZusammenstoRe

uber die GefdBwand zum Teil auf die im Durchschnitt langsameren Molekile des kalteren
Gasbereichs, die dadurch etwas schneller werden. Nach einer bestimmten Zeit (thermischer
Ausgleichsvorgang) sind die schnelleren (heilReren) Molekiile im Mittel etwas langsamer und
die kalteren (langsameren) Molekile etwas schneller geworden und haben nun dieselbe
mittlere Temperatur T3. Bei diesem Vorgang der Warmeleitung geht die Warmeenergie stets
vom warmeren auf den kélteren (Korper-)Teil Gber, bis ein Temperaturausgleich hergestellt
ist. Es geht somit Warme VON SELBST nur vom wérmeren zum kélteren Korper Gber (2.
Hauptsatz der Warmelehre). Wenn in diesem Beispiel die Teilchenanzahl N; = N, = N/2 ist
und beim Ausgleichsvorgang keine Warme nach aullen abgefihrt wird, ist mit

TU Darmstadt Institut fur Elektrische Energiewandlung



Energietechnik G.44 Grundlagen

U1=(N/2)~§-k-T1>U2=(N/2)-§-k~T2 die sich nach dem Ausgleichsvorgang

einstellende Gastemperatur T3 = T, (G2.4.2-1).

3 N 3 N 3 T, +T
U=N-2.k-T.=U;+U,=— -2 k-Ty+—-"k-T, = T,=-2—2_T7 G2.4.2-1
2 3 1 2 2 9 1 2 9 2 3 2 av ( )

TH Q TK = Tav

Bild G2.4.2-1: Wéarme Q fliet von selbst nur vom Ort héherer Temperatur Ty > Tk zum Ort niedrigerer
Temperatur Ty (2. Hauptsatz der Warmelehre), wobei sich danach die mittlere Temperatur T, einstellt.

Sie ist niedriger als T, aber héher als Ty, weil Warmeenergie (U, —U4)/2 vom heieren zum
kélteren Gas geflossen ist. Nach dem Ausgleichsvorgang haben beide Gasmengen die
Energiemengen von je (U, +U;)/2. Beachten Sie, dass beim Verletzen des zweiten
Hauptsatzes durch die Annahme, dass von selbst Energie vom kalten zum warmen Gas fliel3t
(z. B. die Menge A4U), so dass danach das heife Gas noch heiler ware (Energie
Uj=U;+4U) und das Kkalte noch Kkalter (U,=U,—-A4U), immer noch der
Energieerhaltungssatz, dass in einem abgeschlossenen System die Summe aller Energien
konstant ist, nicht verletzt wére: U; +U5; =U; +U,. Zwischen dem Energieerhaltungssatz
und dem 2. Hauptsatz der Warmelehre besteht also ein grundsétzlicher Unterschied: Die
Energieerhaltung wird ausnahmslos und in voller Strenge im gesamten Bereich der Physik als
gultig angesehen. Der zweite Hauptsatz ist hingegen ein nur im statistischen Mittel gultiger
Satz, der nur fur aus sehr vielen Molekulen oder Atomen bestehenden Kollektiven (Gasen,
Festkorper, etc.) gilt (N muss eine sehr groRe Zahl sein, vgl. Na oder L!). Bei ganz geringen
Teilchenzahlen ist die mittlere Energiebetrachtung (G2.4.1-6), die zum Begriff der
Temperatur T flhrt, wegen der mdglichen grofRen Abweichungen der einzelnen
Teilchenenergien vom Mittel nicht mehr sinnvoll. Bei wenigen Teilchen (N z. B. 30) ist es
durchaus mdoglich, dass bei den StoRen zuféllig die langsameren Teilchen noch Energie
verlieren und die schnelleren Teilchen auf Kosten der langsameren Teilchen noch schneller
werden. Dies wére natlrlich auch bei groem N prinzipiell moglich, aber ausgesprochen
unwahrscheinlich  (Wahrscheinlichkeit w  fir einen bestimmten Zustand der
Energieverteilung auf die einzelnen Molekdle eines Kollektivs von N Molekilen: 0<w<1
ware w~0), wéhrend bei kleinem N die Wahrscheinlichkeit fiir einen solchen Vorgang
durchaus groR sein kann. Es ist somit durchaus mdglich, dass eine Bleistiftspitze pl6tzlich
ohne Warmezufuhr und ohne sonstigen ersichtlichen Grund zu glihen beginnt, in dem die
durch viele StoRe infolge der ungeordneten Molekularbewegung gleichméal3ig verteilte
Bewegungsenergie zuféllig in extrem hohen Mal} den Molekdlen der Spitze zugefiihrt wird.
Die Wahrscheinlichkeit w flir eine so geordnete Energieverteilung (wenige Teilchen haben
viel Energie, viele Teilchen haben sehr wenig Energie) ist aber bei grolem N (nahezu) Null.
Dieser zahlenméRig sehr kleine Wert wird durch den Logarithmus vergrof3ert, so dass anstelle
w die Entropie

S =k-In(w) (G2.4.2-2)
zur Beschreibung dieser Wahrscheinlichkeit verwendet wird. Dass in einem gasgefullten
Gefall die linke Hélfte mit Teilchen hoher Energie (heiBes Gas), die rechte Halfte mit
Teilchen niedriger Energie gefullt ist, ist unwahrscheinlich (S klein). Dass das GefaR mit
Teilchen mittlerer Energie gefillt ist, ist auf Grund der StoRe sehr wahrscheinlich (S groR).
Somit ist der oben beschriebene Ausgleichsvorgang, bei dem Wérme Q von selbst vom
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heilBeren auf den kélteren Gasteil fliel3t, ein Vorgang vom Zustand mit geringer Entropie zu
einem Zustand mit hoher Entropie. Ein System hoért erst dann auf, von selbst seinen
Zustand zu andern, bis es den maximal wahrscheinlichen Zustand, also den Zustand mit
der grof3ten Entropie, erreicht hat.

Die Erhohung der Entropie AS bzw. dS eines auf der Temperatur T befindlichen Gases
(Entropie S) bei Warmezufuhr dQ muss nun von der lokalen Formulierung (G2.4.2-2) in eine
Formulierung mit der makroskopischen ZustandsgroRe T umgeformt werden und man erhélt
(ohne Herleitung!) (G2.4.2-3).

ds =99 (G2.4.2-3)

Ein System der Temperatur T im thermodynamischen Gleichgewicht (dQ = 0) andert sich in
seinen Zustanden nicht mehr = dS = dQ/T = 0; S = konst. Die Entropie S bleibt konstant.

Zusammenfassung der Hauptsétze der Wérmelehre:

0) Nullter Hauptsatz: Ist ein System A mit einem System C im thermodynam.
Gleichgewicht, und ebenso ein System B mit diesem System C, so sind auch A und B
miteinander im thermodynam. Gleichgewicht (Bild G2.4.2-2a).

1) Erster Hauptsatz: Die Energiemenge in einem (thermodynam.) abgeschlossenen System
ist konstant = Es gilt der Energieerhaltungssatz (Bild G2.4.2-2b). Im nicht abgeschlossenen
System kann U erhoht werden durch Warmezufuhr Q und durch am System durch &ulere
Kréfte verrichtete mechanische Arbeit W.

2) Zweiter Hauptsatz: Warme Q geht VON SELBST nur vom wéarmeren zum kélteren
Korper Gber.

3) Dritter Hauptsatz (W. Nernst, 1905): Bei Annéherung an den absoluten Nullpunkt T =0
geht S — 0. Deshalb kann T = 0 nicht exakt erreicht werden.

a)
w F====7% 1 Q
U = konst. =] U verdndert pt=——
e EeTee d
Abgeschlossenes System Nicht abgeschlossenes System
b)

Bild G2.4.2-2: a) Systeme A, B und C sind miteinander im thermodyn. Gleichgewicht, b) Im abgeschlossenen
System ist U = konst.. Im offenen System kann U durch die Zufuhr von Warme Q und mech. Arbeit W erhéht
werden: AU =Q + W.

(2.4.3 Warmeaustausch bei idealen und realen Gasen

Die den idealen Gasen bei konstantem Gasvolumen V (z.B. in einem abgeschlossenen
Gefal) zugefuhrte Warmenergie Q wird gemal (G2.4.1-8) ganzlich in Kkinetischer
Translationsenergie gespeichert, da diese im Atomkern nahezu punktférmigen Massen
(nahezu) keine Rotationsenergie aufweisen. Die entsprechende Erhdhung der Gastemperatur
AT berechnen wir mit

AQ=N-g-k-AT=vm-R~g~AT=vm~CmV-AT , (G2.4.3-1)
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wobei C.,v =R-(3/2) die molare Warmekapazitat des idealen Gases bei konstantem

Volumen ist. Es ist die erforderliche W&armemenge, um die Gasmenge von 1 kmol
(Gasteilchenzahl N = L) um AT = 1K bei konstantem Volumen zu erwérmen (Bild G2.4.3-
1a).

0 it 4 ds 4
Up T p? ‘ ‘
\ 0 U,V,, T,

\

V, M = konst. ) dV =A-dc=A-ds

a)

Bild G2.4.3-1: a) Warmezufuhr in ein System bei konstantem Volumen, b) Warmezufuhr in ein System bei
konstantem Druck

Wird einem idealen Gas bei konstantem Gasdruck p z. B. in einem Zylinder mit
verschiebbarem Kolben (Kolbenflache A) Warmenergie Q zugefihrt, so dass das Gas sich bei
Erwarmung mit p = konst. ausdehnen kann (Bild G2.4.3-1b), so wirkt auf den Kolben die
Kraft F = p- A in Richtung der Kolbenbewegung. Das Gas dehnt sich gemé&R (G2.4.1-12) um

AV =v,,-R-AT / p, so das der Kolben den Weg 4s = AV / A zurticklegt. Es wird am Kolben
vom Gas wegen Q die mechanische Arbeit

AW =F-As=p-A-As=p-AV (G2.4.3-2)
verrichtet. Mit (G2.4.1-1) AU =Q+W (W > 0 bei zugeflhrter mech. Arbeit) ist nun wegen
der vom Gas verrichteten Arbeit AU =Q— AW . Die Energiebilanz lautet daher

Q=4U + AW =v,, -Crpyy - AT + AW = vy, -Cpyy - AT + p- AV =vpp, -Cpy - AT + v -R-AT .
Q=vm (Crv +R)-AT = vy, - Cpyyp - AT (G2.4.3-3)
Es ist Cpp =Cpy +R=R-(3/2)+R=R-(5/2) die molare Warmekapazitdt des idealen

Gases (Einheit J/(kmol'K)) bei konstantem Druck, also die erforderliche Warmemenge, um
die Gasmenge von 1 kmol (Gasteilchenzahl N = L) um AT = 1 K bei p = konst. zu erwérmen.
Wird die molare Wérmekapazitat in der Einheit J/(mol - K)) angegeben, ist ihr Zahlenwert um
den Faktor 1000 kleiner.

Einatomige Gase werden durch das Modell des idealen Gases in vielerlei Hinsicht sehr gut
beschrieben. Einatomige Gase existieren als Edelgase (He, Ne, Ar ...), da die Elektronenhiille
ihrer Atome stets so mit Elektronen geflllt ist, dass je Energiewert der negativ geladenen
Elektronen gegenuber dem positiv geladenen Kern zwei Elektronen mit entgegen gesetztem
Spin (,,Eigenrotation®) auftreten (,,Spinabsattigung“). Diese nur nach den Gesetzen der
Quantenmechanik zu verstehende Eigenschaft macht die Atome dieser Edelgase duferst trage
gegeniiber einer chemischen Verbindung mit anderen Atomen, weshalb sie ,,edel” genannt
werden und einatomig als Gase auftreten.

Reale Gase bestehen aber in der Regel aus Molekiilen, also aus Teilchen, die mehrere Atome
umfassen, mit endlicher Ausdehnung und unterschiedlicher Form (Bild G2.4.3-2). Die
Elektronen in den Atomhdllen bewirken die elektrischen Bindekrafte der Atome zu diesen
Molekiilen (,,chemische Bindung®). In vielen Molekllen sind die elektrisch positiven
Atomkerne und die elektrisch negativen Hullenelektronen soweit zueinander verschoben (z.
B. H,O-Molekul, Bild G2.4.3-2c), dass der positive und negative Ladungsschwerpunkt nicht
zusammenfallen (,,polares® Molekiil). Es entsteht ein elektrischer Dipol, der auf die
benachbarten elektrischen Dipol-Molekiile eine elektrostatische Anziehungs- oder
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AbstoBungskraft, je nach relativer Lage der Molekile zueinander, ausiibt. Diese elektrischen
Dipolkréfte sind also spezielle intermolekulare Kohésionskréfte (van der Waals sche
Krafte), die allerdings nur auf kurze Distanz in der GroRenordnung der Molekilabmessungen
wirken.

Endliches Teilchenvolumen und die auftretenden Teilchenkrafte sind die wesentlichen
Kennzeichen realer Gase. Wahrend ein Zusammenpressen des idealen Gases (= Volumen V

sinkt) gemélR V =v,,-R-T / p eine Druckerhthung bewirkt, die eng aneinander liegenden

Teilchen aber nicht aneinander haften (= es gibt keine Teilchenkrafte), ist bei realem Gas
durch Kompression ein aneinander Haften der Molekile durch die Kohasionskrafte moglich,
so dass das Gas durch Kompression verflussigt werden kann. Es ist auch ein direkter
Ubergang vom Gas zum Festkérper (Sublimation, z. B. Reifbildung) méglich. Verflussigung
und Verdampfung, allgemein also die Ubergdnge zwischen unterschiedlichen
Aggregatzustdnden (Phaseniubergénge), sind nur mit den Eigenschaften realer Gase erklarbar.

hy ?y Ty
Kern | Kern " ——
*——0 S X
a) e I ,//\ : d) 7

Bild G2.4.3-2: a) Die Teilchen einatomiger Gase werden als kleine Kugeln betrachtet. Da der Atomkern fast die
gesamte Masse m enthdlt und sehr klein ist, ist die Rotationsenergie der Kerne wegen deren geringen
Trégheitsmoment nahezu Null. b) Bei Gasen mit Teilchen als zweiatomige Molekile (z. B. H,) haben diese
Molekule eine Hantelform. Die Drehung um die x-Achse erfordert (fast) keine Rotationsenergie. c) Bei
dreiatomigen Molekil z. B. von H,O (gewinkelte Form) erfordert die Rotation um alle drei Raumachsen
Energie. d) Bei der gestreckten dreiatomigen Molekulform (z. B. CO,) erfordert die Drehung um die x-Achse

(fast) keine Rotationsenergie [Sch].

Beim idealen Gas wurde jeder Raumbewegungsrichtung und damit jedem Freiheitsgrad der
translatorischen Bewegung eines Massepunkts der Anteil k-T /2 der kinetischen Energie
zugeordnet. Eine mogliche Rotation der Massepunkte mit « um ihre Achse lieferte bei
einatomigen Gasen wegen des sehr kleinen Radius (Tragheitsmoment J ~ 0) keinen Beitrag

zur kinetischen Energie (W ot =J .@?/2=0). Bei realen Gasen kommen auf Grund der

raumlich ausgedehnten Molekdile auch nicht zentrale St6R3e vor, die die Molekdle in Rotation
versetzen. Bei zweiatomigen Molekilen (z. B. Hj, Nj, Oy, ...) bilden beide Atome eine
hantelformige Struktur (Bild G2.4.3-2b) z. B. um die x-Achse. Daher ist zwar Jx wie bei den
einatomigen Teilchen (nahezu) Null, aber Jy, und J, sind mit dem Abstand a des

Atomschwerpunkts von der Drehachse gemal J, =J, =2-a%-(m/2)=m-a®>0, so dass
eine Rotation um die y- bzw. z-Achse jeweils einen kinetischen Energiebeitrag J, -a)§/2,

J, a)z2 /2 liefert, dem nach dem Gleichverteilungsprinzip (siche ,,Grundlagen®) jeweils

kT /2 entspricht. Die resultierende mittlere kinetische Energie pro Teilchen ist dann auf drei
translatorische und zwei rotatorische Freiheitsgrade verteilt (f = 5).

W, - g KT (G2.4.3-4)

Demnach ist die molare Warmekapazitat zweiatomiger Gase bei konstantem Volumen

Chv =R-(5/2). Fir drei- und mehratomige Molekiile (H,O, NH; ...) existieren stets alle

drei Rotationsfreiheitsgrade um x-, y- und z-Achse, was wegen f = 6 einer molaren
Wérmekapazitdt C,, = R-(6/2) bei konstantem Volumen entspricht. In Festkérpern ergeben

sich zusétzlich noch Schwingungen der Atome im Kristallverband um ihre Ruhelage, so dass
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sich weitere Freiheitsgrade der Bewegung ergeben. Vernachlassigen wir die intermolekularen
Kohésionskréfte, so ergibt dieselbe Herleitung fir die Gaserwérmung bei p = konst.

Crmp =Cmv +R, (G2.4.3-5)
da die Dehnungsarbeit fir die VolumenvergroRerung bei konstantem Druck bei der
Bestimmung von Cpp zu berlcksichtigen ist. Bei Flussigkeiten und Festkorpern ist die
Warmeausdehnung bei der Stofferwarmung deutlich kleiner als bei Gasen und wird hier
vernachlassigt, so dass wir fiir FlUssigkeiten und Festkorper C,, ~ Cyy = Cyy, schreiben.

Hat allgemein ein Stoff die Stoffmenge von v, kmol, so ist seine Warmekapazitat bei der
zugefuhrten Wéarmeenergie Q gemédlR Cy, =v,,-R-(f/2)=Q/AT (Einheit: J/K) bei V =
konst. bzw. C, =vy,-R-((f/2)+1) bei p = konst. Bezogen auf seine Masse M erhalten wir
mit der Molekiilmasse m die spezifische Warmekapazitat (Einheit: J/(kg - K))

cy =Q/(AT -M)=Cy /M =vy,-R-(f/2)IM =(M/m)-k-(f/2)/M =k-f/(2-m) (G2.4.3-6)
bzw.

co=k-((f/2)+1)/m (G2.4.3-7)
und daher

k=cyloy=(f+2)/f (G2.4.3-8)

Je kleiner die Molekilmasse m ist, desto hoher ist die spezifische Warmekapazitat, wie Tab.
G2.4.3-1 (Mg < mn2 < Mpy) zeigt. Deshalb hat Wasserstoffgas eine deutlich héhere
spezifische Warmekapazitat als Luft, so dass es bei groBen Synchronmaschinen als
Kraftwerksgeneratoren (ab ca. 350 ... 400 MW Generator-Nennleistung) anstelle von Luft
zum Kihlen (Wéarmeabfuhr durch Konvektion) eingesetzt wird. Ein Sonderfall ist flissiges
Wasser. Die gewinkelten und damit polaren Wassermolekile sind so beweglich, dass sie
Molekilschwingungen ausfuhren, so dass man jedes der drei Atome im Molekil als
unabhéngig auffassen kann und ihnen alle 6 Freiheitsgrade (3 Translations- und 3
Rotationsfreiheitsgrade) zuordnen kann. Daher ergibt sich eine hohe spezifische
Waérmekapazitat 4185 J/(kg - K) = 1 kcal (1 Kilo-Kalorie). Man benétigt die Energiemenge 1
Kilo-Kalorie, um 1 kg Wasser (ca. 1 Liter Wasser) um 1 K zu erwérmen. Wegen seiner hohen
Warmekapazitat ~ wird ~ Wasser  fir  die  Wassermantelkihlung  von  z. B.
Verbrennungskraftmaschinen, E-Motoren fur die Elektromobilitdit oder als direkte
Leiterkiihlung in grofRen Synchron-Kraftwerksgeneratoren (ab ca. 700 MW Generator-
Nennleistung) eingesetzt.

Werte bei Gasen fiir 0°C Ccp /JI(kg " K) cv / JI(kg K) K=Cylcy
Ar einatomiges Gas 518 314 5/3=1.66
H, zweiatomiges Gas 14210 10078 7/5=1.40
N, zweiatomiges Gas 1037 740 7/5=1.40
0O, zweiatomiges Gas 915 656 7/5=1.40
Luft (ca. 80% N, 18% O,) 1003 715 7/5=1.40
NO dreiatomiges Gas 849 660 1.29 ~ 8/6
CO; dreiatomiges Gas 819 627 1.30 ~ 8/6
H,0 Flussigkeit 4185 4185 ~1

Cu Festkorper 388 388 ~1

Fe Festkdrper 502 502 ~1
Tabelle G2.4.3-1: Spezifische Warmekapazitaten einiger Stoffe

Wir schreiben allgemein fir Flissigkeiten und Festkorper der Masse M

AQ=C-M-AT =C- AT (G2.4.3-9)

und bei differentiell kleiner Warmezufuhr
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dQ=c-M.-dT =C-dT. (G2.4.3-10)
Die gesamte innere Energie eines Kdrpers, einer Flissigkeit, eines Gases ist dann
U=c-M-T=C-T. (G2.4.3-11)

Beispiel G2.4.3-1:
Zwei in zwei Bechern enthaltene unterschiedliche Fllssigkeiten mit den Massen M;, M,, den
spezifischen Warmekapazitaten c;, ¢, haben die (absoluten) Temperaturen T; und T,. Wie
grof’ ist nach vollstandiger Durchmischung beider Flissigkeiten (ohne Warmeabgabe) die
sich einstellende (absolute) Temperatur T des Gemisches?
Antwort: Energieerhaltungssatz im angeschlossenen System: U; +U, =U .
U1:C1'M1'Tl, U2 :Cz'Mz'Tz, U :Cl'Ml'T'FCz'Mz'T,

¢ -Mi+¢,-M, 7

Mischungsformel*). (G2.4.3-12)

Die bisherigen Betrachtungen betrafen das ruhende Gas in einem Gefdll und dessen
Warmeenergie. In der Energietechnik kommen stromende heie Gase z.B. in Dampf- und
Gasturbinen vor. Bei stromendem Gas, z. B. einem auf eine Turbinenschaufel auftreffenden
Wasserdampfstrahl, tritt zusétzlich zur ,,inneren* Geschwindigkeit der einzelnen Gasmolekiile
die allen Teilchen gemeinsame (mittlere) Geschwindigkeit des stromenden Gases, auch
Driftgeschwindigkeit vg bezeichnet, auf. Damit erhalten wir zusétzlich die Kinetische
Energie der stromenden Gasmasse. Die je Zeiteinheit At durch eine Querschnittsflaiche A
eines Stromungskanals flieBende Masse Am ist der Massestrom m=Am/ At =(y-AV)/ At.

Bei konstanter Gasdichte y folgt daraus mit AV = A- Al = A-vg - At und dem Volumenstrom

V=4V /A

m=y-V=yAvg. (G2.4.3-13)
Beachten Sie, dass bei stromendem Gas i. A. die Kontinuitatsgleichung (G2.2-1) nicht mehr
gilt, denn auch die Dichte kann sich nun in jedem Stromungsquerschnitt &ndern, weil Gase
kompressibel sind. Nur der Massestrom m selbst muss konstant bleiben, wenn keine Masse
verloren gehen soll. Deshalb gilt nun die erweiterte Kontinuitatsgleichung

7/1V1A1 = 7/2V2A2. (6243'14)
Sowohl den inkompressiblen als auch den kompressiblen Fluiden ist aber gemeinsam, dass
sich eine lokale Druckanderung (also eine Anderung des hydrostatischen Drucks in
Flussigkeiten oder des Gasdrucks in Gasen) nicht beliebig schnell im gesamten Fluid
ausbreiten kann. Diese lokale Druckerhéhung oder Erniedrigung durch eine lokale Stérung
wird durch die St6Re in Langsrichtung (= Ausbreitungsrichtung der Druckstérung) zwischen
den einzelnen Teilchen des Fluids ,weitergegeben®, und zwar wellenartig in Form eine
Longitudinalwelle als Druckwelle. Diese wellenartige Ausbreitung einer Druckanderung
nennen wir allgemein Schallwelle, auch wenn wir sie ggf. mit unseren Ohren nicht héren
konnen, weil die Frequenz der Druckschwankung auf3erhalb unseres Horbereichs liegt (z. B.
oberhalb unserer Horschwelle von 16 kHz (bei jungen, gesunden Ohren) als Ultraschall). Die
Geschwindigkeit dieser Schallwelle als Schall-Geschwindigkeit ¢, hdngt vom jeweiligen

Medium und dessen Zustand ab, z.B. im idealen Gas ¢y~ p/y. Stréomt das Fluid
langsamer als ¢y (Ve < Co), ist diese eine Unterschallstromung, andernfalls mit vg > ¢y eine
Uberschallstromung, ausgedriickt durch die Mach-Zahl Ma=vg/c, als Ma<1 oder
Ma >1. In einer Uberschallstrémung werden somit stromaufwarts Druckstérungen, die
stromabwarts auftreten, nicht mehr wahrgenommen, da das strémende Fluid die Schallwelle
mit sich fort trégt (wegen der positiven Geschwindigkeitsdifferenz vg —cy > 0).

TU Darmstadt Institut fur Elektrische Energiewandlung



Energietechnik G.50 Grundlagen

Beispiel G2.4.3-2:

Stromen eines Fluids durch eine ,,Diise” (Querschnittsflichenverengung von A; auf A, und
anschlielende Erweiterung auf As):

() Inkompressibles Fluid: Die Geschwindigkeit steigt von vy bei A; auf v, =v; - (A /Ay) an

und sinkt bei As wieder auf v3 =v;-(A/Ag) ab. Wenn an der engsten Stelle der Dise
V, < ¢, gilt, kann das Fluid durch die Duse nicht auf Uberschallgeschwindigkeit beschleunigt

werden.
(if) Kompressibles Fluid: Wenn die Geschwindigkeit von vy bei Ay auf v, =vy - (A / Ay) bei

z. B. y = konst. zunimmt, kann sie bei Az durch entsprechendes Absenken der Dichte y3 < y;
noch weiter beschleunigt werden vg =v; - (A / Ag)-(y1/73) > ¢y und doch noch Uberschall
erreichen. Dies wird in der Laval-Duse angewendet.

Bei der Erwérmung von Flussigkeiten und Festkorper der Masse M sind die spezifischen
Warmen C, und Cy identisch, da keine nennenswerte Expansionsarbeit (= thermische
Ausdehnung) der erwdrmten Fllssigkeiten und Festkorper stattfindet.

C=C,=Cy, 4Q=C-M AT =C-AT (G2.4.3-15)

Beispiel G2.4.3-3:

Ein Liter (V = 1 dm®) von a) Luft, b) Kupfer, c) Eisen soll von 20 °C auf 100 °C erhitzt
werden. Wie grof ist die dafur bendtigte zugefuhrte Warmeenergie 4Q? Die Dichten von Luft
/ Kupfer / Eisen sind ca. » = 1.226 / 8900 / 7850 kg/m°.

Antwort:

AT =100-20=80K, AQ=c-M -AT =c-y-V - AT

a) Luft: AQ =1.226-10"-1009-80 = 99
b) Kupfer: 4Q =8900-107°-388.5-80 = 276.6 kJ

c) Eisen: 4Q =7850-10"%-502-80 = 315.3kJ

Die Speicherdichte AQ/V st bei b) und c) wegen der héheren Dichte deutlich groRer.
Deshalb sind am Abend nach einem heiflen Sommertag die Wé&nde der Hdauser (z. B.
Backstein) noch deutlich wéarmer als die sich bereits rascher abkihlende Luft. Aus dem
gleichen Grund sind bei einem anscheinend ausgekihlten Apfelkuchen (der Teig ist bereits
esshar kihl) die Apfelstiicke wegen der héheren spezifischen Warmekapazitat noch so heifl3,
dass man sich den Mund verbrennt.

Beispiel G2.4.3-4:
Wie hoch ist die Warmeenergie 4Qg., um 1 kg Eisen von 20 °C zur Weil3glut (ca. 1000 °C)

zu erhitzen? Wie hoch (°C) erwéarmt sich 1 Liter 20-gradiges Wasser mit derselben Energie?
Antwort: AQg, =1-502 - (1000 —20) =491.96 kJ ,

AS,0 = AQre /(M -Cpy o) = 491.96-10% /(1-4185) =117.6K,
4,0 = 20°C + A9y o =137.6°C.

G2.4.4 Thermodynamisches Gleichgewicht und Massenwirkungsgesetz

GemaR G2.4.2 verhalt sich ein System, wenn es sich selbst Gberlassen ist, so, dass seine
Entropie S maximal ist. Wenn dieser Zustand S = Spax erreicht ist, also jede weitere
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Entropiedanderung Null ist (dS = 0), ist das System im thermodynamischen Gleichgewicht.
Generell ist also ein System im thermodynamischen Gleichgewicht (d&ndert sich in seinen
Zustanden nicht mehr), wenn seine Entropie den unter den gegebenen
Randbedingungen maximal mdglichen Wert angenommen hat. Diese sehr allgemeine
Bedingung wird nun fur typische Randbedingungen spezialisiert.

a) Adiabatische und isobare Randbedingung:

Mit (G2.4.1-1) AU =Q+W bzw. dU =dQ+dW fir eine am Gas verrichtete mech. Arbeit W
= W, > 0 folgt analog zu (G2.4.3-2) fur eine vom Gas verrichtete Arbeit W = -Wy, < O:
dQ=dU +dW,, =dU + p-dV . Im thermodynamischen Gleichgewicht bei adiabatischer
Randbedingung Q = konst. (dQ = 0) und isobarer Randbedingung p = konst. (dp = 0) gelten
gemal d(p-V)=p-dV die Ausdriicke (G2.4.4-1, -2), dass die als Enthalpie H=U + p-V
bezeichnete ZustandsgroRe des Gases konstant ist.

dQ=dU +p-dV+V-dp=dU +d(p-V)=dU +p-V)=dH =0 (G2.4.4-1)
U+p-V=konst.=H (G2.4.4-2)
Im thermodynamischen Gleichgewicht bei adiabatischen und isobaren Randbedingungen ist
mit dH =0 die Enthalpie extremal (genauer: minimal).

Das mechanische Analogon fir einen Gleichgewichtszustand ist z. B. die Kugel in einer
konkaven Schale. Im Gleichgewicht ruht die Kugel am tiefsten Punkt der Schale und kehrt
dorthin unter dem Einfluss der Schwerkraft bei jeder Auslenkung aus der Ruheposition
selbsttétig zuriick (,,stabiles* Gleichgewicht). Am Schalengrund ist die potentielle Energie
der Kugel im Schwerefeld W, = 0, also lautet die Gleichgewichtsbedingung dW, =0,

entsprechend dH = 0 gemaR (G2.4.4-1) im thermodynamischen Gleichgewicht bei
Q =konst., p=konst..

b) Isotherme und isochore Randbedingung:

Ausgehend von der Gleichgewichtsbedingung dS = 0 folgt

a5 =2 o o dupeav-Tods=o. (G2.4.4-3)
Bei isothermen (T = konst., dT = 0) und isochoren (V = konst., dV = 0) Randbedingungen
folgt dU =T - dS. Beidseitige Integration liefert

[du=U=[T-ds=T-[dS=T-S+konst =T -S+F . (G2.4.4-4)

Die Integrationskonstante ,.konst. = F* hat die Dimension einer Energie und heif3t ,,freie
Energie*“ F oder Helmholtz-Potential. Damit folgt als Bedingung fiir das thermodynamische
Gleichgewicht bei T = konst. , V = konst.

dF=dU-T:-S)=dU-T-dS=0 — dF=0. (G2.4.4-5)
Die freie Energie ist im thermodynamischen Gleichgewicht bei isothermer und isochorer
Randbedingung minimal.

c) Isotherme und isobare Randbedingunag:

Soll anstelle V =konst. nun p=konst. (dp = 0) als Randbedingung fur das
thermodynamische Gleichgewicht gelten, folgt mit d(p-V)=p-dV+V-dp und

d(T-S)=T-dS+S-dT,also d(p-V)=p-dV und d(T-S)=T -dS aus (G2.4.4-3)

dU+p-dv-T-dS=0=dU+d(p-V)-d(T-S)=dU+p-V-T-9) . (G2.4.4-6)
Mit der Abkirzung G als sogenannter ,,freier Enthalpie* G (auch: Gibbs-Potential)
G=U+p-V-T-S (G2.4.4-7)

lautet daher die thermodynamische Gleichgewichtsbedingung bei T = konst., p = konst.,

dass dann die freie Enthalpie minimal ist.
G =konst. = dG =0 (G2.4.4-8)
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Anwendungen dieser Gleichgewichtstberlegungen sind z. B. chemische Reaktionen, bei
denen zuvor in chemischen Bindungen gespeicherte Energie frei wird (exotherme chemische
Reaktion) oder Energie zur Herstellung chemischer Bindungen benétigt wird (endotherme
chemische Reaktion). Chemische Reaktionen sind eine wichtige Energiequelle der
Menschheit, denn biologisch gesehen leben wir tberwiegend von chemisch gebundener
Energie in unserer Nahrung und technisch von chemisch gebundener Energie in fossilen
Substanzen wie Erdol, Erdgas und Kohle.

Eine chemische Reaktion lauft ,,spontan (= von selbst) ab, wenn die Entropie S dabei
zunehmen kann. Lduft die Reaktion bei z. B. konstanter Umgebungstemperatur T und
konstantem Umgebungsdruck p ab, strebt sie gemaR (G2.4.4-8) dem Minimum der freien
Enthalpie G zu. Es muss also bei der Reaktion Ge,q der chemischen Endprodukte kleiner als
Gausg der chemischen Ausgangsprodukte sein:  AG =Gg,q —Gyysq <0. Die spontane
chemische Reaktion hort auf, wenn keine weitere G-Senkung mehr moglich ist: AG =0.
Diese thermodynamische Gleichgewichtsbedingung fuhrt fir chemisch reversible Reaktionen
zum Massenwirkungsgesetz von Guldberg und Waage. Wir bringen eine Substanz A mit
der Menge von va kmol bzw. N, =v, - L Teilchen und eine Substanz B mit der Menge von
vg kmol bzw. Ng =vg-L zusammen (L: Loschmidt-Zahl), wobei diese beiden sich von
selbst (,,spontan®) zu einer neuen Substanz AB mit der Menge vag kmol bzw. Nag =vag-L
chemisch verbinden.

Beispiel G2.4.4-1:

Wassermolekulbildung: Substanz C = AB = H,0 aus Wasserstoff- A = H, und Sauerstoff-
molekilen B = O,: z. B. bei stéchiometrischen Mengen und damit vollstdndiger Reaktion 2
kmol Hz (va =2 =a) und 1 kmol O, (w5 = 1 = b) verbinden sich zu 2 kmol H,O (vag =2 = ).
Reaktionsgleichung:

2:H,+1.0, <2-H,0,a-H,+b-0, <c-H,O (G2.4.4-9)
Bei unvollstandiger Reaktionisti. A. va#2=a, s #1=b, vag#2 =C.

Der Gesamtdruck p der Reaktionspartner im Volumen V ist gemall dem idealen Gasgesetz
p=N-k-T/V proportional zur Summe aller Teilchen: Np + Ng + Nag=N~p und zu T.
Wegen p = konst. T = konst. ist N = konst. bzw. bei V = konst. ist auch die Konzentration n =
N/V = konst., so dass die Summe aller drei Stoffkonzentrationen na, ng, Nag Eins ist.
(NA/N)+(Ng/N)+(Nag/N)=np +ng+nag=1 (G2.4.4-10)
Wenn bei der spontanen Reaktion G abnimmt, wird der VVorgang so lange anhalten, bis eine
der beiden Substanzen A oder B vollstandig verbraucht ist. Um aber chemisch miteinander
reagieren zu kdnnen, mussen die Partner A und B vollstandig molekular durchmischt sein. In
diesem Fall ist G bei selbstdndig ablaufender chemischer Reaktion dann minimal, wenn bei

der Temperatur T das Produkt der Konzentrationen der Ausgangssubstanzen (n,)? -(nB)b
Ky /T

tiber einen ,,Gleichgewichts“-Faktor K =K;-e gleich der Konzentration der End-

substanz (nag)© ist (G2.4.4-11) (Massenwirkungsgesetz; Beweis siehe z. B. Meschede/
Gerthsen — Physik). Fur die vorausgesetzt chemisch umkehrbare Reaktion mit der
Reaktionsgleichung A+ B — AB bzw. A+ B« AB von Bsp. G2.4.4-1 stellen sich im
thermodynamischen Gleichgewicht folgende Konznetrationsverhaltnisse ein:

(Na)? - (Ng)° = (Nag)° - Ky -e7K2/T = (npp)° /K . (G2.4.4-11)
Der Faktor K, ist nur dann ungleich Eins, wenn sich bei der Reaktion die Gesamtteilchenzahl
N ~ p und damit der Gesamtdruck p der Reaktionspartner &ndert. Bei p = konst. ist K; = 1.
So hat neben T nur K; einen Einfluss auf K, und ist die Differenz der freien Enthalpien der

TU Darmstadt Institut fur Elektrische Energiewandlung



Energietechnik G.53 Grundlagen

Stoffe links in der Reaktionsgleichung (hier: je Mol Ga und Gg) und der Stoffe rechts in der
Reaktionsgleichung (hier: je Mol Gag), bezogen auf die ideale Gaskonstante R.
(Nng)° 2aGptbGg—CGpg _AG
AB

—a b =e RT =e ﬁ (62.4.4'12)
(nA) '(nB)

Ist die G-Differenz als Abnahme bei der Reaktion positiv und groB, so ist K grof3, also
(Nag)® >>(Na)2-(ng)P; es findet eine fast vollige Durchreaktion der beiden

Partnersubstanzen A und B statt. Ist K klein, so ist (nag)® << (na)® -(nB)b; es findet fast
keine Reaktion der beiden Partnersubstanzen A und B statt.

G2.5 Chemische Bindungsenergie

Atome konnen sich tber ihre &ulReren Hullenelektronen mit anderen Atomen zu Molekiilen
verbinden. Dabei ist die chemische Energie W, als Bindungsenergie zwischen den einzelnen
Bindungspartnern dieser chemischen Verbindung gespeichert. Diese Energie W¢, wird bei
chemischen exothermen Reaktionen als Warme (= kinetische Energie der Bindungspartner)
freigesetzt und bei endothermen Reaktionen aufgenommen.

Beispiel G2.5-1:

a) Exotherme Reaktion zwischen den Reaktionspartner A und B, die sich zum
Reaktionsprodukt AB verbinden, wobei AH < 0 die freigesetzte Reaktions“warme* ist:
A+B—> AB+ AH, AH <0. (G2.5-1)
b) Endotherme Reaktion zwischen den Reaktionspartner A und B, die sich zum
Reaktionsprodukt AB verbinden, wobei A4H > 0 die dafur benotigte aufgenommene
Reaktions“wérme* ist:

A+B—> AB + 4H, 4H > 0. (G2.5-2)

Meist laufen diese Reaktionen isobar ab (p = konst.), so dass dp = 0 ist! Wenn keine
Reaktionswarme auftritt, ist Q = konst. Dies sind adiabatische und isobare Randbedingungen.
Gemall (2.4.4-2) ist die Enthalpie H=U-+p-V des Systems konstant. Wenn also

Reaktionswarme auftritt, die Warme Q somit zu- oder abnimmt, so ist dies eine Anderung von
H. Dies ist die ,,Reaktionsenthalpie” AH > 0 oder AH < 0.

Die chemische Bindungsenergie W, ist zusammengesetzt aus

a) kinetischer Energie der Elektronen,

b) potentieller elektrischer Energie aus den Wechselwirkungen von Elektronen und
Atomkernen, je nach Art der der chemischen Bindung. Hierbei werden die metallische
Bindung, die kovalente Bindung und die lonenbindung unterschieden.

Beispiel G2.5-2: Die Kohlenstoffverbrennung ist ein exothermer Vorgang. Es entsteht
Kohlenstoffdioxid CO; bei der Reaktion von Kohlenstoff C mit Sauerstoff O.

C + O, > CO; — 394 kJ/mol. Die freigesetzte Reaktionswérme (Reaktionsenthalpie) als
Verbrennungswarme mit 394 k/mol ist als kinetische Energie auf die (1 mol = 6 - 10%) CO,-
Molekdle verteilt. Daher sind die Partner C und O, im Molekil CO, stérker aneinander
gebunden als die beiden Partner O und O im Molekul O,, was die frei werdende
Reaktionswarme erklart. Da ein Kohlenstoffatom im Mittel 6 Protonen und 6 Neutronen im
Atomkern hat, ergibt sich die Massezahl 12: '°C. Mit der atomaren Masseneinheit je
Kernbaustein
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1m, =1.66 :107%"kg und vernachléssigbar kleiner Elektronenmasse hat ein 1 kg eines Stoffs

L Kernbausteine: 1kg/(1m,)=6.023-10% = L =1kMol . Daher hat 1 kMol-'2C-Atome die
Masse 12 kg. Bei der Verbrennung von 1kg Kohlenstoff wir daher die chemische Energie

1kg MJ 6
-394 =32.8-10°%) ]
12 kg/kMol kMol (G2.5-3)

frei. Der Heizwert von reinem Kohlenstoff ist somit H; = W/M = 32.8 MJ/kg.

ch =

v

..—"'____ ___h_"““*-.,__\_ '\_I ——________.__-0
[ | T\O=0 0=C=0
\\
B (l: - Ci - (i B \"-, 0=0 0=C=0 kinetische Energie der CO,-Molekiile
‘ 394 kJ/mol
-C-C-C- | > | >/
;'I 0=0
, l ' / Sauerstoff-
— molekiil 0= C_O
— reine Kohle p, Kohlenstoffdioxid-

molekiil
Bild G2.5-1: Kohlenstoffverbrennung mit reinem Sauerstoff zu Kohlenstoffdioxid

Beispiel G2.5-3:

Die Ozonbildung Os ist ein endothermer Vorgang: O, + O, + O, — 203 + 403 kJ/mol. Die
Reaktionsenthalpie ist positiv und muss daher dem Vorgang zugefiihrt werden. Folglich ist
das Os-Molekiil schwécher gebunden als die O,-Molekiile.

Die Reaktionsenthalpie AH muss gemaR der Einstein-Formel W =AM -c3 = AH einer

Massenveranderung (Massendefekt) AM entsprechen. Fir die Verbrennung von 1 kg C
erhalten wir einen verschwindend kleinen Massendefekt:

AM /M =W /M)/c5 =H,/c5 =32.8-10°/(3-10%)2 =3.6-10° 2 0. (G2.5-3)
Bei chemischen Vorgangen (also dem Binden und Lésen von Verbindungen) bleiben folglich
die Energie (gemdl dem Energieerhaltungssatz) UND die Masse (nahezu wegen des sehr
kleinen ,,Massendefekts*) erhalten!

Die Energieerhaltung ist bei der Kohleverbrennung dadurch gegeben, dass das
Reaktionsprodukt CO, eine starkere (,,hohere*) Bindungsenergie hat als die Reaktanden C
und O, dafur wurde Energie freigesetzt (exotherm, negative Energiezédhlung -394 kJ/mol in
der Reaktionsgleichung), die als z. B. kinetische Energie der CO,-Molekile auftritt. Im
chemischen Bereich wird somit eine erhohte positiv gezéhlte Bindungsenergie mit einer frei
werdenden (negativ gezahlten) Reaktions-Enthalpie zu NULL verrechnet.

Da die chemische Bindungsenergie durch elektrische Krafte zwischen den Elektronen der
Atomhdillen der Bindungspartner bewirkt wird, ist eine lokale Beschreibung der Elektronen
als geladene Teilchen nétig, die nicht mehr durch die Gesetze der klassischen Mechanik (I.
Newton) mdglich ist, sondern nur durch die Quantenmechanik. Demnach entspricht jedem
Teilchen eine (komplexwertige) Materie-Wellenfunktion w(r,t) mit der De Broglie-
Wellenlange A.

h

A=—o0 G2.5-4
— ( )

2 _ o .
Das Betrags-Quadrat w~|y/(F,t)|" gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit w das Teilchen

mit der Masse m und dem Impuls p=m-V sich am Ort Fzur Zeit t aufhédlt. Der
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Bewegungsimpuls p des sich frei bewegenden Teilchens gemal? der Quantenmechanik und
die zugeordnete kinetische Energie W sind

h h mv2 |pf
p:m.v:_.éer:— Wk:—:— . (62.5'5)
A A-m 2 2m
Dieser Impuls und die Energie treten aber nur in bestimmten Mengen (Quanten) auf:
W, =h-f =m-v2/2 (h: Planck’sche Wirkungsquantum h = 6.625 - 10°* Js), (G2.5-6)
Die Materiewellen-Frequenz f ist demnach
2
W =h-f=f="k__P h (G2.5-7)

h  2m-h 2m. A2
Die Phasengeschwindigkeit vp, der Materiewellen, also die Geschwindigkeit der
Wellenberge, betragt nur 50% der Teilchengeschwindigkeit v.
_ ~ ~ h  _ v .
vph:vph-er:/l-f-erzzm./l-er:?eIr (G2.5-8)
Die Geschwindigkeit v der Teilchenmasse m, und damit die Geschwindigkeit v der
transportierten Energie W, ist wie bei jeder Wellenausbreitung die ,,Wellengruppen®-
Geschwindigkeit vg, die fir Materiewelle folgenden Wert hat (Bild G2.5-2a):

Lo di_df ——/12-1( h ) S p.=2h b
T4y _di dilzm2) 7 omAB ma (G2.5-9)
12
Wellen- ‘T“
/4 paket ]
=5
+ 0— —0 -
11 E ]2
2) b) v ,

Bild G2.5-2: a) Materiewelle einer frei beweglichen Teilchenfolge, deren wahrscheinlicher Aufenthaltsort mit
der Lage der Wellenpakete tbereinstimmt (Quelle: Gerthsen, Physik), b) Elektron e wird im E-Feld E = U/d
eines Plattenkondensators (mit dem Plattenabstand d) beschleunigt

Beispiel G2.5-4: Bild G2.5-2b
Elektron e wird im E-Feld eines Plattenkondensators (mit dem Plattenabstand d) beschleunigt;
die Kondensatorspannung betragt U =E-d =2.5kV. Die Coulomb-Kraft F und die

aufgenommene Kkinetische Energie W sind
IF|=E-|-¢=E-e>W,=F-d=m,-v*/2=U-e=2500€V = 4-10"1).

Die zugehdrige Teilchengeschwindigkeit v und die entsprechende de Broglie-Wellenldnge 4
sind mit der Elektronenmasse m, = 9.108 -10>"kg

v=,/2-U-e/m, =29.65-10°m/s = 0.1- ¢,

und

A=h/{2-U-e-m, = 0.25-10°m. Diese Wellenldnge ist vergleichbar kurz wie jene
elektromagnetischer kurzwelliger Rontgen-Strahlen.

Wie Bild G2.5-2b zeigt, ist der genaue Ort x der Teilchen durch die Materiewelle nicht
angegeben, sondern nur ein bestimmter wahrscheinlicher Aufenthaltsbereich, was in der
Heisenberg schen Unschéarferelation formuliert ist: Geschwindigkeit v und Ort r (bzw. x)
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des Teilchens lassen sich durch Messung gleichzeitig nicht beliebig genau angeben, sondern

nur mit der Impuls-Unscharfe (Ungenauigkeit) Ap = m " Av und Orts-Unschérfe Ar :

Ap - Ar > h : (G2.5-10)
2r

Die Beispiele G2.5-5 und G2.5-6 zeigen, dass die Heisenberg-Unscharferelation nur bei sehr

kleinen Teilchen Bedeutung hat.

Beispiel G2.5-5:

Die Lage r eines makroskopisch grofien Korpers mit der Masse m = 1 g ist mit der sehr
kleinen ,,Unschirfe“ Ar = 10" m hochgenau bekannt, denn die Unscharfe betragt, da der
Korper aus miteinander verbundenen Atomlagen aufgebaut ist, nur ca. 1 Atomradius 10 m!
Daraus resultiert eine SEHR KLEINE Unscharfe bei der Geschwindigkeitsmessung Av von

nur 10 m/s!
34
VRS 6'225 10 = =10"""s
m-2z-Ar  107°-27-10"

Beispiel G2.5-6:

Die Lage r eines Elektrons mit der Masse m = m, sei, wie in Bsp. G2.5-5, ebenfalls mit
Ungenauigkeit Ar = 10™ m bekannt. Bezogen auf ,,Elektronenradius® re ist diese Unscharfe
Ar (=~ ca. 1 Atomradius) ein sehr groRer Wert! Daher tritt eine SEHR GROSSE Unschérfe Av
bei der Geschwindigkeitsmessung von 10° m/s auf!

—34
Av > h = 6'6253110 T =1.16-10%ms
Mg -27-Ar  9.108-10°-27-10"

Das Wasserstoff-Atom ist das am einfachsten aufgebaute Atom mit einem Proton (Masse
mp), das eine el. Elementarladung e tragt, als Kern und einem Elektron (Masse me) mit der
Ladung —e als ,Elektronenhille* bzw. Atomhille (Bild G2.5-3a). Das Modell zum
Verstandnis der Krafte zwischen Kern und Hulle war urspringlich das Rutherford-Modell
gemal den Gesetzen der klassischen Mechanik. Demnach wird das den positiven Kern mit
der Geschwindigkeit v umkreisende Elektron vom Kern mit Coulomb-Kraft Fc angezogen,

gegen die es Fliehkraft Fr im Gleichgewicht halt.
e-e v2 o . v2

Fe=———>5=F=mg-—=m,-a kinetische Energie :W =m,-— (G2.5-11)

A&y 1 r 2
Die Kritik an diesem Modell macht geltend, dass die Zentripetalbeschleunigung a des
kreisenden Elektrons nach der klassischen Elektrodynamik bewirken muss, dass die so
beschleunigte el. Ladung des Elektrons eine el.-magn. Welle abstrahlen misste. Die damit
abgestrahlte el.-magn. Energie Wen entzieht diese Energie der kinetischen Energie des
kreisenden Elektrons, so dass Wy und damit v und Fg sinken. Damit tberwiegt Fc > Fg, so
dass Elektron in den Kern stiirzen wirde. Deshalb wird dieses Modell durch das Bohr-
Modell ersetzt mit der Forderung nach ,strahlungsfreien” Elektronenbahnen (,,Orbit“, hier
néherungsweise Kreisbahn mit Radius r) um den Kern. Mit den o. g. Gesetzen der
Quantenmechanik wird daher gefordert, dass entlang dem Bahnumfang 2xr eine stationére,
also konstante Aufenthaltswahrscheinlichkeit w fur das Elektron auftritt. Dies ist bei einer auf
einer Kreisbahn laufenden Materiewelle nur moglich, wenn die Materiewellenldnge ein
ganzzahliger Bruchteil 1/n (n: Hauptquantenzahl) des Bahnumfangs ist:
A-n=2z-r, n=12 3..(Bild G2.5-4 und Formel (G2.5-12)).

h-n

N=2rr=>v=s——— (G2.5-12)
mg -V Mg -27 -1

A-n=
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2 2 2
Fe=Me [ D ) gl € =M g2 (G2.5-13)
r\mg2z-r Ar-gy-1 ZT-mg-e

Aus dem Kraftegleichgewicht wird der Radius r(n) der strahlungsfreien Kreisbahnen (G2.5-
13) ermittelt. Auf diesem Orbit treten die kinetische Elektronen-Energie (G2.5-14) und die
potentielle elektrostatische Elektronen-Energie (G2.5-15) auf, deren Summe die gesamte

EIektronen-Energie Wy ist.

3 _v(n) _Feer e? )
W (n) =m; 5 2 " 8zg1() (G2.5-14)
2
e
Wp(n) = —m = —2Wk(n) (625'15)

Daher ist die gesamte Elektronen-Energie We = Wi + W, bei r — oo Null. Dort ruht das
Elektron: Wy = 0. Die potentielle Energie ist ebenfalls Null: W, ~ 1/r = 0; Wer = Wy + W, = 0.
Beim Orbit-Radius r(n) ist die Elektronen-Energie We = Wi + Wy = Wi - 2Wy = -Wy
NEGATIV, was einem GEBUNDENEN Zustand des Elektrons entspricht (Tab. G2.5-1).
Diese Energie ist das Negative der kinetischen Energie und bei n = 1 negativ maximal
-13.6 eV Bindungsenergie. Orbits n > 1 sind schwécher gebundene (,,angeregte*) Zustinde.

W,ru

(&
0 —

a) b) -13.6 eV on=1

Bild G2.5-3: a) Kirdéftegleichgewicht beim mechanistischen H-Atommodell fir die strahlungsfreie
Elektronenbahn, b) Elektronenenergie W, auf den ersten drei strahlungsfreien Orbits in der Elektronenhille des
H-Atoms (nicht malstablich!)

Strahlungsfreier Elektronenorbit Nicht strahlungsfrei = unmoglicher Orbit
A B A _ - .
EETN s = = e 3 . = . e 7l o |
>3 ‘/_,\/ \/‘\//\_7\_, \)\(_\//\/\;,//\/1 \\_/ = = — s ‘B
o 112 %=6A * w9y ——J
U=2r7 =67 /re/e Enden U=39 -’%

@ @
s
moglich s Stehende unmoglich

Atomkern
A.B Materiewelle
n=6 n=45

Bild G2.5-4: Beispiel fiir gultige und ungiltige Ldsung fir die Materiewelle des kreisenden strahlungsfreien
Elektrons (Quelle: Schreiner, Physik)

Fur n =1 ergibt Tab. G2.5-1 einen Orbitradius r = 510 m und damit einen ,,H-Atomradius*
von ca. 2r = 10 m = 1 Angstrém! Die den Hauptquantenzahlenn =1, 2, 3, 4, 5,6, 7 ...

zugeordneten Elektronenorbits (,,Schalen® gleicher Aufenthaltswahrscheinlichkeit um den
Kern) werden mit K, L, M, N, O, P, Q ... bezeichnet.
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n 1 2 3 4
r/ (10" m) 5.292 21.16 47.63 84.67
We / (1072 0) -2.18 -0.545 -0.242 -0.136
Wei / eV -13.6 -3.4 -1.5 -0.85

Tabelle G2.5-1: Die ersten vier Orbitradien des Elektrons im H-Atom und die zugehorige Elektronenenergie im
E-Feld des positiv geladenen Kerns

Die Losung der fur die Quantenmechanik maRgebenden Schrodinger-Gleichung zur
Ermittlung der Amplitude der Materiewelle bei Anwesenheit von Wp(n) gemal (G2.5-15)

liefert zusétzlich zu n den ganzzahligen Parameter | (Nebenquantenzahl bzw.
Drehimpulsquantenzahl, Bild G2.5-5a).
1=0,1,23...,n-1 (G2.5-16)

Damit wird der durch die Rotation des Elektrons um den Kern auftretende Bahn-Drehimpuls
guantenmechanisch erfasst. Bei | = 0 tritt Uber das Quadrat des Betrags der komplexwertigen
Materiewellen-Amplitude  eine  kugelsymmetrische  Verteilung der  Aufenthalts-
Wahrscheinlichkeit w = w(r) des Elektrons in der Atomhille auf. Der zugehdrige
Bahndrehimpuls ist Null. Der durch n > 0 und | = 0 beschriebene Elektronenorbit heif3t s-
Orbitale mit seinem zugehorigen Elektronen-Energieniveau W gemaR Tab. G2.5-1. Bei 1 >0
weicht die Verteilungen der Aufenthalts-Wahrscheinlichkeit des Elektrons in der Atomhulle
von der Kugelsymmetrie ab und hangt auch vom Umfangswinkel ab. Es tritt ein Bahn-
Drehimpuls und damit eine etwas erhohte Elektronenenergie We auf. Somit legen n und | die
Energieniveaus W des Elektrons im H-Atom fest! Aus (G2.5-16) sind lediglich 1 =0, 1, 2, 3
fiir die in der Natur vorkommenden Elemente relevant. Die zugehdrigen Orbitale heiRRen s-, p-
, d-, -Orbital (Bild G2.5-5D).

w
d q=0 1 2 3 ..
eV s p d f ... Orbital
O [ —
n=23 -1.5 = —— —
n=2 -3.4 — — —
1 /
1 0
2 0 1
3 0 1 2
4 0 1 2 3 — -13 —_— —
3) b) n=1 13.6

Bild G2.5-5: Elektron im H-Atom: a) Die ersten vier Nebenquantenzahlen | fir den Bahndrehimpuls des
Elektrons, b) Die Energieniveaus des Elektrons sind fur | > 0 gegeniiber | = 0 erhéht mit steigendem |

Die urspriingliche mechanische Vorstellung von einem auf einer (Kreis-)Bahn um den Kern
kreisenden Elektron interpretiert dieses als el. Kreisstrom, der gemal dem Durchflutungssatz
ein atomares Magnetfeld erregt, so dass ein atomarer magnetischer Dipol entsteht. Diese
Elementarstrome aller Atome im Festkorper summieren sich zum resultierenden Magnetismus
des Festkorpers (,,Remanenz®), der maximal ist, wenn alle Kreisstrome dieselbe Bahnachse
haben (Elementarstromtheorie des A. M. Ampeére). Mit dem quantenmechanischen Modell
ist bei | = 0 (Drehimpulsquantenzahl ist Null: s-Orbitale) der Drehimpuls des Bahnelektrons
Null, weil eine kugelsymmetrische Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons auftritt. Dann
tritt auch kein Kreisstrom und damit kein atomares Magnetfeld auf! Bel
I >0 (p, d, T ...-Orbitale) tritt ein Bahn-Drehimpuls dieses ,,Bahnelektrons® auf. Der
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zugehorige Drehimpulsbetrag L ist gem&R der LoOsung der Schrddinger-Gleichung
IL|=I-(1+1) -h/(27). In diesem Fall fuhrt der Bahndrehimpuls zu einem Kreisstrom und

damit zu einem atomaren Magnetfeld. Allerdings sind nur bestimmte Drehimpulswerte
guantenmechanisch mdglich (Drehimpuls-Quantelung). Es treten nur m Werte fiir den
Drehimpuls auf: m =0, £1, +£2, £3, ..., | (Parameter m: Magnetquantenzahl, Bild G2.5-6a).
Der Elektron-Bahndrehimpuls hat eine Komponente in Beobachtungsrichtung z, die
gequantelt auftritt als

L(m)=m-h/(27), m=0,£1,+2,.. %I, (G2.5-17)
wéhrend der Drehimpulsbetrag

~ h

L= L2+L2+L2—LI— -1+ ; z.B:l=2: L) =v6-—, G2.5-18

= L) =T+ U@=veo-,  (G2519)

dadurch ebenfalls gequantelt |st (Bild G2.5-6), wobei aber seine Komponenten Ly, Ly nicht
_ 12

bekannt sind, sondern wegen ‘L‘> L, nur Li + Lf, =‘L‘ - Li. Somit liegt der

Drehimpulsvektor L =(L,, Ly,L;) je Wert m auf einem Kegelmantel um die z-Achse, wobei

seine genaue Lage am Kegelmantel wegen der Heisenberg-Unbestimmtheitsrelation nicht
feststellbar ist.

m

[ 00
1 |0 *1
2 |0 %1 £2

Bild G2.5-6: Elektron im H-Atom: a) Die ersten vier Nebenquantenzahlen | und Magnetquantenzahlen m, b)
Bahndrehimpulsvektor L mit seiner gequantelten z-Komponente (Beobachtungsrichtung) und dem zugehdrigen
Vektor-Betrag; Bsp.: Zu | = 2 treten 5 L-Vektormdglichkeiten auf.

Positiver Sp/r@Neganver Sp@

L] =+/s-(s+1)-h/(Q27)

Bild G2.5-7: a) Elektron im H-Atom: Eigendrehimpulsvektor L mit seiner gequantelten z-Komponente
(Beobachtungsrichtung) und dem zugehdrigen Vektor-Betrag; Es treten nur zwei Ls-Vektormdglichkeiten auf,
namlich ,,positiver* und ,,negativer Spin-Vektor. b) Modell zum ,,positiven* und ,,negativen* Spin-Vektor.

Zusétzlich ist im klassischen mechanischen Modell eine Eigenrotation des Elektrons um seine
eigene Achse moglich. Dieser Elektron-Eigendrehimpuls (,,Spin“) ist quantenmechanisch
wiederum nur in seiner Komponente in der Beobachtungsrichtung z bestimmbar und
wiederum gequantelt als zwei Werte L, =s-h/(27z), s=+1/2. Der Parameter der

Quantelung ist die Spin-Quantenzahl s. Der Betrag des Elektron-Eigendrehimpulses ist
h V3
\LS\ ,/ Sl-Qel+n =~ (G2.5-19)
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- )
Seine Komponenten Lsy, Lsy sind nicht bekannt. Wegen ‘L‘ > L, ist nur Sf +S§ =‘S‘ —SZ2

bekannt. Somit liegt der Spin-Vektor L = (Lsxs Lsys Lsz) je Wert s auf einem Kegelmantel

um die z-Achse, wobei seine genaue Lage am Kegelmantel wegen der Heisenberg-
Unbestimmtheitsrelation nicht feststellbar ist (Bild G2.5-7). Es existiert mit Ly, =h/(4x) ein

,»positiver” Spin-Vektor und mit Lg, =-h/(4r) ein ,,negativer* Spin-Vektor.

Die mechanische Vorstellung zum Spin eines negativ geladenen Elektron
(,,Elektronenspin®), aber auch eines positiv geladenen Kerns (,,Kernspin®) als rotierende
Kugeln mit darin gleichmé&Rig verteilter Ladungsdichte (Bild G2.5-7b), fuhrt wiederum auf
Kreisstrome um die Rotationsachse, die aber wegen der kleinen dabei umschriebenen
Kreisflache (prop. zum Quadrat des Elektronen- bzw. Kernradius) nur ein kleines Spin-
Magnetfeld erregen. Geméal? dem quantenmechanischem Modell tritt der Spin-Drehimpuls
tritt nur gequantelt auf. Fur das Elektron existieren zwei Spin-Vektoren gemafR der

Spinquantenzahl s = +% mit einem Betrag |Ly| =/|s|- (s|+1) -h/(27) = V/3-h/(4z). Der Spin-

Drehimpuls-Vektor Ls kann daher sowohl mit positivem als auch mit negativem Vorzeichen
auftreten, mit der symbolischen Darstellung: 1T und entspricht einem positiv oder negativ
orientierten Kreisstrom und Magnetfeld! Die ,,negative* Richtung wird ,antiparallele®
Spinausrichtung genannt.

Aufbauend auf der Losung fir die Materiewellen zum H-Atom werden komplizierte

Né&herungslésungen fur die Aufenthaltswahrscheinlichkeiten der Hullenelektronen fur die

schwereren Atome mit Z Protonen im Kern und Z Elektronen in der Hulle (Z:

Kernladungszahl) ermittelt. Ahnlich wie bei H-Atom (Z = 1) werden fur Zz > 1

a) die Energieniveaus W, der Hillen-Elektronen und

b) ihre Aufenthaltswahrscheinlichkeitsverteilung (Orbitale) berechnet.

Nach dem dabei zu beachtenden, quantenmechanisch begriindeten Pauli-Prinzip durfen je

Orbital nie zwei oder mehr Elektronen in allen vier Quantenzahlen n, I, m, s ibereinstimmen,

so wie das auch bei der H-Atomlgsung der Fall ist. Daher diirfen wegen s = £% je zwei

Elektronen mit antiparallelem Spin in einem Orbital auftreten! Wir berechnen mit Bild G2.5-

6a die max. zuldssige Anzahl der Elektronen je Orbital, die 2- (21 +1) betragt.

Je s-Orbital: | =0: m=0: (1) 2 Elektronen, 2- (21 +1) =2-1=2;

Je p-Orbital: 1 = 1: m = 0, 1 = 3 Zustande x 2 (1) Elektronen = 6 Elektronen,
2-(21+1)=2-3=6;

Je d-Orbital: | =2: m =0, +1, +2 = 5 Zusténde x 2 ({ 1) Elektronen = 10 Elektronen,
2-(21+1)=2-5=10;

Je f-Orbital: 1 =3: m =0, +1, +2, +3 = 7 Zusténde x 2 ({ 1) Elektronen = 14 Elektronen,
2-21+1)=2-7=14.

Je ,,Elektronenschale” n (n = 1, 2, 3, 4 ...) mit den Bezeichnungen K, L, M, N, ...-Schale

erhalten wir somit folgende gesamte Elektronenzahl:

n-1
2y (21+1) =2n? . (G2.5-20)
1=0
Fiir n = 1 sind dies 2n? = 2 Elektronen (1s*-Orbital). Fir n = 2 sind es bereits 8 (2+6; 1s*
Orbital und 3p-Orbitale). Fiir n = 3 sind es 18 Elektronen (2+6+10; 1s?-Orbital, 3p*-Orbitale,
5d%-Orbitale). Fir n = 4 sind es 32 Elektronen (2+6+10+14; 1s*-Orbital, 3p>-Orbitale, 5d*-
Orbitale, 7f>-Orbitale). Damit ergibt sich die Beschreibung des Atomaufbaus tiber
a) die steigende Kernladungszahl Z (Protonenzahl im Kern) des Elements (z. B. C: Z = 6),

TU Darmstadt Institut fur Elektrische Energiewandlung



Energietechnik G.61 Grundlagen

b) die zugehdrige Atomzahl A = Z + N (N: Neutronenzahl im Kern) des jeweiligen Isotops
(z.B.C** A=12) und

c) die Z Elektronen in der Hiille in ihren Orbitalen (z. B.: C: 1s225%2p?).

Dabei besetzen die Hillen-Elektronen im energetischen Grundzustand (= keine Anregung des
Atoms von aullen) die jeweils niedrigsten Energieniveaus W aufsteigend. Auf Grund der
Wechselwirkung der einzelnen Elektronen untereinander wegen der Coulomb-
AbstoBungskraft in der Hulle erhdhen sich die Energieniveaus zu jeder Kombination (n, I, m,
S) gegenuber den Werten im H-Atom (Bild G2.5-5b). Wegen dieser Energieerhthung der
einzelnen Orbitale ist eine Periode der Elemente jeweils mit einem Edelgas (He, Ne, Ar, Kr,
Xe, Rn, Og) abgeschlossen, wobei die ,,Perioden* aber No. 2 durch vollstandig besetzte p-
Orbitale definiert sind (Bild G2.5-8).

1. Periode: 1s: Helium He (Z = 2)

2. Periode: 2s, 2p: Neon Ne (Z = 10)

3. Periode: 3s, 3p: Argon Ar (Z = 18)

4. Periode: 4s, 3d*), 4p: Krypton Kr (Z = 36)

5. Periode: 5s, 4d*), 5p : Xenon Xe (Z =54)

6. Periode: 6s, 4f*), 5d*), 6p: Radon Rn (Z = 86) (radioaktiv)

7. Periode: 7s, 5f*), 6d*), 7p: Oganesson Og (Z = 118) (radioaktiv, kiinstlich hergestellt)

Ab der 4. Periode erfolgt die Besetzung der d- und f-Orbitale niedrigerer Hauptquantenzahlen
und die Besetzung der s- und p-Orbitale hoherer Hauptquantenzahlen ,,iiberlappend®, so dass
diese der d- und f-Orbitale als *) ,,Tauchbahnen* der Hullenelektronen bezeichnet werden.

z |1]2] 3 | 4 5\6\7‘8‘9‘10
Element] H He| Li |Be B l'c | N 0 F |Ne

Orbitale |1s' ‘152 152 28 ‘152 2s2! 152 252 2p' ‘1522522p2‘152252293‘1522522p“‘152252295‘1522322p5

n=1 n=2
1. Periode 2. Periode

Bild G2.5-8: Die Elemente der 1. und 2. Periode des Periodensystems mit ihren Orbitalen.

(i 1. Period J —m
Atombhiillenaufbau eriode K Schale -

schematischZ=1...18: H

=0 2. Periode L-Schale _
« Elektronen \ \X X @ Q
o Unbesetzte Platze O O O ﬂ-\‘j @

Li Be B

3. Periode M-Schale

@)(@)e @ﬂb@ ;>

Quelle: Schreiner, Physik Na Mg Al

Bild G2.5-9: Die Elemente der 1. bis 3. Periode des Periodensystems mit ihren duBeren s- und p-Orbitalen und
dem Besetzungszustand dieser Orbitale durch Hullenelektronen. Bei den Edelgasen He, Ne, Ar ... sind die
jeweiligen s- und p-Orbitale zu den Hauptquantenzahlen n = 1, 2, 3 ... (Schalen K, L, M, N...) vollstindig
besetzt. Die Anordnung untereinander in Elemente mit gleichem Besetzungsgrad in den s- bzw. p-Orbitalen
definiert &hnliche chemische Eigenschaften und damit gesonderte Hauptgruppen I, 11, 11, 1V, V, VI, VII, VIII (=
Edelgase).

Bei den Edelgasen He, Ne, Ar, Kr, Xe, Rn und Og (Oganesson: kinstlich erzeugt) sind stets
die p-Orbitale mit Elektronenpaaren mit antiparallelem Spin vollstdndig besetzt. Sie haben
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daher wenig Neigung, Verbindungen mit anderen Atomen durch Coulomb-Krafte einzugehen,
was als ,.edles” Verhalten bezeichnet wird und auf monoatomare Teilchen flhrt (keine
Molekilbildung). Da sie wenig verbindungsfreudig sind, haben sie einen gasformig
Aggregatzustand bis zu den tiefsten Temperaturen. Je kleiner das Atom dabei ist, desto
beweglicher ist es im Gas und umso tiefer ist die Verflissigungstemperatur Ts. Somit hat das
kleine He die tiefste Verflissigungstemperatur von 4.2 K bei 1 bar (H. Kamerlingh-Onnes,
1912). Bei diesen tiefen Temperaturen wurde die fur die Energietechnik mittlerweile
relevante Supraleitung von einigen Metallen, Legierungen und auch spater von keramischen
Cupraten entdeckt.

1 Legende 1€
:’ h':' Crnungszahl  Symbol  Ordnungszahl Sere :I_ He
ass e - elium
1 | 10070 schwarz = nicht radioa<iv 0 Akalimetalle OMetalle 40026
1 Name. |1 H = radio aktiv OEdalkalimetalle OHalbmetallz 2
21 2 ) A O Usergangsme lalleONIchtmetal e 13 14 18 10 17
L L g Symbol OLanthanoide OHalogene
A" s A moewichtiioo 2009 0 Aztinoid Edel 5 B|6 clz nls ofs Fl0 n
Lithiurr Beylium | Etekonen- 41 21 schwarz = Fostuaff A st Bor Kohlens of | Sicktof | Saueswff [Fluo lieo 5
i " 2 - wnatniichas . ' Heon
2|69a1 00122 konfiguration n l—_G'“ i :C”:‘:‘%: zc-n:ﬂn sr;[:‘f:'::réfa nik‘;_lrt" "Hios11 2011 14007 15,999 18988 20,180
SE | T Elekione gativitat £'au= Flissigket 2 B : 23 0] 26| a0)®® 5P af®®
11 Naflz Mg 13 Al|la SI|15 P |16 S (17 ci|18s Ar
Navium | Magnesium Aluminium | Silicium | Phos ptor | Schwefel [ Chior Argen
8 22,000 24,305 Gruppe 26.032 28,086 30974 32065 35453 39948
2811 2807 2185 2814 2815 288|287 2818
09 12 3 4 5 ? 7 8 ? 10 1 12 15 1€ 21 25 32
= 19 K|20 Ca|2l1 Sc|22 Ti 25 Fe|27 Co |28 Ni|29 Cu|30 1In|31 Ga|32 Ge|33 As |34 Se|35 Br|36 Kr
e Kalium Calcium Scandium Titan Eien Cobalt Nichet Kaples Zink Sallium e Asen Sekn Siom Kiw wr
T 430008 10078  |44956  |a7s67 55,845 58933 58503 63546 6538 69,723 7a 7856 79, 83,708
o 28mL 2882 2mi0n 2m/102 2mnaz  |2mise  |2ensz |2mnsin |2mise |zenes 2@18=  |2mu86_ |2mi187 | 2mi8m
08 10 13 5 18 18 18 19 15 15 £ 20 24 23
37 RD |38 Sr |39 frla0 Lr |41 ND |42 Mo ic |43 Ru|4ab Rh |46 rajas Ag|as Cd|a9 In |50 Snis51 Shb |52 le (53 1|ba Xe
Rubidium | Swentum | Ytium Ziconium | Nisb Mobbdin [Techresum |Ruthenium |Rhodiur | Palladium | S tber Cadmium | Inditm Zinn Antimon | Tellur bd Xenon
§ |85468 87,62 88906 91224 92906 9596 9891 1107 102,91 106,42 207 87 11241 11482 11871 12176 127 60 12690 13129
281831 (281882 |281892 |28118'102 |2E18121 28118131 | 2808132 (28180511 | 28180160 | 28118118 | 281181181 | 280180132 | 2810811813 | 281181181 |28/18/135 | 28/18/186 | 218/1811817 | 2811811818
08 10 13 14 16 18 19 22 22 22 1 17 17 1€ 19 21 25
55 Cs|56 Ba|57-71 72 Hf (73 Ta|74 W |75 Re|76 Os|77 Ir |78 Pt|79 Au|80 Hg|81 T1(82 Pb Bi Po At Rn
Cisiun  |Baium  [siehe Hamium | Tantal Woltam  [Rhenum [Osmium [ tidium Platr Gold Queclsiber| Thalium [ Elei Bismut  |Poknium | Astat Radon
6|1201 [13733 unten 178,49 18095 12384 18621 1023 19222 10508 196 57 20059  |20438 27.2 20898 20098 210) (222)
28/18118! _|2/818118/ 281832 |2E18321 |2m11832 |28nem2 |2818c2 |2mi1882 |2enssa |2sassz |28ns8s2 |2snsisz |2Bnss2 |2siszz |2einssa |2snsma |28i18m2
a1  o7[sz oo o2 13|12 15|22 17|12 19|uw2 22|12 22|wi  22|wi 24|82 109|183 18184 1e|185 10|18 20187 222|188
Fr Ra Rt Db Sg Bh Hs Mt vs Rg cn Nh H Mc Lv s Og
Franciem | Radium  [siehe Dubnium iam| Bohdum [ Hass ium i p Hihonium | Rerovum  |Moscowm | Livemodum |Tennessine | Oganess on
7 | g23) 22603 unten 261) (262) 263) 262) 265) 266) 269) (z72) @77) (287) (289) 88) @289) 293) 2o4)
2R1RR2! | 2mas sanae |zEnga |omienr |smasner [omnsnor |smismor [2mnemer [2mnsmer |smeemer [omnerer [arneesr |omossar |omieas [oRneaer | 2eosas
188/1 0718582 09 3202 (3212|3212 [32132 [z |32nse [s2wn [32isa 21182 |32183 |28 |32185 | 320186 2187 | 32nes
57 La|58 Ce|59 Pr|60 Nd Pm|62 Sm|63 Eu|64 Gd|65 Th |66 Dy|67 Ho (68 Er|69 Tm |70 Yb|71 Lu
Lanthan | Cer Pras eodym [Neodym | Promethium | Samaium | Europiun | Gadolinium | Taibium | Dys prosium | Holmium | Erbium Thulum | Ytebium | Lutetium
Lanthansolds |58,91 130,12 14091 144,24 14690 15036 151,96 z 15893 162,50 16433 7,26 168,93 17305 17497
281818 | 281810/ |2@182y |28ns2z |2@ne23 |281s2a |28nsizsi |2enses | 2818271 |28nses|zemseer |zensso |2enssy |zsissa | 2isz2i
oz 11foe 11lez 1ifse cifez iafse 12|s2 12|e2 12|82 1z2|se  12|a2  12|e2 1z|s2  12|a2 12| 12
Ac Th Pa u Np Pu Am Cm Bk ct Es Fm Md No Lr
Actnium [ Thoitm  |Protaktinium |Urn Heptunium | Phitonium | Amescim | Cusum Berizlium | Calfomium | Einsteinium | Fermium | Mendelesium [ Nobelium | Lawrncium
Actnolde | P77 237,04 73104 73/03 737,03 (aa1n) (@aan) (eazin)  (@azam) (@Es1an;  (Psain)  (ps7i0)  (@sA) P59) °An)
2m832) 280832 |2@18321 |2mnsmz |2enssx |2snsmz |2mnssy |2emssx |281832 |2mnsEy | 2smsEa ; |2mnsinz |2m@nsim2 | 28852
1892 11 |18/102 13 |20912 15 |2L9R .4 |22/9Z 13 |248/2 13|25/82 13 [25/92 13(25/10/2 13 |28/82 13|20/82 13 |04 Z|3u82 133282 13 (32092 13

Bild G2.5-10: Das Periodensystem der Elemente mit den bekannten 7 Perioden, den I ... VIII Hauptgruppen und
den 18 Gruppen (Quelle: Wikipedia; Joshua D. wondrousch, Mattlaabs)

= @
S?O 1 3 4 5 Periode
T Cs
gzso K Rb lR
N A
HE W WY
3 |y M
B1s0 A AR \'i S
S \J""w \\1 A X 10-10m
= Kr |
H lats i\ A2+ Al
50 [\f———Nie—a3+ ~ -
A2+ Al / :
5 He *a3% «t—— —llonen: z. B. 1+ einfach ionisiert 28
0 10 20 30 40 - 50 60 <
) ) —= Alomnummer Z X
Quelle: Schreiner, Physik

Bild G2.5-11: Das Periodensystem der Elemente bis 5. Periode und dem 1. Element der 6. Periode (Cs) mit den
zugehorigen Atomradien. Die Atome mit den am schwdchsten gebundenen Hillenelektronen (= 1
Valenzelektron im s-Orbital, Metalle!) haben die gréfiten Radien je Periode.
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Element| He Ne Ar Kr Xe Ra
z 2 10 18 36 54 86
T. 42K 27K 87 K 120 K 165 K 212 K

S

Tabelle G2.5-2: Die Verfliissigungstemperaturen der Edelgase (bei 1 bar) sind wegen ihres ,,edlen” chemischen
Verhaltens sdémtlich unter 0°C und steigen mit der GroRe des Atomradius.

Die einzelnen Atome der chemischen Elemente konnen sich durch die Coulomb-Krafte der
Hillenelektronen zun&chst zu Molekilen verbinden. Das einfachste Molekdl ist das Hp-
Molekdl, bestehend aus zwei Protonen (el. Ladung jeweils +e) als zwei Kerne und zwei
Hullenelektronen (el. Ladung jeweils -e). Die quantenmechanisch korrekte Berechnung der
Elektronenorbitale ist analytisch nur mit Ndherungsmethoden mdglich. Noch einfacher ist
diese Naherungsrechnung fur das einfach ionisierte Ho-Molekil (Bild G2.5-12a), das Hj+-
lon. Es besteht aus zwei Protonen als zwei Kerne, aber nur einem Hullenelektron. Die
abstoRenden Coulomb-Kraft der beiden Protonen +e A und B) wird durch die anziehende
Kraft des Elektrons —e zwischen ihnen kompensiert, so dass die Abstédnde des Elektrons zu A
als ra und von B als rg kleiner sind als der Protonenabstand rag! Fiir diese Anordnung
existiert eine Naherungslosung der Schrodinger-Gleichung fiir die potentielle Energie Wpg
von Proton B gegenuber Proton A (G2.5-21). Mit dem H-Atom-Radius (G2.5-13)

80'h2

r(n=1)=—"2—— =a=5.3-10""'m = 0.53 Angstrém
T-mg-e
als Bezugswert fir R =rag/a ist diese Energie
2
Wye(R) =— - 1+(£—i)-e_R =-Wp- l+(£—£j-e_R . (G2.5-21
drgy-a | 2 3 R 2 3 R

Der Gleichgewichtsabstand rag zwischen beiden Protonen ist dort, wo Proton B kréftefrei in
Bezug auf A ist, wo als F =dW,g(R)/dR =0 ist (Bild G2.5-12b).

3 3

dW g /dR=0: R®*-R*-2.R-2=0=R=207 (G2.5-22
P 2 2
Dieser Gleichgewichtstabstand ist rag o =2.07-a=1.1 Angstrém . Bei diesem Abstand ist die
. - . 0.61-82 _18 + . .
potentielle Energie je lon: Wp =W,5(2.07) = 1 =2.7-107"J/H5 - lon. Diese Energie
& -a

muss Proton B von auBen zugefihrt werden, um es aus der Bindung an Proton A und das
Hillenelektron zu befreien (zu dissoziieren) und stellt daher die Bindungsenergie Wp
(Dissoziationsenergie) des lons dar. Ist die zugefiihrte Energie kleiner, verbleibt B an A, kann
aber um die Ruhelage rago Schwingungen mit der Amplitude Arag ausfithren (,,Molekiil-
Schwingung®, Bild G2.5-12b). Das H-lon hat in der A-B-Achse etwa die Lange von 2
Atomradien. Eine &dhnliche Berechnung fiir das H,-Molekul, wo zwei Hiillen-Elektronen
zwischen A und B beide Protonen aneinander binden, zeigt, dass der A-B-Abstand kleiner als
beim lon ist (rago = 1.4 "a = 0.74 Angstrom). Die Protonen A und B sind starker aneinander
gebunden, da zwei Elektronen die abstoRende Coulomb-Kraft kompensieren; daher tritt ein
kleinerer Gleichgewichtsabstand rago auf und eine hohere Bindungsenergie. Die in Bild
G2.5-12 beschriebene chemische Bindungsart ist die kovalente Bindung (homoéopolare
Bindung, Atombindung, Elektronenpaarbindung).

Beispiel G2.5-7: H,-Molekiil: 1s* + 1s' (H-H): Einfache kovalente Bindung: Zwei Elektronen
mit ,,antiparallelem* Spin besetzen 1s-Orbital als 1s°. Sie bewirken im gemeinsamen s-Orbital
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eine ,,Spinabsittigung®. Dies wirkt wie eine vollstandige K-Schale. Daher hat (&hnlich wie bei
Edelgasen) das H,-Molekiil wenig ,,Neigung®, sich mit anderen H,-Molekilen zu verbinden.
Wasserstoff H, ist daher bis zu tiefen Temperaturen (21 K!) gasformig (H,-Gas)!

Beispiel G2.5-8: N,-Molekiil: 1s%2s?2p® + 15?2s%2p* (N = N): Dreifache kovalente Bindung:
Je 3 Elektronen von jedem der beiden Atome mit ,antiparallelem* Spin besetzen das
gemeinsame 2p-Orbital als 2p° vollstandig. Es existieren 3 Elektronenpaare mit jeweils Spin-
abséttigung! Folglich ist N, ein chemisch tréges (,,inertes*) Molekil-Gas. Es geht nur schwer
chem. Verbindungen ein. Es ist daher bis zu tiefen Temperaturen (77 K!) gasformig (N,-Gas).

Wll
1.00 A
1 2R 1 R
075 1 wW=— E—i— T_E e
0.50 - .
R=rypla
0.25 A
0.00 f WY T f >
0.25 1 2 ' 3 4 R
s ~ Bindungsenergie Wy,
0.50 1-0.61 jt}
-0.75 -
4.0 la
Elektron j’AI‘AB/a
Proton Fap F’r%ton v
a) A b)

Bild G2.5-12: a) Struktur des einfach ionisierten H,-lons schematisch, b) Zugehérige elektrostatische potentielle
Energie W/W, des Protons B im E-Feld des Protons A und des Hullenelektrons in Abhédngigkeit des
Protonenabstands R = rag/a.

Kovalente Bindungen bilden sich besonders zwischen den Atomen von Nichtmetallen aus.
Die Atome bilden - Gber die Wechselwirkung der Aufienelektronen (Valenzelektronen) ihrer
Elektronenhille - zwischen sich mindestens ein Elektronenpaar mit Spinabsattigung aus. In
Richtung der Achse dieses Paares ordnen sich die beiden verbundenen Atome an. Es entsteht
dadurch eine gerichtete Bindung. Dieses BINDENDE Elektronenpaar hélt i. A. zwei
(Zweizentrenbindung) oder mehr (Mehrzentrenbindung) Atome zusammen. Bei der
Zweizentrenbindung existiert ein bindendes Elektronenpaar (Einfachbindung; z. B. H-H).
Aber auch zwei Paare (Doppelbindung, z. B.: O = O) bzw. drei Paare (Dreifachbindung, z. B.:
N = N) sind héaufig (vgl. Bsp. G2.5-8).

Die lonenbindung (heteropolare oder elektrovalente Bindung) beruht auf der
elektrostatischen Anziehung durch Coulomb-Kraft positiv und negativ geladener lonen. Diese
gerichtete Kraft fuhrt zu einer gerichteten Bindung. lonenkristalle bilden sich durch die
Anordnung unterschiedlich geladener lonen in einem regelméaRigen Muster (Gitter) relativ
leicht und sind daher bei Raumtemperatur meist Festkorper (z.B.: NaCl: Schmelzpunkt
801°C, Siedepunkt 1461°C). lonenkristalle l6sen sich leicht in polaren Flissigkeiten, bei
denen die Flissigkeitsmolekiile ausgeprégten el. Dipolcharakter haben (z. B. NaCl in
Wasser), da z. B. die polaren Wassermolekiile tber ihre Coulomb-Dipol-Krafte die lonen
elektrisch voneinander abschirmen, so dass deren Bindungskraft stark abnimmt!
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Beispiel G2.5-9:

NaCl-Molekiil: Beim Natriumatom 1s°2s*2p°3s* (Bild G2.5-9) ist im &uBeren 3s-Orbital nur

ein Valenzelektron vorhanden, das wegen der fehlenden Spinabséattigung leicht abgetrennt

werden kann. Es tritt die Dissoziation Na — Na+ + e- auf, so dass als (Na+ ein positiv

geladenes Na-lon entsteht.

Chloratom: 15?2s°2p®3s23p°: Im 4uReren 3p-Orbital fehlt ein Elektron, um dieses Orbital tiber

Spinabséttigung in 3 Elektronenpaaren zu komplettieren! Das Valenzelektron des Na

komplettiert das p-Orbital zu 1s°25°2p®3s23p® gemaR Cl + e- — Cl-, so dass mit (Cl- ein

negativ geladenes Cl-lon auftritt. Die Bindung des Na-lons an das Cl-lon besteht aus zweli

Kraftanteilen:

a) Die Coulomb-Kraft zwischen Na+ und Cl- ist ein wesentlicher Teil der chemischen
Bindungskraft!

b) Der antiparallele Spin des Na-Valenz-Elektrons im 3p°-Orbital ergibt auch einen
kovalenten Bindungskraftanteil, der ca. 25% der gesamten Bindungskraft betrégt.

Bei der metallischen Bindung haben die einzelnen Metallatome meist nur ein Aul3enelektron
in der Hille (1 Valenzelektron je Atom) auf der dufRersten Schale. Diese sind nur schwach
gebunden und kénnen daher leicht vom Atom abgetrennt werden, wie z. B. bei Li: 1s® 25,
Na: 1s22s°2p®3s* ... Dadurch ergeben sich die Metalle als Festkorper bei Raumtemperatur
mit einem regelmaRigen Kristallgitter aus periodisch angeordneten positiv geladenen
Metallionen (Atomrimpfe) mit der Rumpf-Kernladung Z. Die Valenzelektronen sind nun
nicht mehr einem einzelnen Atom zugeordnet. Sie konnen sich innerhalb des Kristallgitters
aus Atomrumpfen nahezu frei bewegen und werden als ,Elektronengas“ der
Leitungselektronen bezeichnet. Zwischen den Atomkernen und den eng gebundenen
Huallenelektronen eines Rumpfs zum Nachbaratomrumpf ist viel freier Raum fir die sehr
kleinen frei beweglichen Valenz-Elektronen, denn der Atomradius ist ca. 10 000 ... 50 000-
mal grofer als der Kernradius. Die Leitungselektronen bewirken die hohe elektrische
Leitfahigkeit x« und hohe Waérmeleitfahigkeit A der Metalle, die aber mit steigender
Temperatur abnehmen, da die Elektronen an den dann starker schwingenden Atomrimpfen
durch StoRe gebremst werden. Bei der metallischen Bindung wirkt die elektrostatische
Anziehung zwischen den positiven Atomrimpfen und dem negativen Elektronengas allseitig
und fuhrt zu einer ungerichteten Bindung zwischen Atomrimpfen und Leitungselektronen.
Wegen dieser ungerichtete Bindung sind Metalle gut plastisch verformbar (,,duktil*) und nicht
sprode! Eine gute Bearbeitung ist

a) im kalten Zustand durch Drehen, Frasen, Bohren etc. mdglich,

b) im warmem Zustand z. B. Drahtziehen (Kupferdraht!),

c) im heiBen Zustand z. B. beim Schmieden etc.

Metallatome gehen ,,leicht metallische Verbindungen miteinander ein, so dass die meisten
Metalle bei Raumtemperatur Festkorper sind (z. B. Kupfer Cu: Schmelzpunkt 1084°C,
Siedepunkt 2595°C). Die Energieverteilung der beweglichen Leitungselektronen im Kristall
wird nicht durch die Maxwell-Boltzmann-Statistik, sondern wegen der Krafte im Kristall
durch die quantenmechanisch begriindete Fermi-Dirac-Statistik beschrieben (siehe Kap. T:
Solarzelle).

Fir die Energietechnik ist die in fossilen Energietragern (Erddl, Erdgas, Steinkohle,
Braunkohle) ,,gespeicherte” chemisch gebundene Energie wichtig. Am Beispiel des Erdols
und Erdgases ist dies die kovalente Bindung zwischen C- und H-Atomen, die diese zu
Kettenmolekiilen als Kohlenwasserstoffketten, den Alkanen, verbindet. Mit n als der Anzahl
der Kohlenstoffatome je Alkan-Molekul ergibt sich die Strukturformel C,Hap.2.

Die vollstandige Oxidation (vollstdndige Verbrennung) der Alkane (G2.5-22)
2-CqHo10+(Bn+1)-0, > 2(n+1)-H,O0+2n-CO, —4H,, (G2.5-23)
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zu Wasser(dampf) und Kohlestoffdioxid setzt als Reaktionsenthalpie je CH,-Gruppe 4H,/(2n)
= 650 kJ/mol frei. Dabei ist die Bindungsenergie der beiden H-Atome an den Kettenenden
nicht erfasst, so dass dieser Wert besonders bei langkettigen Alkanen (n grof3) gut stimmt.

Beispiel G2.5-10: Octan Cg Hig, bestehend aus '“C-Atomen mit der Protonenzahl und

Neutronenzahl 6 und Wasserstoff 'H.

Reaktionsgleichung gemal} (G2.5-23) mitn = 8:

2'C8H18+25'02 —18- H20+16 C02 —AHS ) AHS =2-8-650 =10400 kJ/mol .

Mit CgHoxs+2 (8x12+18x1=114) ergibt das die Masse eines Octan-Molekuls zu 114 -m,,

(atomare Masseneinheit 1m, =1.66-102"kg).

Octan-Molekiilmasse: *2C:12m,, *H:m, = CgHyg: (8-12 +18-1)-m, =114 -m, .

Je Octan-Molekiil sind acht CH,-Gruppen vorhanden, so dass die Verbrennungswéarme

(,.Brennwert H¢) je 1mol = L'=6.023-10% sich ergibt gemaf

_ AHg
2-6.023-10%.114 -1.66 -10 %" kg

Der typische Brennwert Hs von Heizol betragt real ca. 44 MJ/kg, und der Heizwert H; von Ol

ca. 42 MJ/kg (ohne Nutzung der Kondensationswéirme des Wasserdampfs). Mit der Ol-Dichte
von ca. 0.85 kg/l ergibt sich der Heizwert H; = ca. 9.9 kwh/I.

S

= 45.6 MI/kg . (G2.5-24)

H H H H H H
I [ o1 I C.H;n.s
H-C-H H-C-C-H H-C-C-C-H e
1 I 1 | 1 1 Zunehmende
H H H H H H Molekiilmasse
3) n=1: Methan n = 2: Athan n = 3: Propan USW.
Erdgas Erdol: - = =—==—-="=="=" "= —-"—-—-—-—-—-=-=-=-=-====-=--- he
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10  usw.
Methan Athan Propan Buta}n Pentan Hexan Heptan Octan Nonan Decan
Flussiggas Benzin Heizdl —
b) (flissig unter Druck)

Bild G2.5-13: a) Chemische Struktur der Alkane und b) ihr Auftreten in Erdél und Erdgas

Unvollstandige Verbrennung tritt bei Sauerstoffmangel auf. Es sind je Alkan-Molekdl zu
wenige Sauerstoffmolekile vorhanden, z. B. beim Octan nur 13 statt 25 (G2.5-25).

2.CgH;g+13-0, - 15-H,0+2-CO, + 7CO +4C + CgHg — AH . (G2.5-25)
Es bilden sich dann als Verbrennungsprodukte neben Wasser und Kohlenstoffdioxid auch
UNERWUNSCHTE Nebenprodukte wie das giftige Kohlenstoffmonoxid CO, reiner
Kohlenstoff als Russ und andere Molekile wie Propen C3Hs. Auch die Reaktionsenthalpie ist
geringer AHg < AHg =10400 kJ/mol , da noch ungenutzte Bindungsenergie z. B. im Propen

verbleibt. Der Rul als ,,schwarzer Rauch ist ein auffilliges Merkmal unvollstdndiger
Verbrennung.

Das kleinste Alkanmolekiil ist Methan CH, mit einer Dichte 0.72 kg/m® bei 0 °C, 1013 hPa
und einem Siedepunkt von -162°C. Die vollstandige Methanverbrennung mit reinem
Sauerstoff wird nicht durch (G2.5-23) exakt wiedergegeben, da wegen der Kirze der Kette
die beiden H-Atome an den Enden mit ihrer Bindungsenergie berticksichtigt werden missen.
Daher ist die Reaktionsenthalpie (Brennwert) héher (G2.5-26).

CH;+2-0, »>CO, +2-H,0-802.4 kJ/mol . (G2.5-26)

TU Darmstadt Institut fur Elektrische Energiewandlung



Energietechnik G.67 Grundlagen

Der Erdgas-Heizwert H; = ca. 0.9Hs ist ca. 90% des Brennwerts Hs, da bei H; die
Kondensationswarme des Wasserdampfs nicht berlcksichtigt wird. Die Berechnung des
Heizwerts flhrt Gber die Methan-Molekilmasse

2ce12.my, 'He1-my:CH, <16-m, =16-1.66-10%'kg = 26.56 -10°'kg  (G2.5-27)
und die Masse je Mol (1 mol = 6.023-10%% < 6.023-10%% . 26.56-10 %' kg = 16 g) auf

H; =802.4-10%/0.016 = 50.16 MJ/kg = 0.72-50.16 MJ/m* = 36.1 MJ/m?. (G2.5-28)
Bei 0 °C erhalten wir den Brennwert
H¢ ~ H;/0.9=(50.16/0.9) MJ/kg = 55.7 MJ/kg = 0.72-55.7 MJ/m® = 40.1 MJ/m3.  (G2.5-29)

Der Brennwert des bei Raumtemperatur gasformigen Methans ist wie bei jedem Gas von der
Temperatur und damit vom Gasdruck abhéngig! Bei niedrigerer Temperatur hat das Gas eine
héhere Dichte und damit eine hoherer Brennwert je m®. Die Umrechnung von z. B. bei 0°C
auf 25°C ist im nachfolgend gezeigt.

0°C: Hg =55.7 MI/Kg = yps0 = 70 - 273.15/(273.15 + 25) = 0.67 kg/m® = 25°C : 36.7 MJ/m*

Je nach Erdgastyp schwankt der Brennwert real (25 °C) zwischen 30 ... 50 MJ/kg bzw.
25 ... 35 MJ/m’.

Das Erdgas ist nicht zu verwechseln mit dem Stadtgas (Leuchtgas), das aus Kohlevergasung
kinstlich hergestellt wird (wurde). Es enthalt ca. 50 % Wasserstoff H,, 20 % Methan CHy, ca.
15 % Stickstoff N, und 10 % Kohlenmonoxid CO (giftig)! Es war fur die stadtische
Gasversorgung (,,Gaslicht®, Gasherde) seit Beginn der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts von
groRBer Bedeutung. In Deutschland waren erste Gasbeleuchtungen z. B. in Hannover (1825)
und Berlin (1826) installiert. Das Gaslicht als ,,Auer*-Gluhstrumpf-Lampe (1885, C. Auer v.
Welsbach) wurde spéter abgeldst durch die elektrische Beleuchtung ab ca. 1900 bis 1930,
zunachst durch die Kohlefaden-Glihlampe 1879 (Th. A. Edison), spater durch die moderne
Metallfaden-Gluhlampe 1898 (C. Auer v. Welsbach). Die Stadtgas-Abldsung durch ungiftiges
Erdgas (in Deutschland Import!) fur Heizzwecke fand ab ca. 1960 bis 1990 statt.

G2.6 Atom- und Kernenergie

a) In der Atomhdlle wirkt die elektrische Bindungsenergie der elektrisch negativ geladenen
Elektronen an den positiv geladenen Atomkern.

b) Im Atomkern wirkt die Kernbindungsenergie auf sehr kurzer Distanz etwa eines
Kernradius von ca. 10 m. Die dabei wirksame ,starke Wechselwirkungskraft“ im Kern
bindet die Nukleonen (Kernbausteine) als elektrisch positiv geladene Protonen und
ungeladene Neutronen aneinander.

Bei leichteren Atomkernen bis zum Eisen (Fe) wird Kernbindungsenergie frei, wenn Kerne
miteinander verschmelzen (Fusion). Diese Elemente entstehen im Sterninneren durch Fusion
aus elementarem Wasserstoff. Bei schwereren Kernen als Fe wird Kernbindungsenergie frei,
wenn Kerne gespaltet werden (Fission). Diese Elemente entstehen bei hohem Druck, die am
Ende einer Sternlebensdauer bei den Sternexplosionen (,,Supernovae*) auftreten.

Die Kernladungszahl (Ordnungszahl) Z zahlt die Protonenzahl im Kern des Elements (z. B.
H: Z = 1). Mit der Neutronenanzahl N ergibt sich die Atomzahl (Massenzahl) A =Z + N mit

der Notation z. B. fiir das Element Wasserstoff H 5H.
Mit den Ruhemassen der Atombausteine

Elektron me = 9.108310% kg 0.055%
Neutron mn = 1.67470'10%" kg 100.14%
Proton mp = 1.6723910% kg 100.0%
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ergeben sich die Verhéltnisse fir
Proton 1H =1p, m, = 1818'm,, Proton-Ladung: 1e;
Neutron 3n=1n, m, = 1839'm, , Neutron: Ungeladen.

Der Atomkern der Elemente besteht aus Protonen und Neutronen (Bild 2.6-1a). Die positiv
geladenen Protonen stof’en einander uber die Coulomb-Kraft ab und werden durch die
starkere ,,starke Wechselwirkungskraft zusammengehalten. Die anziehende Gravitationskraft
ware daftr viel zu klein. Isotope sind Atomarten, deren Atomkerne gleich viele Protonen
(gleiche Ordnungszahl bzw. Kernladungszahl Z), aber unterschiedlich viele Neutronen
enthalten (Bild 2.6-1b). Sie haben daher unterschiedliche Massenzahlen A, stellen aber
dasselbe chemische Element dar. Die Isotope eines Elements verhalten sich chemisch fast

identisch. He-Kerne werden als a-Teilchen bezeichnet: 3He .

Beispiel G2.6-1:
Isotope: Stickstoff: 3N, 13N, >N, Wasserstoff: 1H, 5H : Deuterium , $H : Tritium .

1. 1 - B, s 9
n ;H He Li Be
OO ]'. 29 ” ) eO % @
@ TH . SHe. U
a) b)

Bild G2.6-1: a) Neutron und Atomkerne, b) Atomkernisotope (Quelle: Schreiner, Physik)

Die Atomkern-Radien steigen mit Ordnungszahl Z, so z. B. der Vergleich zwischen dem
zweitkleinsten Kern He und dem grofiten natlrlich vorkommenden und bereits instabilen
(radioaktiven = zerfallenden) Kern Uran:

Helium gHe :r=2-10"m, Uran Zggu :r=10-10"m.

Im Vergleich zur Atomhille ist der Kern, wie bereits erwéhnt, viel Kkleiner:
a) Atom-Radius R ~ 10 m (= 1 Angstrém),

b) Atomkern-Radius: r ~ 510> m.

Fazit: Atomradius /Kernradiu s ~10000...50 000

Beispiel 2.6-2: Heliumisotop 3He : 2 Protonen, 1 Neutron im Kern.
Der Abstand zwischen den beiden Protonen liegt in der GréRenordnung des Kernradius
A=10"m, daher betragt die abstoRende Coulomb-Kraft zwischen den beiden Protonen
etwa Fo=- e’ =— (1'6'10_19)2 =-230 N mit der zugehorigen potentiellen
¢ 4ng kA 47-8.854-1072.10730
elektrostatischen Energie des einen Protons im E-Feld des benachbarten Protons im Kern von
2 ~19y2
e 1.6-10
ca. W, = - ( —12) -15
ArenA  47-8.854-107-10
Die anziehende Gravitationskraft zwischen beiden Protonen ist enorm klein, so dass sie fur
den Zusammenhalt der Kerne KEINE Rolle spielt:
2 —27y2
m 11 (1.67-107¢7)
Fo=G-—L2=667.101.2"—_ 7/
¢ TR 1030

Erst die anziehend wirkende ,,starke Wechselwirkungskraft® kann die Coulomb-Abstol3ung
tiberwinden, wirkt aber nur tiber die sehr kurze Distanz des Kernradius von ca. 10 m.

~23.101%)=1.436 MeV .

-18.6-10"°°N .
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Beispiel 2.6-3:
Potentielle el. Energie eines Protons im E-Feld der restlichen Z-1 Protonen im Kern:
a) Heliumkern: A=10""m, Z=2: W, = (Z=1-e€e_4 435 Mev
ArrgA
b) Urankern (deutlich groRer als der He-Kern): 4= 10" m, Z = 92:
W, = %.1.436 MeV =ca.13.2 MeV .

Im Vergleich zur potentiellen el. Energie der Kernteilchen und damit ihrer AbstoRungskraft
ist die potentielle Energie der Hiillenelektronen um ca. 10° viel kleiner, z. B.: H-Atom:
grofiter Wert -13.6 eV! Sie ist negativ, da sie eine Bindungskraft darstellt!

W

MeV W, Coulomb-
Abstoflung
10 —
Kernradius r
/ =
1.4 1015 m
0 1 "

-10— I

Anziehungskraft

der starken

Wechselwirkung
7 ( Massendefekt®)

20—

Bild G2.6-2: AbstoRende el. potentielle Energie und anziehende potentielle Energie der starken
Wechselwirkungskraft fir den He-Kern mit 2 p und 1 n (Quelle: Gerthsen, Physik)

Auch die ,,starke Wechselwirkungskraft kann durch eine negative (= anziehend wirkende)
potentielle Energie Ws,, dargestellt werden. Die Summenenergie W = Wy, + W, muss dann
innerhalb des Kerns einen negativen Energieverlauf (,,Potentialtopf) der Kernbindung
ergeben (Bild G2.6-2). Je groRer aber A und Z sind, desto groRer ist der Kernradius und damit
auch der mittlere Abstand zwischen den Kern-Protonen. Dadurch kénnen die Rand-Protonen
auf Grund der abstolRenden Coulomb-Kraft im Kern leichter aus dem Kern entweichen, was
die ,,natiirliche Radioaktivitdat* schwerer Kerne (Kernzerfall) erklart. Dieser natirliche Zerfall
z. B. eines U-Kerns (Z = 92) endet mit jenen ausreichend kleineren Kernen, die STABIL sind,
namlich Pb (Blei-Kerne: Z = 82). Beim Zerfall des Kerns entstehen teilweise vom Mutterkern
ausgesandte He-Kerne (a-Teilchen), was a-Zerfall genannt wird. Teilweise wandeln sich
Kern-Neutronen in jeweils ein Proton und Elektron um, wobei das Elektron den Kern als 3-
Teilchen verlésst (B™-Zerfall, Bsp. 2.6-4). Fallweise wandeln sich Kern-Protonen in jeweils
ein Positron e* und ein Neutron um, wobei das Positron den Kern als B-Teilchen verlasst (B*-
Zerfall). Die beim B-Zerfall wirksame Kraft ist die ,,schwache Wechselwirkungskraft®. Beim
Kernzerfall wird auch Energie in Form energiereicher elektromagnetischer Wellen (y-
Strahlung) frei, oft als Begleitung von a-Zerfall und B-Zerfall. Wahrend die o-Teilchen
schon durch ein Papierblatt abgefangen werden, ist bei 3-Teilchen bereits eine 1 cm dicke
Plexiglasplatte zur Abschirmung noétig. Fir die energiereiche vy-Strahlung sind zur
Abschirmung bereits ca. 5 cm dicke Bleiplatten nétig, oder eine 50 cm dicke Wasserschicht.
Beides kommt in Kernkraftwerken zum Einsatz. So werden z. B. im offenen Kernreaktor
(wahrend der Wartung!) die durch die Nutzung bereits radioaktiven Brennelemente mit
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Wasser geflutet. Das Wasser leuchtet dabei blau wegen der ,,Bremsstrahlung® der im Wasser
abgebremsten el. geladenen a- und B-Teilchen. Da unser Koérper (Zellgewebe) wegen der
Zellflussigkeit einen hohen Wasseranteil hat, ist die Reichweite radioaktiver Strahlung in
Wasser etwa jene im organischen Gewebe. Folgende Eindringtiefen sind im Gewebe typisch:
a-Strahlung bei einer Energie von 5 MeV: 40 pum,

[-Strahlung bei einer Energie von 1 MeV: 7 mm,

y-Strahlung bei einer Energie von 1 MeV: 65 cm.

Beispiel 2.6-4:
Beispiel fir a-Zerfall: 255U—%tTh+3He=>3tTh +

Beispiel fur p-Zerfall: 255Th—231Pa+Je +7,=231Pa+ 8 : Ein Neutron hat sich in ein Proton
p, ein ausgesandtes Elektron e und ein Antineutrino (Ruhemasse 0, ungeladen) umgewandelt!

Beim Alpha-Zerfall emittiert also der Atomkern ein a-Teilchen (bestehend aus 2p und 2n) mit
dessen kinetischer Energie. Die Massenzahl sinkt A — A-4, die Kernladungszahl ebenfalls Z
— Z-2. Beim Beta-Minus-Zerfall emittiert der Atomkern ein Elektron e- mit dessen
kinetischer Energie und ein Antineutrino. Beide entstehen im Atomkern bei der Umwandlung
eines Neutrons in ein Proton. Die Massenzahl bleibt wegen des leichten Elektrons gleich: A =
konst., aber die Ordnungszahl nimmt zu Z — Z+1 (Bild 2.6-4). Beim Gamma-Zerfall emittiert
der Atomkern ein hochenergetisches Lichtquant (Photon) mit der Strahlungsenergie W = h " f

bei Frequenzen f = 10% ... 10% bzw. Energien W =h- f =(0.4...4)-10° MeV (Bild G2.6-3).
Die Massen- und Ordnungszahl bleiben gleich: A, Z = konst. Der Anregungszustand
(Energiezustand) des Kerns verringert sich aber. Gammazerfall tritt meist als unmittelbare
Folge eines vorangegangenen a- oder 3-Zerfalls auf.

Radioaktivitat ist somit die Eigenschaft instabiler Atomkerne, spontan ionisierende
Strahlung (a-, B-, y-Strahlung) auszusenden. Der Kern wandelt sich dabei unter Aussendung
von Teilchen in einen anderen Kern um oder &ndert unter Energieabgabe seinen Zustand. Die
,natiirlich vorkommenden Radioaktiv-Zerfalls-Familien* sind die Zerfallsreihen der drei
Radionuklide Uran-238 (Uran-Radium-Reihe, Bild 2.6-4), Uran-235 (Uran-Actinium-Reihe)
und Thorium-232. Die dabei auftretenden Radionuklide sind Atomsorten mit instabilen
Kernen (Z > 82). Sie zeigen einen natiirlichen Kernzerfall in der Form der Alpha- und Beta-
Zerfalle, die mehr oder weniger regelméiig abwechselnd aufeinander folgen. Endprodukte
sind die 0. g. stabilen Pb-Kerne Z = 82, A = 208, wahrend Kerne mit Z > 82 instabil
(radioaktiv) sind und zerfallen!

Das fiir den Menschen sichtbare Spektrum (Licht)

Ultraviolett — Infrarot
- —_—
400 nm | 450 nm 500 nm 550 nm |600nm |650 nm

Quelle/ | > - + L
Anwendung/ Hohen- Gamma-  ||harte- mittlere- weiche- uv- Infrarot- | Terahertz- |Radar MW-Herd |UHF | UKW Mittelwelle hoch- mittel- nieder-
Vorkommen strahlung \_strahlung e ohtaenstahiing C/B/A‘ strahlung | strahlung VHF Kurzwelle Langwelle frequente
gllgi:]\l,&%lgm L Mikrowellen —- Rundfunk Wechselstrome
1fm 1pm 1R 1nm 1pm 1mm 1cm 1im 1 km 1Mm
: -15 __-14 __-13 __-12 __-11 __ -10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7
Wellentanae B/ =138 0 10l Top2 0t o 107 10 10077 1070 1070 1070 1070 107° 10 10° 100 10° 107 10" 107 10° 10
Frequenz 23 22 21 20 13 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6 5 4 3 2
in Hz (Hertz) 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
1 Zettahertz 1 Exahertz 1 Petahertz 1 Terahertz 1 Gigahertz 1 Megahertz 1 Kilohertz

Bild G2.6-3: Das Spektrum elektromagnetischer Wellen (Quelle: Wikipedia). Die Gamma-Strahlung tritt bei
Frequenzen f = 10% ... 10% Hz auf und ist ,hirter* (energiereicher) als die Rontgen-Strahlung.
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Der Kernzerfall ist ein statistischer Vorgang und wird daher fir eine groBe Anzahl N von
Kernen beschrieben. Ist die Anzahl der Radionuklidkerne bei Zerfallsbeginn t = 0 die Grole
No, so zerfallen zum Zeitpunkt t in der kurzen Zeitspanne dt die Anzahl dN Radionuklidkerne.
Diese Anzahl dN ist erfahrungsgemal proportional zur Anzahl der zum Zeitpunkt t noch
vorhandenen Kerne N, wobei die Proportionalitdtskonstante 4 vom Radionuklidtyp abhéngt!

[dN|=A-N -dt — Abnahme :dN =—-1-N-dt<0 (G2.6-1)
dN:—ﬂ-N-dta%—T:—i-Na%+ﬂ-N(t):O (G2.6-2)
Die Losung dieser Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist

N(t) = C-e~*! mit der Integrationskonstante N(0)=C-e*%=C=N,. (G2.6-3)
Esist T = 1/A die Zeitkonstante, nach der nur noch 1/e = 0.37 = 37 % Kerne vorhanden sind.
N(t) = N e T (G2.6-4)
Hingegen ist nach der Halbwertszeit = noch die Hélfte der Kerne vorhanden.
N(r)=Ng/2=Ng-e T 51/2=e'T 57=T-In2=h2/2 (G2.6-5)

Demnach ist die Halbwertszeit geméR 7 =0.7-T kdrzer als die Zeitkonstante.
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Bild G2.6-4: Naturliche Zerfallsreihe des Radionuklids Uran-238 (Quelle: Schreiner, Physik)

Beispiel 2.6-5:
Abnahme einer grofRen Anzahl von Atomkernen des Elements Radium (Z = 88) Uber der Zeit:

1=0428-100%/a T=1/1=2336.4a r=2336.4a -2 =1620a (Bild 2.6-5).

: . AN
Experimentelle Bestimmung von A = |N—|% aus der Abnahme an Kernen AN wahrend der

Messzeit AT. Nach der Zeitkonstante T = 2336 Jahre sind 63 % der Kerne zerfallen! Nach der
Halbwertszeit 7= 1620 Jahre sind nur 50 % der Kerne zerfallen!

Die Einheit 1 Bg = 1/s (Becquerel) bedeutet einen radioaktiven Kernzerfall pro Sekunde. Je
groRer die Zerfallsrate A (in Bq) ist, desto kiirzer ist die Halbwertszeit. Die Zerfallsprozesse
von Uran dauern sehr lang (z. B. 2®U: > 4.5 Milliarden Jahre) und gehen daher mit sehr
geringer Intensitat vor sich, weshalb dieses radioaktive Elemente seit seiner Entstehung in
einer Sternexplosion auch heute noch existiert. Das Isotop 2*°U zerfallt deutlich rascher als
281 und ist deshalb in der Erdkruste deutlich seltener anzutreffen. Natirlich vorkommendes
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Uran besteht zu 99.3 % aus *®*U und nur zu 0.72 % aus “*U.  Schwerere Kerne als U
zerfallen deutlich schneller und daher mit deutlich groRerer Strahlungsintensitét, weshalb sie
auf der Erde i. A. nicht mehr nattrlich vorkommen (z. B. Pu, Bsp. 2.6-6).

Beispiel 2.6-6:

Halbwertszeitz fir: Uran ®U: 7 = 4468 Mio. Jahre (12 Bg/mg); Uran 2°U: 7 = 703 Mio.
Jahre (80 Bg/mg): Plutonium ?**Pu: = 24110 Jahre (2.3:10° Bg/mg). Das deutlich rascher
zerfallende Pu hat wegen der im Vergleich zu U sehr geringen Halbwertszeit (1: 10°°!; fiir die
menschliche Zeitskala aber noch immer enorm lang!) eine wesentlich hdohere

T
Strahlungsintensitat: —Pu = 241106 A L2 =.
To3s, 4468-10 Apy  2.3-10

1,0
T “Al
N= Noe No: 1 ,
10° 8!
. \\ A = 042810°G
z=1620 a
16204
g — T~ 1
0.37F 1/e
L \‘
g N
© ~
T 2336 a s o
S T
S0
0 2000 4000 6000

Zeit in Jahren ——=

Bild G2.6-5: Unzerfallene Menge an Radiumkernen Uber der Zeit, gultig fir groBe Kernanzahl (Quelle:
Schreiner, Physik)

G3 Repetitorium: Grundlagen der Elektrotechnik

Die Wirkprinzipien der elektromagnetischen Energiewandlung werden mit Hilfe der

elektromagnetischen Grundgesetze beschrieben (siehe G2.3.3).

- Die Erzeugung statischer und ,langsam® verdnderlicher magnetischer Felder durch
stromdurchflossene Spulen beschreibt der AMPERE sche Durchflutungssatz.

- Die beriihrungslose Energieubertragung von ruhenden auf bewegte Teile oder von einer
Spule auf eine zweite, galvanisch getrennte Spule wird durch das FARADAY sche
Induktionsgesetz bestimmt.

- Die Erzeugung mechanischer Kréfte durch die Wirkung magnetischer Felder auf strom-
durchflossene Leiter beschreibt das LORENTZ sche Kraftgesetz.

- Die Feldlinien von B sind stets geschlossen, d. h. Nord- und Sidpole treten immer
paarweise auf. Es sind bis jetzt keine magnetischen "Monopole™ bekannt.

Werkstoffgesetze beschreiben:

- Die Wirkung von Permanentmagneten zur Magnetfelderzeugung.

- Den Stromfluss in Leiterwerkstoffen (OHM sches Gesetz).

- Die Magnetfeldverstarkung durch magnetisierbare Stoffe (z. B. Eisen).

- Die isolierende Wirkung von Isolierwerkstoffen z. B. zwischen spannungsfuhrendem Leiter

und geerdetem Gehé&use des Wandlers.

Leiterwerkstoffe: Kupfer, Aluminium (in Ausnahmefallen Supraleiter)
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Isolierwerkstoffe: Kunststoffe, Glas, Glimmer, Kunstharze

G3.1 OHM’sches Gesetz

Als wesentliches Werkstoffgesetz wird das OHM sche Gesetz (G3.1-1) erldutert.
u 11 I

R:—:—-—: . — 63.1'1
I« A A ( )
R = Rygec -[L+a - (3 —20°C)] Silber Kupfer Aluminium Eisen
Elektrische Leitfahigkeit x | 62.510°S/m | 57.010°S/m | 34.010°S/m | 10.0'10° S/m
Dichte y 10.5 kg/dm® | 8.9 kg/dm® | 2.7 kg/dm® | 7.9 kg/dm®
Widerstandskoeffizient « | 0.0036 /K | 0.0039/K | 0.0040/K | 0.0045/K
Warmedehnung (linear) o | 19.310°/K | 16.810°/K | 2410°/K | 11.510°/K

Tabelle G3.1-1: Vergleich von Stoffwerten ausgewéhlter Werkstoffe (reine Stoffe) bei 3 = 20 °C. Die Zunahme
des OHM"schen Widerstands R mit der Temperatur & (gemessen in °C) ist im Temperaturbereich von ca. —40 °C
bis +250 °C linear.

p

nQ-m A
Cu + 2,16 % Ni
40
Cu + 1,12 % Ni
30
L re
<0 Cu (reinst)
—— e
10
Pr
0 == : > T/K
0 100 200 300 /

Bild G3.1-1: Mathiessen’sche Regel: Beispiel: Im mit Ni-Atomen verunreinigten Kupferleiter Cu verbleibt auch
beim absoluten Nullpunkt T = 0 K ein spezifischer Restwiderstand pg infolge Kollision der Leitungselektronen
mit den Storstellen im Kristallgitter, wahrend der Anteil pr mit sinkender Temperatur abnimmt.

Der OHM sche Widerstand eines elektrischen Leiterwerkstoffs ist proportional zur Lénge |
des Leiters, und umgekehrt proportional zum Querschnitt A des Leiters und dessen
elektrischer Leitfahigkeit x. Die inverse Grolle p=1/x heillt spezifischer elektrischer
Widerstand und ist im Allgemeinen temperaturabhangig. Da Ublicherweise Drahtldngen in
Meter und Drahtquerschnitte in Quadratmillimeter angegeben werden, wird fiir p die Einheit
Qmm?/m bevorzugt (SI-Einheit: Qm). Fiir die SI-Einheit der elektrischen Leitfahigkeit & wird
S/m verwendet (S = 1/Q: 1 Siemens = 1/0Ohm). Der spezifische elektrische Widerstand setzt
sich in Metallen aus zwei Anteil zusammen (Mathiessen’sche Regel, Bild G3.1-1):

a) Kollisionen der Leitungselektronen mit den um ihre Ruhelage schwingenden Atomriimpfen
der Metallkristallstruktur. Mit sinkender Temperatur sinkt die Schwingungsamplitude der
Atomrimpfe und ist beim absoluten Temperatur-Nullpunkt T = 0 Null. Daher sinkt dieser
Anteil pr (Index T: temperaturabhéngig) mit sinkender Temperatur auf Null.

b) Kollisionen der Leitungselektronen mit Storstellen (Fremdatomen) und Gitterfehlern
(Kristalldefekten). Diese Defekte sind temperaturunabhéngig, so dass auch bei T = 0 ein
endlicher spezifischer Widerstand pg (Index G: Gitter) verbleibt.

Die Temperaturabhangigkeit des elektrischen Widerstands beschreibt man h&ufig nicht mit
der absoluten Temperatur T (gemessen in Kelvin K), sondern mit der Temperatur
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9 = T - 273.15 in Grad Celsius (°C). Die Temperaturdifferenz 49=9-9, ist die

. Erwiarmung® des Leiterwerkstoffs (gemessen in K), und % ist die Bezugstemperatur in °C.
Aus Bild G3.1-1 folgt der Temperaturkoeffizient (%) bei 9 (gemessen in 1/K). Die
Formel in Tab. G3.1-1 gilt fir % = 20°C und «(20 °C)=a,, =0.0039 /K. Uber die

(gemessene) Leiter-Widerstandszunahme kann dessen Temperatur berechnet werden.

Beispiel G3.1-1:

_RE) R Ry =145:9=20°C+—— | R 1|00+ L (1a5-1)-135°C
R(ZO OC) O R20 0.0039

G3.2 Erzeugung magnetischer Felder

a) Magnetfelderzeugung durch stromdurchflossene Spulen

Vorteile: Nachteile:

- Beliebig hohe Felder moglich - Stromwarmeverluste in den Spulen
- Magnetfeld veranderbar Gber den Strom  (Ausnahme: Supraleitende Spulen)
- Bei groBen Wandlern kostengtinstiger - Stromversorgung notig

als Permanentmagnete

b) Magnetfelderzeugung durch Permanentmagnete

- Al-Ni-Co-Legierung

- Ferrite (z.B. Barium-Ferrit)

- Selten-Erd-Magnete: Sinterwerkstoffe auf Basis der magnetisierbaren Stoffe Eisen, Nickel,
Kobalt mit "seltenen Erden” wie z. B. Samarium (Sm) als Sm,Co;7, SmCos oder mit
Neodymium (Nd) als NdFeB-Magnete (Neodym-Eisen-Bor).

Vorteile: Nachteile:
- Keine "Erregerverluste” - Magnetfeld nicht veranderbar
- Einfacher Aufbau des Wandlers - Magnetwerkstoff (noch) teuer

- B-Felder auf etwa 1.2 T begrenzt
- Gefahr der Entmagnetisierung im groflen
Gegenfeld anderer stromfuihrender Spulen

G3.3 Stromerregte Magnetfelder - AMPERE scher Durchflutungssatz

AMPERE scher Durchflutungssatz:

In einem magnetischen Feld H ist das Linienintegral iiber die magnetische Feldstarke H
entlang einer geschlossenen Linie C gleich der gesamten elektrischen Durchflutung @ (Bild
G3.3-1: "Durchflutung™ @ =N -1), die durch die von C aufgespannte Flache Ac hindurch
tritt.

fH-ds=@ = BildT13-1:¢{H - d&S=@=N-1~H;-l+H, -l +..+H, I, (G3.3-1)
C C

Der Durchflutungssatz in seiner allgemein giltigen Form (G3.3-1 links) wird fur die
spezielle Geometrie von Bild G3.3-1 vereinfacht. Die geschlossene Kurve C wird identisch
mit der gestrichelten Feldlinie gewahlt, so dass der differentielle Tangentenvektor dS stets

parallel mit dem Vektor H ist. Daher wird das Skalarprodukt H -ds durch ein gewohnliches
Produkt H -ds ersetzt. Das Feld in den einzelnen Jochabschnitten mit den Langen I;, i =1 ... n
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(Bild G3.3-1: n = 6 Abschnitte inklusive Luftspalt) ist nahezu homogen, daher wird das
Integral durch eine Summe ersetzt. In Bild G3.3-1 sind N = 4 Spulenwindungen gegeben:
@=N-1=4-1. Der Strom fliet in die Flache Ac hinein. Das zugehdrige Magnetfeld
umkreist die Durchflutung im Rechtsdrehsinn (positive Feldrichtung, Rechtsschrauben-
bzw. Rechte-Hand-Regel). Dies ist eine willkirliche, aber allgemein eingehaltene
Zahlrichtung. Wegen den geschlossenen B-Feldlinien ist bei Vernachldssigung von aus dem
Eisenkreis austretenden Streufeldern der magnetische Fluss @ in jedem Querschnitt A des
Eisens konstant.

®=[B-dA~B-A (G3.3-2)
A
Eisenkern
Kurve C
A 7
| ' I
| |—_—-{|—»———*“°
A TN
| =]
| C/(<
: <*;\Spule
| [
| —»
L____ | B ___ ]

Bild G3.3-1: Eisenjoch mit Luftspalt und Erregerspule: Im Luftspalt soll eine magnetische Flussdichte B erregt

werden. Gestrichelt: Idealisierte Feldlinie von B (geschlossene Kurve C). Die Grof3e von B (Vektorfeld) variiert
ortsabhangig nach Betrag, Richtung und Orientierung.

G3.4 Verstarkung von Magnetfeldern durch Eisen (magnetisches Werkstoffgesetz)

Im Luftspalt ist die Flussdichte B zur Feldstérke H tiber x4 direkt proportional.

B = soH (G3.4-1)
Eisen besteht aus vielen kleinen "Elementarmagneten” (WEISS sche Bezirke), die sich im H-
Feld der Spule parallel zu dieser Feldrichtung ausrichten und so ein eigenes resultierendes
Magnetfeld J erzeugen. Diese zusétzliche Flussdichte J (magnetische Polarisation) verstarkt
das H-Feld der Spule zur resultierenden magnetischen Flussdichte B (siehe Kap. G2.3).
B=pogH+J=pu-H> puy-H (G3.4-2)
Diese "spontane™ Magnetisierbarkeit (“Ferromagnetismus™) besitzen Eisen, Nickel,
Kobalt und die HEUSLER-Legierungen. Oberhalb der CURIE-Temperatur (Eisen: 744 °C)
erlischt diese spontane Magnetisierbarkeit. Da die Isolierwerkstoffe der Erregerspule schon ab
ca. 180 ... 240 °C zerstort werden, ist die CURIE-Temperaturgrenze i. a. irrelevant. Wenn alle
"Elementarmagnete™ parallel zum &ufReren H-Feld ausgerichtet sind, ist der Maximalwert von
J (Sattigungpolarisation Js) erreicht. Dieser Sattigungseffekt tritt bei Eisen ab ca. 1.7 T auf.
Die Permeabilitdt x ist daher bei kleinen Werten von B grof} (“‘ungesattigt”, u = ca.
500010,), und nimmt mit steigenden B-Werten ab, um im Grenzfall z zuzustreben
(vollstandige Sattigung).

Bild G3.4-1 zeigt mit Kurve 1 qualitativ die B(H)-Abh&ngigkeit von Eisen. Nach dem
Abschalten des Spulenstroms | verschwindet wegen (G3.3-1) das H-Feld, aber es verbleibt
eine Restpolarisation Jg, da nicht alle "Elementarmagnete” sich beliebig regellos im Eisen
ausrichten. Diese Remanenzflussdichte Br = Jg ist bei Eisen klein. Erst durch Anlegen eines
negativen Felds —gHc = —Hc ("Koerzitivfeldstarke™) wird B als resultierendes Feld Null. Die
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so entstandene B(H)-Schleife heil3t Hysteresekurve (hysteresis (gr.): Nachhinken, da B dem
H "nachhinkt™). Die Flache unter der B-H-Kurve ist ein Mal} flr die im Eisen umgesetzte
Waérme durch innere Reibung der "Elementarmagnete™ beim Ummagnetisieren, also beim
Durchfahren eines vollen Zyklus von +Hmax auf —Hmax und wieder zuriick zu +Hpax, etwa
wenn | ein Wechselstrom ist (Hystereseverluste Pyys). Bei Eisen sind Bg und Hc klein, so
dass die Schleife schmal ist und die Hystereseverluste klein sind (**weichmagnetischer
Werkstoff''). Bei Permanentmagneten ist die Hysterese-schleife durch geeignete
Werkstoffwahl stark vergrofert, so dass z. B. bei NdFeB eine Remanenzflussdichte Bg 2ooc =
Jr2occ = 1 ... 1.3T und eine Koerzitivfeldstirke Hc = 900 ... 1000 kA/m moglich ist
("hartmagnetischer Werkstoff", Bild G3.4-1, Kurve 2). Die Permanentmagnete werden
nicht ummagnetisiert, sondern dienen zur Erzeugung von magnetischen Gleichfeldern z. B. in
Gleichstrommaschinen oder im Polrad von Synchronmaschinen. Fir die Permanentmagnete
interessiert nur der Arbeitsbereich mit positiver Flussdichte B unter dem Einfluss
entmagnetisierender (negativer) auf3erer Felder H, also der zweite Quadrant der B(H)-Schleife
(Bild G3.4-2). Die gleichzeitig hohen Werte von Bg und gHc erklaren, warum Selten-Erd-
Magnete trotz ihrer relativ hohen Anschaffungskosten immer weitere Verbreitung finden.

T
P 1,2
// 0.8
// // 1
4 3
/‘/ //‘ 0.4
A /2/
A — 1/ 0

-6 -4 -2 0

kA/cm
Bild G3.4-1: Weichmagnetische (Kurve 1), Bild G3.4-2: B(H)-Kennlinien von Permanentmagneten
hartmagnetische (Kurve 2) im zweiten Quadranten der B-H-Ebene

1: Al-Ni-Co-Magnet, 2: Ba-Ferrit,
Selten-Erden-Magnete: 3: Sm,Co47, 4: NdFeB

Beispiel G3.4-1:

Berechnung eines einfachen magnetischen Eisenkreises

Ungesattigtes Eisen: ¢ = 500044, Geometrie wie Bild T1.3-1; die Eisenabschnitte weisen stets
denselben Querschnitt A auf. Da u groB ist, verlaufen die Feldlinien von B (bis auf den
Luftspaltbereich) ganzlich im Eisen. Der magnetische Fluss @ im Eisenkern ist konstant.
Daher ist die magnetische Flussdichte B im Eisen (Index Fe) und im Luftspalt (Index o)
gleich groR.

Bre =@/ A=B; (G3.4-3)
Die magnetische Feldstarke ist geméaR (G3.4-1, G3.4-2) im Luftspalt: Hs = 5 im Eisen
Ho
B B H
Hepe=—2 =20 =_—3 «cH; . 4-4
Fe P 4 5000 d (G3 )

Im Eisen ist die magnetische Feldstarke He nahezu Null, da das Feld B hauptsachlich durch
den Beitrag J der "Elementarmagnete” aufgebracht wird. Der Durchflutungssatz erlaubt auf
Grund der hier gewahlten einfachen Geometrie die Unterscheidung von nur zwei Abschnitten:
Eisen (Lange sre) und Luft (Weite o).
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Die einzelnen Beitrdge V zur Gesamtdurchflutung NI heilen in Analogie zum elektrischen
Kreis ""magnetische Spannungen™ (Einheit: A!). In der Regel ist der Luftspalt & deutlich

kleiner als die Lange der Kurve C im Eisen Sg, z.B. d/Sge = 1/100. Daher ist das Verhaltnis
der magnetischen Spannungen im Luftspalt und Eisenkreis klein: 0.02.

Ve =(BFe'SFe]/(BS'5J= Spe o _ 1001 )
Vs Hre Ho - pge  1-5000

Fazit:

Die magnetische Spannung im Eisen ist im ungeséattigten Fall trotz des langeren
Wegabschnitts sg. der Kurve C somit vernachlassigbar. Es muss nur die Luftspaltweite ¢von
der Erregerspule magnetisiert werden.

Fir z. B. Bs = 1 T bei einem Luftspalt 6= 3 mm ist der Erregerbedarf ®= 2390 A.

Bs ~ ”O'T'\H (G3.4-6)
—7
Bs=1T='u05@=4ﬂ 107" Vs/(Am)- @ CO-N-l= 1-0.003

0.003m 41077

=2390A

Fazit:

Die Erregerspule kann mit N = 100 Windungen ausgeristet werden, was einen Strombedarf
(Gleichstrom) I = 23.9 A ergibt, oder z. B. mit N = 250 Windungen bei einem Strombedarf
von | =9.56 A (freie Wahl der Windungszahl!).

G3.5 Das FARADAY sche Induktionsgesetz

|
NN
v

AN

S /
% B

Bild G3.5-1: Leiterschleife (Ns = 1 Windung) im Luftspalt eines Magnetkreises (Spulenfliche A = b - I,
angeschlossenes Voltmeter), N Windungen der Erregerspule, Erregerstrom |

a) Ruhinduktion

In dem Luftspalt des Magnetkreises Bild G3.5-1 befindet sich eine Spule mit Ny Windungen.
Die Spulenflaiche A=Db-1 ist gleich groR gewé&hlt wie der Jochquerschnitt des Eisens. Der
Erregerstrom in der Erregerspule sei zeitlich veranderlich: | = i(t). Auf Grund von Abschnitt
G3.4 andert sich die Luftspaltflussdichte zeitlich in gleicher Weise Bs(t) ~ i(t). Flr tre — o
gilt exakt:

Bs(t) =ug -N-i(t)/o. (G3.5-1)
Gemal (G3.3-2) éandert sich der von der Luftspaltspule umfasste Fluss gleichfalls:

(t) = Bs(t) A
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Das FARADAY sche Induktionsgesetz (G3.5-2) besagt, dass in der Luftspaltspule eine (als
auflen an den Klemmen wirksame) elektrische Spannung u;(t) induziert wird, die je Windung
der negativen zeitlichen Anderung des mit jeder Windung verketteten Flusses entspricht. Weil
die Luftspaltspule relativ zum Magnetkreis ruht, spricht man von "Ruhinduktion®. Auf
Grund der Serienschaltung der einzelnen Windungen wird an den Spulenklemmen eine Ns-
mal so groRBe Spannung gemessen. Die GroRe Ng-@ =% heilit "Flussverkettung".

do@)  de@)
dt  dt

Ui (t) = —N; (G3.5-2)

b) Bewegungsinduktion
Eine zeitliche Anderung des mit der Luftspaltspule verketteten Flusses kann auch dadurch

erreicht werden, dass bei zeitlich konstantem Luftspaltfeld Bs die Spule z. B. seitlich nach
links aus dem Luftspalt gezogen wird. Dann andert sich die Flache A(t) innerhalb der Spule,
durch die die magnetische Flussdichte (im Bild G3.5-2a entgegen dem Normalenvektor dA)
hindurch tritt: @(t) =—B;-dA(t) (Bild G3.5-2a).

Hxi,
Bs(t),8Bs,/0t, d¥/dt ds’ @ﬂz,
a5 2
§ - — | o0 |leg
S up o By 1
?1 ;4 C A ©9 Ju(é)
| , v
C @<_/b

a) b)

Bild G3.5-2: Bewegte Leiterschleife von Bild G3.5-1, Aufsicht, bewegungsinduzierte Spannung

Wird die Luftspaltspule seitlich mit z. B. konstanter Geschwindigkeit v aus dem Luftspalt
gezogen, so nimmt die Flache A(t) gemal (G3.5-3) ab.

A)=(-v-t)-I (G3.5-3)
Mit (G3.5-2) folgt, dass trotz zeitlich konstanten Magnetfelds B eine induzierte Spannung u;
im Voltmeter von Bild G3.5-1 von 2 nach 1, Bild G3.5-2, gemessen wird.

ui(t)z—Ns-%:—Ns-(—BS-%):—NS-v-85-| (G3.5-4)

Diese ""Bewegungsinduktion™ (Luftspaltspule bewegt sich relativ zum Magnetfeld) lautet
allgemein formuliert: In einem elektrischen Leiter mit der Lange |, der in einem Magnetfeld
B mit der Geschwindigkeit V bewegt wird, tritt eine bewegungsinduzierte elektrische
Feldstarke E, =V x B auf. Sie wird in Bild G3.5-2b von 2 nach 1 gezahlt und ist im Beispiel
negativ. Mit der an den Klemmen von 2 nach 1 messbaren Spannung u gilt mit dem
Spulenwiderstand R und dem Spulenstrom i (positiv gezéhlt in Richtung von dS in Bild
G3.5-2a) u+u; =R i.

Bei Leerlauf (i = 0) ist die gemessene Leerlaufspannung u wegen u+u; =0=u =—-u;. Sie
wird in Bild G3.5-2b von 2 nach 1 positiv gezahlt. Im Beispiel von Bild G3.5-2b ist sie wegen
der positiv aufgeladenen Klemme 2 positiv, was zu u=-u; >0 passt, da u; im Beispiel von 2
nach 1 negativ ist. Die induzierte Spannung ist maximal, wenn B, v und die Leiterachse

zueinander rechte Winkel aufweisen. Ein rechter Winkel zwischen v und B fiihrt auf
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E, =VxB; T1ds = E, =v-B; in Richtung ds . (G3.5-5)
| |

E, und dS parallel: u; = [Ep -dS =[E,-ds=E,-1=v-B;-1 von 1 nach 2 (G3.5-6)
0 0

In (G3.5-6) wird angenommen, dass sich E, entlang der Leiterldnge | nicht &ndert. Bei N
Windungen ergibt sich mit B = Bs in Ubereinstimmung mit (G3.5-4) von 2 nach 1:

U =—Ng-v-Bg-I . (G3.5-7)
Fallweise wird die induzierte Spannung u; als in der Spule wirksame ,,innere” Spannung
(Quellenspannung oder Urspannung ug =-Uu;) aufgefasst, so dass bei Leerlauf die

Klemmenspannung von 2 nach 1 u=ugy=-u; ist. Sie wirkt wegen uy=-u; im Spulen-

inneren GEGEN die induzierte Feldstarke E, (Bild G3.5-2b). Diese Spannung up ist analog
zur Batterie definiert, wo die Quellenspannung U, ebenfalls entgegengesetzt zum elektro-
chemisch erzeugten E-Feld positiv gezahlt wird. Haufig wird diese ,,innere* Spannung (etwas
inkorrekt) als induzierte Spannung bezeichnet, also uy ="u;". Wir werden dies meist so

verwenden, aber jeweils hinweisen, dass u; dann als ,,innere* Quellenspannung gemeint ist.

G3.6 Die elektromagnetische Kraft

Das LORENTZ'sche Kraftgesetz besagt (siehe Abschn. G2.3), dass auf einen
stromdurchflossenen Leiter mit der Leiterlange I, dem (differentiellen) Leiterrichtungsvektor

ds und dem Strom 1, der sich in einem Magnetfeld B befindet, eine Kraft F (LORENTZ-

Kraft) ausgeiibt wird, deren Richtung im rechten Winkel zu der von ds und B aufgespannten
Ebene liegt.

F=[1-(dsxB) (G3.6-1)
|

Die Kraft F (G3.6-1) ist maximal, wenn das B-Feld und die Leiterachse (Richtung von I)
zueinander rechte Winkel aufweisen. In (G3.6-2) ist angenommen, dass sich B entlang der
Leiterlange I nicht andert.

|
Rechter Winkel zwischen dSundB: F =[1-(dSxB)=[1-B-ds=1-B-I (G3.6-2)
| 0

In Bild G3.6-1 ist das LORENTZ sche Kraftgesetz auf die Luftspaltspule von Bild G3.5-2
angewendet (Strom Ig: Spulenstrom), wobei die induzierte Spannung u; als ,,innere” Quellen-
spannung gegen die Richtung E, =Vx B eingetragen ist. Bei Ns Windungen liegen N Leiter
im Magnetfeld, so dass die Gesamtkraft auf die Spule Ns-mal so groR ist wie in (G3.6-2).

F =N l14B;s-I (G3.6-3
Mit der Dreifinger-Regel (Bild G3.6-2) wird die Richtung der Kraft ermittelt. Der Daumen
zeigt in Richtung der Ursache (Stromfluss), der Zeigefinger in Richtung des Felds
(Vermittlung zwischen Ursache und Wirkung), der Mittelfinger in Richtung der Wirkung
(Kraft) — "UVW-Regel™. In Bild G3.6-1 ist die Richtung von v und B stets gleich, folglich
auch die Richtung der bewegungsinduzierten ,,inneren* Spannung U;. lhre Richtung wird
ebenfalls mit der UVW-Regel bestimmt: Ursache v, Vermittlung B, Wirkung Ey, ,,innere*
Spannung u; entgegen Ep positiv gezahlt. In Bild G3.6-1a flieRt der Strom gegen die u;-
Richtung (Generator). Die Kraft F ist entgegen v gerichtet und bremst den Leiter. In Bild
G3.6-1Db flieRt der Strom in die u;-Richtung (Motor). Die Kraft F ist in v—Richtung gerichtet
und treibt den Leiter an.
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Bild G3.6-1: Bewegter Leiterabschnitt der Bild G3.6-2: Dreifinger-Regel fur das LORENTZ sche
Luftspaltspule von Bild G3.5-1 im Magnetfeld Kraftgesetz (,,UVW-Regel*)

a) Generator (bremsende LORENTZ-Kraft),
b) Motor (antreibende LORENTZ-Kraft)

Diese Kraftwirkung kann unmittelbar aus dem B-Feldlinienbild verstanden werden (Bild
G3.6-3). Das Fremdfeld (Homogenfeld) ist von unten nach oben orientiert (unten N-Pol, oben
S-Pol). Der Strom flieBt aus der Zeichenebene auf den Betrachter zu und erregt ein
kreisformiges Feldlinienbild, dessen Richtung im Gegen-Uhrzeigersinn orientiert ist
(Rechtsschraubenregel). Die Uberlagerung beider Felder ergibt das resultierende B-Feld, das
links vom Leiter Kleiner als rechts vom Leiter ist. Die Feldlinien durfen in ihrer Wirkung wie
"elastische  Gummischnure" aufgefasst werden (MAXWELL scher Zug), die sich nach
Maoglichkeit verkirzen wollen und daher auf den Leiter eine nach links gerichtete LORENTZ-
Kraft ausuben. Zu demselben Ergebnis kommt man auch mit (G3.6-2) und der UVW-Regel.
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Bild G3.6-3: B-Feldlinienbild und Lorentz-Kraftwirkung nach links auf einen stromdurchflossenen Leiter im
Fremdfeld. Links die beiden Einzelfelder, rechts deren Summenfeld.

G3.7 Magnetflisse und Induktivitaten

a) Magnetflusse

Reale Magnetfelder in Luft sind — abgesehen von der stets geschlossenen B-Feldlinienform —
relativ kompliziert verteilt, wie das Feldbild eines Permanentmagnet-Stabmagneten in einer
Zylinderspule zeigt (Bild G3.7-1a). Einzelne Windungen der Spule sind mit einer unter-
schiedlichen Anzahl von Feldlinien verkettet, so dass die Flussverkettung % von Windung zu
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Windung variiert. Bei Verwendung der feldverstarkenden Wirkung des Eisens bildet sich das
Magnetfeld nahezu zur Génze im Eisen aus (*'gebundelter Fluss™: Hauptfluss @). Nur ein
kleiner Anteil der Feldlinien schlief3t sich in der Luft (Streufluss @ , Bild G3.7-1b). Jede
einzelne Windung der Erregerspule (schraffierter Querschnitt) ist mit dem gesamten Haupt-
und Streufluss verkettet. Da nur der Hauptfluss im Luftspalt z. B. zur Spannungsinduktion in
der eingezeichneten Luftspaltspule genutzt werden kann, soll der Streufluss moglichst klein
sein (kleine Streuziffer o = @ /dy,).
D

a0 <1 (G3.7-1)
— & T .
L1 § %.cpcr
2 o) -

Bild G3.7-1: Magnetflusse: a) Permanent-Stabmagnet in einer Zylinderspule: Deren einzelne Windungen sind in
unterschiedlichem AusmaR mit dem Feld verkettet. b) Schematische Aufteilung des Gesamtflusses in Hauptfluss
@, und Streufluss @;, erregt von der Erregerspule.

b) Induktivitaten
Die N Windungen der Erregerspule (Bild T1.7-1b) sind mit Haupt- und Streufluss verkettet:

- Hauptflussverkettung: ¥, = N - @,,, Streuflussverkettung: ¥; =N - @, . (G3.7-2)
Die Luftspaltspule (Ns Windungen) ist nur mit dem Hauptfluss verkettet:
- Hauptflussverkettung: #, ns = Ng - @y, (G3.7-3)

Wird die Erregerspule mit Wechselstrom i(t) (Frequenz f) gespeist, so pulsieren wegen
B ~i(t) auch die Flusse und damit die Flussverkettungen. Gemal dem Induktionsgesetz wird

die Spannung uj s in der Luftspaltspule induziert (Gegeninduktion, da das induzierende Feld
von einer anderen, ndmlich der Erregerspule erzeugt wird). Dies fuhrt zum Begriff der
Gegeninduktivitat M.
d ¥\t @ i
Ui ns :_M:_Ns .MZ_M i)
dt dt dt

# N.@, NBsA Ni

= Ns s Th s NG - AL D _|/5=NS-N-yO-§:NS-N-Ah (G3.7-5)
[ i i i

In der Erregerspule wird die Selbstinduktionsspannung u; y induziert (Selbstinduktion, da das

induzierende Feld von der Spule selbst erregt wurde). Die zugehdrige Selbstinduktivitat L

besteht aus den Komponenten Haupt- und Streu-Selbstinduktivitét Ly, und L.
’ dt dt dt

L= o _ N(¢h_+¢c) _NBA NP _ 2 A AN A =L 4L, (G3.7-7)

(G3.7-4)

M

(G3.7-6)

i i i i
Die Selbstinduktivitdt ist proportional zum Quadrat der Spulenwindungszahl, die
Gegeninduktivitat proportional zum Produkt der Windungszahlen der verketteten Spulen.
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G3.8 Ummagnetisierungsverluste

Bei Wechselstromspeisung der Erregerspule pulsiert der Hauptfluss @, mit derselben
Frequenz f wie der Erregerstrom i. Nicht nur in der Luftspaltspule Bild G3.8-1a, sondern auch
im Eisenjoch wird eine Spannung induziert, da auch das Eisenjoch mit dem Hauptfluss
,verkettet" ist. Im elektrisch leitfadhigen Eisen flieBen daher Strome auf in sich geschlossenen
Strombahnen (Kreis- oder Wirbelstrome), die OHM sche Verluste im Eisen verursachen
(Wirbelstromverluste Pg). Wenn das Eisenjoch aus einzelnen gegeneinander isolierten
Blechen geringer Dicke geschichtet wird, so werden diese Strombahnen wirkungsvoll
unterbrochen. Es kénnen nur noch sehr kleine Wirbelstrome in jedem Blech flieRen, die umso

geringer sind, je diinner die Blechdicke ist. .

2,4

——
[s9}

|+ (1)b)

P e Y
1,6 ///
12 (1) 2)

[

~
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., i
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Bild G3.8-1: a) In das elektrisch leitfahige Eisenjoch wird durch den veranderlichen Fluss @, eine Spannung
induziert, die Wirbelstrome (Kreisstrome) im Eisen treibt. b) Gleichstrom-Magnetisierungskurven B(H),

Hystereseschleife vernachléssigt: (1) warmgewalztes Elektroblech, 0.5 mm dick, vig = 3 W/kg; (2) kaltgewalztes,
kornorientiertes Blech, 0.35 mm dick, Vorzugsrichtung, vy, = 0.45 W/kg.

Die Summe aus Wirbelstromverlusten Pg und Hystereseverlusten Py heillt Ummagnet-
isierungsverluste ("Eisenverluste™) Pge. Die Verluste werden z. B. bei B =1 T Amplitude und
f = 50 Hz Frequenz in speziellen Gerdten (EPSTEIN-Rahmen) gemessen und je 1 kg Masse
als Verlustziffer vip in W/kg vom Blechhersteller angegeben. Zusétzlich zur Schichtung von
Eisenkreisen aus Blechen kann die spezifische elektrische Leitfahigkeit der Bleche durch
Beimengung von Silizium herabgesetzt werden, um die Wirbelstromverluste zu verringern
(""Dynamo- oder Elektroblech™, Bild G3.8-1b, Kurve 1). Allerdings sinkt dadurch auch die
Permeabilitat x etwas. Beim Magnetkreis von Bild G3.8-1a, aber auch bei Transformatoren,
ist die Richtung der Feldlinien stets parallel zu den Eisenjochléngsrichtungen. Fur diese
Blechkorper wurden kaltgewalzte Bleche in den USA entwickelt, so dass in Walzrichtung die
"Elementarmagnete™ bevorzugt angeordnet sind. Daher ist in Blechlangsrichtung, also der
Walz- bzw. Vorzugsrichtung die Permeabilitdt 4 deutlich erhoht, in Querrichtung aber
deutlich verringert (*'kornorientiertes Blech™, Bild G3.8-1b, Kurve 2). Fir rotierende
elektrische Maschinen, wo die Feldrichtung in der Blechebene standig dreht, ist dieses Blech
daher nicht geeignet.
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G3.9 Elektrische Leistung

a) Effektivwert eines sinusférmigen Wechselstroms
An einem Leitungswiderstand R verursacht eine sinusférmige Wechselspannung (Frequenz f,

Kreisfrequenz @ =27 ) mit dem Momentanwert u(t)=U -sin ot den phasengleichen

Wechselstrom i(t) = I -sin wt = (U /R) -sin «t . Die elektrische Momentanleistung ist gemaR
Bild G3.9-1)

p(t)zu(t)-i(t):u () =Ri%(t) =u(t)- l(t)_A—2 -sin? (o) . (G3.9-1)

Bild G3.9-1: Momentanwerte von Spannung, Strom und Leistung an einem Ohm’“schen Widerstand

In Bild G3.9-1 sind u, i und p im Intervall einer Periode T =1/ f dargestellt. Der dort
ersichtliche Verlauf der Leistung wird durch die Umformung

o(t) = Ul -sin 2(t) = Uf . 1=€08(2et) _ ﬂ-u—z'cos(zwt)zm o_(t) (G3.9-2)

klarer ausgedriickt: Der Ausdruck p=UI/2 stellt eine von der Zeit unabhéngige Leistung

dar; sie wird durch die gestrichelte Gerade in Bild G3.9-1 dargestellt. Dieser konstanten
Leistung ist eine mit der doppelten Frequenz des Wechselstromes 2f periodische Leistung

AA

p-(t) = ——cos(2a)t) uberlagert. Fur die Praxis ist die Momentanleistung p(t) des Wechsel-

stromes meist belanglos. Es interessieren nur die mittlere Leistung p als Wirkleistung und
T

Arbeit des Stromes W :j p(t) -dt Gber so lange Zeit 7, dass diese mit vernachlassigbarem
0

Fehler einer ganzen Zahl von Perioden T gleichgesetzt werden kann.

W :j pt)-dt~p-r (G3.9-3)
Die mittlere Leistung p uber eine ganze Zahl von Perioden wird durch P in (G3.9-2)
— UI u I u 2
P=p-= = (G3.9-4)
22

angegeben, da die Lelstungskurve in Bild G3.9-1 oberhalb und unterhalb der gestrichelten
Geraden gleich grofle Flachen einschlielst. Die eingefthrten Abkirzungen U =U/2,

| =1/~/2 heiRen Effektivwert der Spannung und Effektivwert der Stromstarke. Sie
bedeuten die Spannung und Stromstérke jenes Gleichstroms, dessen Leistung P gleich der
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mittleren Leistung des Wechselstroms ist. Fir die Arbeit des Wechselstroms wahrend einer
ganzen Zahl N von Perioden T gilt gemaR (G3.9-3) W=P-NT=U-1-N-T.

Diese Arbeit kommt in Bild G3.9-1 als Flache unter der Leistungskurve p(t) zum
Ausdruck. Sie wird durch die im Bereich einer ganzen Zahl von Perioden gleich groRRen
Flachen unter der gestrichelten Geraden ersetzt. Der Effektivwert | einer sinusformig

veranderlichen GroRe i(t) ist der Sonderfall einer aus einer mittleren Leistung p ermittelten

ErsatzgroRRe einer allgemein periodischen Groéf3e i(t) (Periode T), deren Leistung an einem
Widerstand R gleich grol} ist wie die einer GleichgroRe I.

T T T
P:‘p:%jp(t)dt:%jiz(t)-R-dt:|2R = = /%jiz(t)-dt (G3.9-5)
0 0 0

Das Ohm’sche Gesetz fur Wechselgréfien wird mit den Effektivwerten U, | in der Form
U =R-1 geschrieben, obwohl es sich um zeitlich periodisch veranderliche GréRen handelt,
wenn ein Betrachtungszeitraum gemeint ist, der zumindest eine Periode umfasst und wenn nur
die mittlere im Widerstand umgesetzte Leistung P interessiert.

Fazit:

Unter dem Effektivwert einer Wechselspannung (eines Wechselstromes) verstehen wir jene
Gleichspannung (jenen Gleichstrom), die an einem Leitungswiderstand wahrend einer
ganzen Zahl von Perioden dieselbe Arbeit wie der Wechselstrom verrichtet.

b) Leistung und Arbeit des Wechselstroms

Wenn im Wechselstromkreis kapazitive und induktive Widerstande auftreten, weisen Strom
und Spannung im Allgemeinen eine Phasenverschiebung zueinander auf. Es sei der Strom
durch die Funktion i(t) = I'sin(«t) und die Spannung durch die Funktion u(t) =U sin( et + @)
gegeben. Im Zeitintervall dt wird gemall (G3.9-3) die differentiell Kkleine Arbeit
dW =u(t) -i(t) - dt verrichtet. Die Leistung im Zeitpunkt t ist p(t) =dW /dt =u(t)-i(t) . Wir
betrachten im Folgenden vier Sonderfélle.

Fall a) ¢ =0: An OHM"schen Widerstédnden R sind Strom und Spannung in Phase, also die
Phasenverschiebung zwischen ihnen Null. Der Verlauf von u(t), i(t) und p(t) (Bild G3.9-1)
zeigt: u und i stets gleiches Vorzeichen, also ist die Leistung p=u-i stets positiv. Die
Arbeit wahrend einer Periode ist W(T)=U-1-T und wird in W&arme umgesetzt. Diese
erhoht die Temperatur im Widerstand und die der umgebenden "Kuhl"luft.

Fall b) ¢ = -712: Beim kapazitiven Widerstand (idealer Kondensator) eilt der Strom der

Spannung um 90° vor (Verlauf von u(t), i(t) und p(t) in Bild G3.9-2). Der Phasenwinkel ¢
wird vom Strom zur Spannung gezahlt und ist bei Voreilen des Stroms NEGATIV.

Fall ¢) ¢ = 72: Beim induktiven Widerstand (ideale Magnetspule ("Drossel")) eilt der
Strom der Spannung um 90° nach. Der Phasenwinkel ¢ ist daher POSITIV.

Gemal Bild G3.9-2 wird im Fall b) wéhrend der Dauer einer Periode ebensoviel positive wie
negative Arbeit verrichtet; gleiches gilt fiir Fall ¢). Die mittlere Leistung und die Arbeit im
Verlauf einer ganzen Zahl von Perioden sind daher Null; der zugehorige Strom, der im
zeitlichen Mittel keine Arbeit verrichtet, hei3t wattloser Strom oder Blindstrom. Kapazitive
und induktive Widerstande werden daher Blindwiderstande genannt. Die zugehorige
Leistung mit dem Mittelwert Null wird als Pendelleistung zwischen Spannungsquelle und
Blindwiderstand mit doppelter Netzfrequenz 2f verlustlos ausgetauscht. lhre
Leistungsamplitude heif3t Blindleistung Q. Fur ¢ =+ /2 folgt
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p(t) =U sin(at + @) - I -sin ot =+ sin et - I - cosat = +UI -sin( 2at) = +Qsin( 2at)

T
— 1
PO == j p(t)dt =0 (G3.9-6)
0
ph P
. il p=u-i
p=ui H Ld
@ /" i B _ﬁ_:_P
™~ D= / I -
0 > ¢ 0 AN g
o) T /T ]
2 . T i
! 2
Bild G3.9-2: Momentanwerte von Spannung, Strom Bild G3.9-3: Momentanwerte von Spannung,
und Leistung an einem idealen Kondensator: ¢ = -90° Strom und Leistung an einer realen Spule (reale

Drossel): 0 < ¢ <90°

In realen Schaltungen treten stets auch OHM’sche Widerstande auf (z. B. leitfahige
Verbindungen wie Anschlussdrahte aus Kupferlackdraht zwischen Spannungsquelle und
Blindwiderstand), die zu einer in Warme umgesetzten elektrischen Leistung fuhren, was zu
Fall d) flhrt.

Fall d) O<@<x/2: Eine reale Spule besteht aus einem OHM’schen Widerstand der
Spulenwicklung und aus einer induktiven Komponente infolge der Selbstinduktion durch das
Spulen-Magnetfeld. Daher liegt der Phasenwinkel im Bereich 0 < ¢ < /2. Nach Bild G3.9-
3 Uberwiegt im Laufe einer Periode die positive Arbeit, und es wird Wirkleistung P in Wéarme
umgesetzt. Um diesen Mittelwert der Leistung pendelt die Momentanleistung mit dem
Wechselanteil p_(t). Dieser Wechselanteil kann in den Leistungsanteil mit der Amplitude Q
(bedingt durch den induktiven Anteil der Spule) und den Anteil mit der Amplitude P (bedingt
durch den Widerstand R) zerlegt werden.

p(t) =U sin( et + @) - 1 -sin @t =U - T -sin et - [sin ot - cosg + cosat -sin ¢

A A AA

p(t) = %-COSgD-(l—COSZ(ot)+U—2|-Sin @-sin 20t = P - (1—cos2at )+ Q - sin 2wt
p(t) =P+ p_(t) =Ulcose +Ul cos(2at —p) =P + S - cos(2at — @)

Momentanleistung: p(t) = P- (1 cos2at)+ Q- sin 2t (G3.9-7)
Wirkleistung: P=U -1 -cos¢ (G3.9-8)
Blindleistung: Q=U-1-sin¢ (G3.9-9)
Scheinleistung: S =P?+Q? =U - | (G3.9-10)

Mit den Zeigerdiagrammen aus Bild G3.9-4 wird Fall d) auf die Félle a), c) zurtickgefihrt:
Das Zerlegen des Spannungszeigers U in eine zum Stromzeiger | parallele Komponente Uy,
und eine dazu normale Komponente U, ergibt U, =U -sin ¢, welche eine Spannung mit der
Phasenverschiebung 90° darstellt, die zur Arbeit wéhrend einer Periode nichts beitragt (Blind-
komponente). Es folgt aus dem Zeigerdiagramm die Blindleistung U, -1 =Ul -sin ¢ =Q in
Ubereinstimmung mit (G3.9-9). Die Parallelkomponente ist eine Spannung ohne Phasen-
verschiebung (Phasenwinkel Null) gegenuber dem Strom: U, =U -cos¢. lhre mittlere
Leistung wéhrend einer Periode ist die mittlere Leistung (Wirkleistung) des Gesamtstromes
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U, -1 =Ul -cos =P in Ubereinstimmung mit (G3.9-8). Man kommt zum selben Ergebnis
mit einer Zerlegung des Stroms in eine parallel und normal zur Spannung wirkende
Komponente: I, =1-cosg, I, =1-singp, U1, =Ul-cosp=P,U-I,=Ul-sinp=0Q.

U
Up - U
I, !
% 4
> 1
a) Uy b) I,

Bild G3.9-4: Reale Spule (Drossel): Zwei gleichwertige Zeigerdiagramme zu Bild G3.9-3: a) Zerlegung der
Spannung, b) Zerlegung des Stroms in Wirk- und Blindkomponente.

c) Wattmeter zur Messung der elektrischen Leistung

Digitale elektronische Wattmeter (,,Multimeter*) bestimmen aus einem zeitlich beliebigen
Stromsignal i(t) (Strompfad) und einem zeitlich beliebigen Spannungssignal u(t)
(Spannungspfad), die an den Messeingédngen anliegen, mit einer vorgegebenen Mittelwert-
Zeit reine mittlere Leistung als Wirkleistung (G3.9-11). Speziell fur sinusférmige Strom- und
Spannungssignale konstruierte Wattmeter (z. B. analog arbeitende elektrodynamische
Wattmeter, die UOber Magnetkrafte zwischen ruhenden und drehenden Spulen auf ein

Zeigergerat arbeiten), ermitteln die Wirkleistung p(t) =UI - cos.

20 =2 [uica (63.9-11)
0

L1O

L2 O

Bild G3.9-5: Elektrische Leistungsmessung P an einer Spule L Uber ein Wattmeter (Multimeter)

Beachten Sie, dass ein Phasenwinkel nur zwischen sinusférmigen Signalen definiert ist.
Die Spannung an einer Schaltung, in der die in W&rme umgesetzte elektrische Verlustleistung
messtechnisch bestimmt werden soll, wird an die Spannungsklemmen (*'Spannungspfad'")
des Wattmeters angeschlossen, wéhrend die Stromzufuhr in die Schaltung Uber die
Stromklemmen (**Strompfad'*) des Wattmeters realisiert wird (Bild G3.9-5).

G3.10 Beispiel eines einfachen elektromechanischen Energiewandlers

Eine Spule mit Ny Windungen wird durch eine mechanische Kraft Fpec in einem Magnetfeld
Bs, das zwischen zwei Polen eines magnetischen Eisenkreises von einer Erregerspule (N
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Windungen, Erregerstrom 1) erzeugt wird, mit der Geschwindigkeit v bewegt. In die bewegte
Spule wird durch Bewegungsinduktion eine elektrische Spannung u; induziert, die bei
konstanter Geschwindigkeit v und rdumlich konstantem Feld Bs (Homogenfeld) eine
Gleichspannung U; ist (Bild G3.10-1).

U; =Ng-v-Bs-I (G3.10-1)
Wird die Spule (Ri: Spuleninnenwiderstand) mit dem Widerstand R belastet, so flieRt ein
Spulenstrom

I, =U; (R+R;) (G3.10-2)
GEGEN die Richtung der als ,,innere” Quellenspannung eingetragenen induzierten Spannung
U; und IN Richtung des &uReren Spannungsfalls U am Widerstand R (Bild G3.10-2a).

I
T ®
| :
R =" ""; N
N, [ o0 |lo
S e 1
1 L —
b 94 Al @O 9
b =
a) b) o~

Bild G3.10-1: Einfacher elektromechanischer Energiewandler: a) Eine Spule (Windungszahl N;) wird durch eine
mechanische Kraft F.. in einem Magnetfeld B, das zwischen zwei Eisen-Polen von einer Erregerspule

(Windungszahl N) erzeugt wird, mit der Geschwindigkeit v bewegt. b) In die bewegte Spule wird iiber E =V x B
eine elektrische Spannung induziert (hier eingetragen als ,,innere” Quellenspannung u;), so dass bei Belastung
der Spule mit einem Widerstand R ein Strom | flieRen kann. Es wird die mechanische Leistung F. "V der Spule
in elektrische Leistung R ‘| 2 umgewandelt; die bewegte Spule wirkt als elektrischer Generator.

Es tritt eine bremsende LORENTZ-Kraft

F=Ng-l14B;s-I (G3.10-3)
an der Spule auf (Bild G3.10-2b). Um die Bewegung der Spule mit konstanter
Geschwindigkeit v aufrecht zu erhalten, muss daher stdndig eine mechanische Kraft Fpe. = F
entgegen der Richtung von F aufgebracht werden. Von dem die Spule antreibenden
mechanischen Antriebssystem wird der Spule die mechanische Leistung

Prmec = Fmec V= Pin (G3.10-4)
zugefhrt, die in elektrische, ,,innere“ Leistung P; umgewandelt wird. Abgegeben wird die
elektrische Leistung Poyt an den Belastungswiderstand R.

Pn=Fn-v=F-v=Ng-I;-1-Bsg-v=1I;-(Ng-v-Bs-1)=15-U; =P, (G3.10-5)
R-U?
P =R.-12=—""“1 _ G3.10-6
out s (R+ Ri)2 ( )
Das Verhaltnis von abgegebener zu zugefihrter Leistung ist der Wirkungsgrad 7.
P R (G3.10-7)
Pi Ri +R '

Beispiel G3.10-1:

Zahlenwerte zum einfachen elektromechanischen Energiewandler:

Spule: Ng = 5, Magnetfeld Bs= 1.2 T, Geschwindigkeit v = 100 m/s = 360 km/h, Lange der
Spulenseite | =0.5m, Rj =0.1 Ohm, R =1 Ohm:
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U; =Ng-v-Bs-1=5-100-1.2:05=300 V, I, =U; /(R+R;)=300/(0.1+1) = 272.73 A,

F=Ng-I¢Bs-1=5-272.73.1.2-0.5=818.18N,

Prec = Finee -V = P, =818.18-100 =81818 W .

Kontrolle: P,, =P = 1U; =272.73-300 =81818 W, P, = RIZ =1.272.73% = 74382 W,
_ Pour _ 74382

=0.909 bzw. 7=

- =0.909.
P, 81818 0.1+1

Rj Is

ET

-/
O
=)
g o
c

"

a) b)

Bild G3.10-2: a) Elektrisches Ersatzschaltbild der bewegten Spule als Generator, induzierte Spannung U; als
minnere* Quellenspannung, b) bremsende LORENTZ-Kraft auf die stromdurchflossenen Leiter im Magnetfeld

G3.11 Zahlpfeilsysteme

Fasst man den Energiewandler als Black-Box auf, so kann gemé&R Bild G3.11-1a) bei
positiver an den Klemmen anliegender Spannung U ein IN den Wandler flieRender Strom
positiv gezéhlt werden. Dann ist auch die zugefiihrte elektrische Leistung P =U -1 positiv zu
zdhlen. Sie wird dem Wandler zugefihrt; er "verbraucht" diese Leistung. Dieses
Zahlpfeilsystem heilt *"Verbraucher-Zahlpfeilsystem™, weil die vom Wandler
aufgenommene elektrische Leistung positiv gezahlt wird. In gleicher Weise wird die vom
Wandler abgegebene mechanische Leistung positiv gezahlt.

| I
—4——o o——4—
Pe}— lU Ul <|—P
a) b)

Bild G3.11-1: Positive Strom-, Spannungs- und Leistungsflussrichtung, a) Verbraucher-Zahlpfeilsystem, b)
Erzeuger-Zahlpfeilsystem

Beispiel G3.11-1: Elektromotor, VZS:

Ein Elektromotor nimmt elektrische Energie auf und wandelt sie in mechanische Energie um.
Er ist ein elektrischer Verbraucher.

Elektromotor: Nennleistung = mechanische Abgabeleistung: 10 kW, Wirkungsgrad: 0.9

- Zugefuhrte elektrische Leistung: P; =10/0.9 =11.1kW >0

- Abgegebene mechanische Leistung: P, = 10 kW >0

- Verluste im Motor: P4=P; -P,=11.1-10=1.1kW>0

Beispiel G3.11-2: Elektrischer Generator, VZS:

Ein Generator nimmt mechanische Energie auf und wandelt sie in elektrische Energie um. Er
ist ein elektrischer Erzeuger.

Lichtmaschine im Auto: Nennleistung = el. Abgabeleistung: 750 W, Wirkungsgrad: 0.7

- Abgegebene elektrische Leistung: P; =-750 W < 0
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- Zugefiihrte mechanische Leistung: P, = -750/0.7 = -1071W <0
- Verluste im Generator: Pq = P; — P,=-750 —(-1071) =321 W >0

Die Verluste sind "verbrauchte” Leistung und daher im VZS stets positiv. Wird umgekehrt ein
AUS dem Wandler flieRender Strom positiv gezéhlt, so ist auch die zugehorige, vom Wandler
abgegebene elektrische Leistung P positiv ("Erzeuger-Zahlpfeilsystem”, EZS). In dieser
Vorlesung wird bevorzugt das Verbraucher-Zahlpfeilsystem (VZS) verwendet.
Elektrische Verbraucher wie Heizwiderstdnde, Elektromotoren, Batterien im Ladezustand,
etc. nehmen im VZS positive Wirkleistung (P > 0) aus dem Netz auf.

Elektrische Erzeuger wie Generatoren, Batterien im Entladezustand, energieliefernde Brenn-
stoffzellen etc. nehmen im VZS negative Wirkleistung aus dem Netz auf (P < 0); sie liefern
Wirkleistung ins Netz.

In gleicher Weise ist im VZS bei sinusférmig verdnderlichen Strom und Spannung der
kapazitive Strom der Spannung um 90° voreilend und die zugehérige Blindleistung negativ,
im EZS der Strom um 90° nacheilend und die Blindleistung positiv. Im VZS ist der induktive
elektrische Strom der Spannung um 90° nacheilend und die zugehdrige Blindleistung positiv,
im EZS der induktive Strom um 90° voreilend und die Blindleistung negativ.

Beispiel G3.11-3: Energiewandler von Bsp. G3.11-1 im Verbraucher-Zahlpfeilsystem:
Der Energiewandler arbeitet als Generator, daher ist bei positiver Geschwindigkeit v und
positivem Feld Bs die Spannung U; positiv (Tab. G3.11-1), aber der Strom gemal Bild 1.5a
im VZS negativ: Is = -272.73 A, ebenso P, =—-81818 W und P,, =—-74382W.

Generatorischer Betrieb \ Motorischer Betrieb
v>0,Bs>0=U;>0
<0, v>0 Is>0, v>0
P =U;l; <0 P =Uil,>0
Pout <0 Pot>0
Pm:Pin<0 Pm:P|n>O
Is-v-Ebene: 2. Quadrant Is-v-Ebene: 1. Quadrant
Tabelle G3.11-1: Generatorische und motorische Energiewandlung im Verbraucherzahlpfeilsystem
AV
Generator Motor

=IS

/0
/Motor/ Generator

Bild G3.11-2: Vier-Quadrantenbetrieb: Verbraucher-Zahlpfeilsystem (VZS):
v>0,1,>0undv<0, Iy <0: Motor v>0,ls<0undv<0, ly>0: Generator

Bei Umkehr der Stromrichtung (Stromzufuhr aus einer externen Spannungsquelle,
Vorzeichenumkehr bei Is) wirkt die LORENTZ-Kraft in Richtung der Spulenbewegung und
bewegt sie daher (MOTOR-Prinzip). In der Ils-v-Ebene kann Generator- und Motorbetrieb
durch Einteilung in "Quadranten™ dargestellt werden. Bei negativer Geschwindigkeitv<0 (=
umgekehrte Bewegungsrichtung) konnen ebenfalls motorischer und generatorischer Betrieb
der Spule eingestellt werden (3. und 4. Quadrant).

Beispiel G3.11-4:
Gleichspannungsquelle Uy mit Verbraucher R, (Bild G3.11-3a):
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Uy

Kurzschlussstrom, also R, = 0: 1, =U,/R;, Laststrom: | = ,
Ri + Ra

bezogener Laststrom: i=1/1,,

Lastspannungscharakteristik: U =Uqy—1-R; =Uq-(1-1/1)=Uq-1-1)=U(i),
Abgabeleistung: Py =U -1 =Ugly -(1-1)-i,

Wirkungsgrad: 7=PF,;;/Pr=U -1)/(Ug-1)=U/Uy=1-i = Py, =Uply-n-1-7n)
Den Verlauf von Lastspannung, Wirkungsgrad und Abgabeleistung in Abhangigkeit des auf
den Kurzschlussstrom bezogenen Laststroms zeigt Bild G3.11-3b.

Bsp. G3.11-4 kennzeichnet die unterschiedlichen Arbeitsbereiche der el. Energietechnik und
der Nachrichtentechnik. Wenn die Spannungsquelle Uy mit dem Innenwiderstand R; als
elektrisches Netz betrachtet werden, dann muss der Einsatzbereich der Energietechnik bei
maoglichst geringem Innenwiderstand R; << R, erfolgen, um einen hohen Wirkungsgrad
zwischen Generatorklemme und Endnutzer zu erzielen (Bild G3.11-4). Dadurch ist aber die

bei Kurzschluss auftretende Netzkurzschlussleistung Uyl =US/R; viel hoher als die

genutzte Leistung und zerstorerisch groBR. Netzkurzschlisse mussen somit vermieden oder
durch schnelle Leistungsschalter sicher abgeschaltet werden. In der Nachrichtentechnik ist das
oberste Ziel die verzerrungsfreie und damit unverfalschte Ubertragung einer Nachricht. Da
auf dem Weg vom Sender (Spannungsquelle Ug) zum Empfanger (R;) eine Abschwachung
des Signalpegels (Widerstand R;) erfolgt, so dass dieser im Stérungsrauschen des
Nachrichtenkanals unterzugehen droht, muss bei gegebener Sendeleistung eine mdglichst
hohe Empfangsleistung Po,: angestrebt werden (,,Leistungsanpassung™ Rj = Ry)! Dass dabei
nur ein kleiner Wirkungsgrad von 50 % erreichbar ist, ist wegen der im Vergleich zur
Energietechnik deutlich kleineren Sendeleistungen hinnehmbar (Bild G3.11-4)!

U(i)=U, -(1 —:')‘

AP

o

nnen-
widerstand

= L"L);li: (l—f)f

i=I/1,

Bild G3.11-3: a) Gleichspannungsquelle Uy, mit Verbraucher R, b) Lastspannung, Wirkungsgrad und
Abgabeleistung in Abhéngigkeit des auf den Kurzschlussstrom bezogenen Laststroms

an_mu.\' = (-”'r{l[k /4
.‘. ‘.‘4.| 'purrr = I"rﬂ"l& 1+ (1=1) ‘

0

]
. e I
04 kY n ¥ ‘
a) 0 0.5 1 b) R << Ra R= Ra

Bild G3.11-4: a) Abgabeleistung in Abhéngigkeit des Wirkungsgrads, b) Betrieb bei hohem Wirkungsgrad
(Ri << R, 17~ 0.9) und bei max. Abgabeleistung (R; = R,, 7 =10.5, Leistungsanpassung)
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G3.12 Transformatorprinzip

Ein allgemeiner elektromagnetischer Transformator besteht aus mindestens zwei, i. A.
elektrisch (,,galvanisch®) voneinander getrennten elektrischen Wicklungen, die eine
gemeinsame Verkopplung durch ein magnetisches Feld B aufweisen (Bild G3.12-1a). Ein
magnetischer Fluss @ ist gemal Bild G3.12-1a zundchst nicht definierbar, da keine eindeutige
Flussdurchtrittsflache A angegeben werden kann, die von dem Draht der Wicklungen 1 oder 2
berandet ist (wie das sonst z. B. bei schleifenformigen Drahtanordnungen mit abzéahlbaren
Windungszahlen ublich ist). Wohl aber wird durch z. B. Wicklung 1 mit dem dort flieRenden
zeitlich verdnderlichen Strom i;(t) gemadR dem Ampere’schen Durchflutungssatz ein
zeitveranderliches Feld H(t) bzw. B(t) erregt, dass ,,irgendwie” mit Wicklung 2 als y»(t)
verkettet ist. Es wird daher dort gemaR dem Faraday schen Induktionsgesetz eine Spannung
u; , (t) = —dy, (t)/ dt induziert. Derselbe Vorgang gilt auch bei Stromfluss i,(t) in Wicklung 2

fir die Induktion u;,(t) =—dyw,(t)/dt in Wicklung 1. Die magnetischen Flussverkettungen

w1, v der beiden Wicklungen 1 (primér) und 2 (sekundar) sind demnach bei gleichzeitigem
Stromfluss i(t), ix(t)

pi(t) =L () + Myp-ip(t) | wa(t) =Ly -ip(t) + Moy -ig(t) . (G3.12-1)
Mit L, L, sind die Selbstinduktivitaten der beiden Wicklungen 1 und 2 und mit M, die
Gegeninduktivitat von Wicklung 2 nach Wicklung 1 und mit My; die Gegeninduktivitit von
Wicklung 1 nach Wicklung 2 bezeichnet. Die Beziehung

M]_z = M21 =M (G312-2)
weist  darauf hin, dass in diesem einfachen Fall eines einphasigen
Zweiwicklungstransformators die beiden Wicklungen 1 und 2 sich zueinander ,reziprok
verhalten. Die Zeitverlaufe der auf diese beiden Wicklungen 1 und 2 eingepragten
elektrischen Spannungen ui(t), ux(t) sind i. A. beliebig. Mit Ry, R, sind die ohm’schen
Widerstande der Wicklungen 1 und 2 bezeichnet. Daraus folgen mit dem Faraday’schen
Induktionsgesetz die Gleichungen zur Berechnung der beiden Wicklungsstrome is(t), ix(t).

Uy (t) = Ry - () + dyg (0)/dt,  Uy(t) = Ry - in(t) + dury (1) /dlt. (G3.12-3)
Uy (1) = Ry -ig (t) + Ly - dig (£) /dt + My, - diy (£) /dlt | (G3.12-4)
Uy (1) = Ry - i (t) + Ly - dip () / dt + Moy - dig (t) /it . (G3.12-5)

11 (1) +15(1)
u ul2
M

b)

Bild G3.12-1: a) Allgemeiner einphasiger Zweiwicklungstransformator mit beliebiger Anordnung der beiden
magnetisch gekoppelten Wicklungen 1 und 2, b) Zu a) gehdrendes T-Ersatzschaltbild

Mit (G3.12-2) folgt aus (G3.12-4) und (G3.12-5)
Uy (1) = Ry - iy (£) + (L — M) - dig (t) /dt + M - (d (iy (1) + i (t)) 7t (G3.12-6)
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Us () =Ry -ix (1) + (L, — M) -diy (t) /dt + M - d (iy (t) +i, (1)) /dt . (G3.12-7)
Die beiden Spannungsgleichungen (G3.12-6, -7) werden durch das elektrische T-
Ersatzschaltbild Bild G3.12-1b beschrieben, wobei der ,,fiktive® Summenstrom iy (t) + i, (t) in
der koppelnden Gegeninduktivitat M fliel3t. Die Parameter L; — M, L, — M sind i. A. NICHT
die spater im Kapitel T verwendeten Begriffe der ,,Streuinduktivitdten™ L, Los, denn beim
,allgemeinen* Transformator ist die gegenseitige magnetische Kopplung von 1 und 2 so
schwierig nachzuvollziehen, dass man den z. B. mit Wicklung 1 verketteten Fluss i. A. nicht
eindeutig in einen Anteil, der nur mit Wicklung 1 verkettet ist (,,Streufluss®), und einen
Anteil, der mit Wicklung 1 UND Wicklung 2 verkettet ist (,,Hauptfluss*), auftrennen kann.

o1 M2 oM (G3.12-8)
L-L 1 ) .

Die BLONDEL sche Streuziffer o und der Kopplungsfaktor k (G3.12-8) beschreiben

daher beide nur das Verhaltnis der magnetischen Kopplung in Bezug auf die Parameter

Ly, L,, M der beiden Wicklungen 1 und 2, die jederzeit messtechnisch durch z. B. Leerlauf-

und/oder Kurzschlussmessungen ermittelt werden kénnen.

z. B.: Leerlauf sekundar: I, =0:uy(t) =Ry -iy(t) + Ly -dig(t)/dt, u,(t)=M -di(t)/dt;
Leerlauf primar: ip =0:uy(t) =M -diy (t)/dt, u,(t) =R, -i,(t) + L, - di, (t)/dt.

Zwei Extremfalle der Kopplung sind zu unterscheiden:

a) M = 0: Es existiert keine magnetische Kopplung zwischen Wicklung 1 und 2. Esist o =1
und k = 0. Die primére und sekundare Flussverkettung ya, y» ist ausschlielich mit der
jeweils erregenden Wicklung verkettet. Beide sind reine STREUFLUSS-Verkettungen. Es
existiert kein koppelnder Hauptfluss.

ut)=R -i,(t)+L -dij(t)/dt , u,(t)=R,-i,(t)+L,- -di(t)/dt . (G3.12-9)

b) M 2 = LyL,: Es tritt die maximal mogliche magnetische Kopplung zwischen Wicklung 1
und 2 auf. Dann ist o= 0 und k = 1. Das magnetische Feld ist vollstdndig mit jeweils beiden
Wicklungen verkettet. Folglich tritt KEIN STREUFLUSS auf. Beide Flussverkettungen
stellen die koppelnde Hauptflussverkettung der jeweiligen Wicklung dar.

= —Jhby ) /L=y =L i+ /Ly — Ly i =L /L -y (G3.12-10)
Wegen der vollkommenen Kopplung sind bei L; = L, beide Flussverkettungen ya, w»
identisch. Um auf einen magnetischen Fluss @ schlieBen zu kdnnen, mussen die Wicklungen
1 und 2 Flussflachen A, durch welche die magnetische Flussdichte B hindurch tritt, als
Windungen umschlieRen, so dass Windungszahlen Ni, N, definiert werden kdnnen. Wenn alle
Windungen gleichartig sind, also A stets dieselbe GroR3e hat, sind wegen der dann mdglichen
Definitionen y; = Ny -@;, w5, = N, - @, nun die Flisse @;, @, angebbar. Wegen der dann

giltigen Beziehungen L, ~NZ, L,~ N22 (siehe Kap. T) folgt aus (G3.12-10)
wy, =(N,/Ny)-y4y und daher @, =@,, also gleicher magnetischer (Haupt)-Fluss
D =D, =Dy, = J' B-dA fir beide Wicklungen, ohne jeglichen Streufluss @, =0, @, =0.

A
Allgemein sind sowohl Hauptfluss als auch Streufliisse vorhanden.

Die Spannungsgleichungen (G3.12-4, -5) konnen auch mit einem willkirlich wahlbaren
Ubersetzungsverhaltnis i formuliert werden (G3.12-11, -12). Die Gleichungen andern sich
trotz U mathematisch nicht!

ul=Rl‘i1+L1.%+M~U'% , (G3.12-11)
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u2-U:RZ-UZ-(iZ/U)+L2-U2-%+M u% . (G3.12-12)
Mit den ,,gestrichenen Gréfen
W=u,-i, i,=2, M'=i-M, R=0%-R,, L,=02-L, (G3.12-13)
u
als Abkirzung erhalten wir die ,,neuen” Spannungsgleichungen
. di di; ) di; di
=R i+ -—2+M"-=2 uy=Ry)-ip+Ly-—2+M"- =1 G3.12-14
1 =R+l g 2Rl ot ( )

Durch die Einfihrung des willkdrlich wahlbaren Faktors U = 0 werden

a) der sekundare Strom und

b) die sekundéren Spannungen bzw. Spannungsfalle

fur weitere Rechnungen mit U skalierbar, was nutzlich ist, weil sie dann trotz grofer
Unterschiede primdr und sekundér als ,,gestrichene Grofen nahezu gleich groR sind: u5 =~ uy,

i, ~i, R, ® Ry, Ly = L. Mit der Umstellung

Uy = Ry iy + (g My By 90TT2) (G3.12-15)
dt dt
u'zzRé-i'2+(L'2—M’)-%2+M'-W . (G3.12-16)

tritt wieder ein ,,fiktiver Summenstrom® i; +i, auf, der aber nun von U abhéngt. Je nach
Wahl von 0 treten unterschiedliche Ersatzschaltbilder auf. Wir diskutieren drei wichtige
Beispiele:

1) i=,L/L, : Damit wird
Ll_M’:Ll_ L]_/Lz'M, Lé—M’:(1/L1/L2)2'LZ—WIL]_/LZ'M =L1—M’

erhalten. Folglich ist

L-M=L-01-k)=L,-M', R,=(L4/L)-R,, M'=k-Ly, (G3.12-17)
was dem Ersatzschaltbild Bild G3.12-2 entspricht, bei dem priméar und sekundar induktive
Symmetrie herrscht.

iy, Ry L-M L-M g, i

=0 O

Bild G3.12-2: Einphasiger Zweiwicklungstransformator: Fir U = /Ly /L, ist das T-Ersatzschaltbild induktiv
symmetrisch. Der Kopplungsfaktor k tritt in der Kopplungsinduktivitét direkt proportional auf.

2) U =1L /M : Damit wird wegen

L-M'=0, L, - M’:li~ L,M'=L; die primdre Induktivitdt auBerhalb des
-0

Kopplungszweigs Null (Bild G3.12-3a).

3) i =M/L, : Damit wird wegen

L-M=0c-L, LL,-M'=0,M'=L;-(1-0) die sekundare Induktivitit aulerhalb des

Kopplungszweigs Null (Bild G3.12-3b). Die Gesamtstreuung tritt Uber o direkt in der
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Primdrinduktivitat auRerhalb des Kopplungszweigs auf, wahrend der Kopplungszweig
proportional zu k? =1 - o ist.

iy, Ry o-Li/(l-o) Rz is

(= O

a)

Bild G3.12-3: Einphasiger Zweiwicklungstransformator: T-Ersatzschaltbild fur a) U=L;/M und b)

Im Kapitel T wird der ,,technische Transformator* als weitaus hiufigster Sonderfall in der
Elektrotechnik und vor allem in der elektrischen Energietechnik behandelt. Uber einen
Hauptfluss-fihrenden  Eisenkreis wird erzwungen, dass fir alle Primédr- und
Sekundarwindungen der Hauptfluss je Windung identisch ist. Als Ubersetzungsverhaltnis
wird dann U =N; /N, verwendet, so dass aus der Kopplung M'-(i; +i5) in (G3.12-15, -16)
mit M ~ N1N; (siehe Kap. T) gemaél

M'-(ip+ip) G-M .

i M - : .
Dy = (ip+2)=—- (Ui +iy) = “(Ng-ip + Ny -ip) G3.12-18
Ny Ny " N 1N2 ( )
direkt sichtbar wird, dass der Hauptfluss

gemeinsam von Primér- und Sekundarwicklung gemalt dem Ampere’schen Durchflutungssatz
von der gesamten Durchflutung @& =N;-i; + N, -i, magnetisch erregt wird. Mit den

Bezeichnungen ,,Hauptinduktivitit“ L, =M’ und ,,Magnetisierungsstrom* i, =i; +i,
tritt dann im T-Ersatzschaltbild als Kopplung M'-(iy +i5) =Ly, i, =Ny -@;, direkt der
Hauptfluss auf und macht so den physikalischen Vorgang der magnetischen Kopplung auch
unmittelbar sichtbar.
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