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Gleichgewicht
Gleichgewichtszustand i* und x*

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Beispiel 1:

1,0 X, %(L(X).i)JrR.i:

. L'(X) .
u(t)l - — —’W‘—% m- X — ;X).|2+k~(x—x0):0

k Nichtlineares gekoppeltes
f—;—l Differentialgleichungssystem !

7
L(x)

* Feder k entspannt bei x = X,

 Gleichgewichtsbedingung des nichtlinearen gekoppelten Systems: d./dt =0

* Elektrisches Gleichgewicht u(t) = U: [R-i=u=i*= % = UE =1| Gleichstrom !
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Gleichgewicht
Gleichgewichtszustand i* und x*

Beispiel 1:

* Feder k entspannt bei x = X,

 Gleichgewichtsbedingung des nichtlinearen gekoppelten Systems: d./dt =0

gk
* Mechanisches (Kréfte-)Gleichgewicht: F + Fr = L (x%) (i%)? —k - (x *—Xo)=0

2
Kraft aus potentiellem Speicher ist Federkraft F.
LD_W+ Xy x*: Gleichgewichtslage:
“(J‘)J, R M E Tritt bei x,> x > 0 auf, weil bei x < 0:
Ful oL __— W a) F. >0, da dL/dx > O;

= Iy b) Fr > 0 = kein Kraftegleichgewicht
7
L) ti'l
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.
Gleichgewicht

Vereinfachter Verlauf der Selbstinduktivitat L(x)

Beispiel 1: x>0: L(X)z ! Xx<0: L(X)z I \
' TL(0)  1+x/(2sy)’ TL(0) 1-x/(2s,) Fiir x = 0 gilt Induktivitits-
» formel nicht, da dort kein
X>0:L'(X)=- L(0)/(255) x<0:L'(x)= L(0)/(2s4) »glatter Verlauf L(x) !)
(1+x/(2s,))* (1-x/(25,))" |
} 1(x)/1(0)

s,. Einseitige ,Stirn“-Feldlinienlange
,,Unphysikalischer* Knick: (siehe Kap. 2)

1,0

Tatsédchlich glatte Kurve
mit horizontaler Tangente bei X = 0 gzi £y = Xp gx— X_*
2s,” 70 2s,’ 2s,
02—
] ] _X
-2 -1 0 1 2 <Sa
. L(0)- (i*)*/2 1 X, X*
FurX>0: Fm+FF:O:>—Fm:FF:> ()( )2 . 2: O—
K-(2s,) (1+Xx*/(25,))" 2S5 284
2 2 *
2 2 WpO (1+§*)2
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Gleichgewicht
Berechnung der Gleichgewichtslage x*

Wr:;o 1 W W W
- —&-gr wem e e W
Wpo (14 &%) Wpo Woo-(1+&5)7 0 (1+&%)

S0

= &R L (2= 4) +EF(1-25) +W-§ =0, £*>0

* Algebraische Gleichung 3. Ordnung = 3 Nullstellen moglich.
Welche der drei Nullstellen geben physikalisch relevante Losungen an?

e Beispiel 1a: FirW* =W = w=1und firx,=2s,= & =1 |= £* +£* -£%40=0, &*>0

Drei Losungen:

(1 E1). 0 & L, 2+1 & =0.618 c 0
— == = ——T — = R =
27 72 &=-1618" 7
Fiir £> 0 verbleibt: & =0.618=¢* [x, =0.618-25, =0.618- X, = X * 0<Xx*=0.618"X, < X,

e Plausibilitat der Losung: Gedehnte Feder: Fr = —k - (x*—x,) =—(—0.382) -k - X5 =0.382 -k - X, >0
Federkraft Fr > 0 und Magnetkraft F, < 0 im statischen Gleichgewicht !
x*>0:F,<0,dadL/dx <0 = Kraftegleichgewicht!
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Gleichgewicht TECHNISCHE
. . UNIVERSITAT
Gleichgewichtslage x* = X DARMSTADT
F
F F W
w 5 k -ZSa - m_ — F = 7 - g() o (vg
(1+§), A k-2s, k-2s, (1+ &)
-
Un- I \
physikalische |
Lésung \ Beispiel la:w=1, &=1: —2:1—5
y ' (1+¢)
| |
I W
I \ Fe/(k-2s3) =& - ¢
I \
I —F, /(k-2s,)= ,E>O0
| i : m ( a) (1+§)2 5
/ : i Un-
S  physikalische
| : LOsung: : : : .
| . Knick-L* Stabile Gleichgewichtslage X
: |
|
| l | > : ¥ > £ = X/(25,)
-1.618
-2 -1 0 0.618 1 2
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Gleichgewicht
Korrekter Verlauf der Selbstinduktivitat L(x)

Gleichgewicht: — F,, = F¢

L"( L(x) Fin (X) ~ L'(X) 4
AN F,
‘ STABILES | INSTABILES
p " Gleichgewicht Gleichgewicht
/
"F STABILES

Gleichgewicht

/

Tk " Y
0 X3 Xo X| X

0
i*
w—[:—m * Bei korrektem L(x)-Verlauf mit
u(t)l F | < dL/dx = 0 bei x = 0 treten drei
. = Gleichgewichtslagen x* auf.

/ « Zwei sind stabil, eine ist instabil
L(x)
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Gleichgewicht Wiederholung|
Gleichgewichtslage — Berechnung (1)

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

¢ Allgemeine Losungsgleichung fur Gleichgewichtslagen:
Algebraische Gleichung m-ter Ordnung mit reell-wertigen Koeffizienten =
Fundamentalsatz der Algebra (C. F. GAUSS): Es existieren m Ldosungen, wovon die (fur
Gleichgewichtslagen unphysikalischen) komplex-wertigen Losungen
als konjugiert komplexe Paare auftreten.
Daher: Bei ungeradem m existiert mindestens eine reelle Losung!

e Bis zur Ordnung m = 4 analytische Losungsformeln vorhanden

m = 1: Eine reelle Losung
m = 2: VIETA-Formel: i) Zwei reelle Losungen oder ii) zwei konjugiert komplexe Losungen;
m = 3: CARDANO-Formel (basierend auf Scipione del Ferro):
i) Eine reelle Losung + zwei konjugiert komplexe Losungen oder
ii) drei reelle Losungen;
m = 4: FERRARI- Formel:
i) Vier konjugiert komplexe Losungen oder
i) zwei reelle u. zwei konjugiert komplexe Losungen oder
iii) vier reelle LOsungen;
m > 4: N. H. ABEL und E. GALOIS bewiesen:
Es existieren fiir m > 4 KEINE analytische Lésungsformeln!
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Gleichgewicht
Gleichgewichtslage — Berechnung (2)

e Numerische iterative Nullstellensuchverfahren:
Intervallhalbierungsverfahren,
Regula falsi,
Fixpunktiteration,
Newton-Raphson-Verfahren, ...

e Fragen:
Ist das System in der Gleichgewichtslage x* = X gegen kleine Stérungen
dieses Betriebszustands stabil?
Wird das System um den kleinen Wert Ax/x* << 1 aus x* ausgelenkt,
kehrt das System
a) wieder nach x* zurtck (STABIL)
oder
b) nicht (INSTABIL)?
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Linearisierung
Beispiel 1: Differentialgleichung linearisiert

¢ Nichtlineares gekoppeltes Differentialgleichungssystem in der (kleinen) Umgebung 4i, A x
um die Gleichgewichts‘lage” i*, x* linearisiert: i(t) = i* + Ai(t), x(t) = x* + Ax(t).

d N dL(x) dx di _ .
(L0 D)+ Rei=u= =2 i)+ L0+ R = u(t) <<
2 ' ..
m(:IZX_L(X)I(t)2+kX(t):kXO ‘Al/l*‘<<1
t

e Koeffizienten in der Gleichgewichtslage i*, x*: L'(x*), L(x*), R, m, k
e Zerlegung der VorgabegroBe: u(t) = u* + Au(t): |4u/u* <<1

o Zeitableitungen: _ _
dx _d(x*+4x) dx* N dax 0+ dax _ dax ebenso: di_ddi

dt at dt | dt dt  dt dt dt
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Linearisierung
Produkte kleiner GroRen vernachlassigbar!

e Produkte ,kleiner® GrofRen sind vernachlassigbar klein !

e Klein“ bedeutet: Klein in Bezug auf die Gleichgewichtsgrolen!

AX Al A Al AX M AX Ai
l+— || 1+—|=1+—+—+ —rl+—+—
X * | * X* 1% | * X* 1*
Beispiel: <<1
ﬂ:0.1 _A—Izo.l
X * | *

exakt : (1+A—:j-(1+4—;j=(1+0.1)-(1+0.1)=1.12 =1.21
X |

Naherung : (1 + ﬁj : (1 n ﬂ) AX Al

— | ~]l+—+—=1+0.1+0.1=1.20
X* I* %k

X | *
- AX Al AX Al dax/dt  Ai AX dAi/dt
0z B.: <<, —<<l:— —<<1, —<<1 : <
X * | * X* | * X * | *

Tk %

<1
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Linearisierung

s>9chwach® nichtlinear vs. ,,wesentlich® nichtlinear

X * X* X *
= Wie grol} darf Ax/x* sein fur einen Fehler zwischen N und L von 10%:

N/L:1.1:>A—§(N=O.59,L:O.54) und A—::(N =2.05, L =1.86)
X

2 2 2
e Beispiel A: ,Schwach” nichtlinear: N :(1+ﬁj =1+ 24 +(ﬁj (l+ﬁj

X

e Beispiel B: ,Wesentlich® nichtlinear:

5 2 3 4 5 5

N:(1+ﬁj =1+5-§+10-(ﬁj +10-(§j +5-(ﬁ) +(ﬁj (1+§) z1+5AX=L
X * X * X * X * X * X * X * X *

= Wie grol} darf Ax/x* sein fur einen Fehler zwischen N und L von 10%:

N/L=1.1:>A—); (N=O.66,L=0.60) und A—i(N:I.SO,L=1.625)
X X

e Fur einen Fehler von max. 10% ist die zulassige Abweichung vom Gleichgewichtspunkt x*
im Bsp. A relativ grol3 (-0.23 ... 0.43)

und
im Bsp. B relativ klein (-0.08 ... 0.125)!
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Linearisierung
Beispiel 1: Differentialgleichungen linearisiert

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

e Elektrische Gleichung linearisiert: dl(‘j(x) ax () + L(x)- —+R I(t) = u(t)
X
\
dL(x dx dL|  d°L dAx . dL|  dax .«
0. i~ | L a2 i) < _
dx dxlye  dx?|, T dx| dt
dAX* T(Xr*_)/ >
Todt
(LOx#) + Lx- ) S = L ey S8
J

L(*)9%§|* L(*)—€}+R (i *+4i) ~ U* +Au

e Mechanische Gleichung linearisiert: m - ((jj 2X CY) -i(t)2 +k-x(t)=k- X,
t
L'(X)-i()? = (L'(X*)+ L"(x*¥)- AX) - (i *+4i)>  ~ L'(x*)-(i*)? + L'(x*)- 2 *-4i + L"(x*) - A -i ¥
%f_/
i*2+zi*.AiﬂA'rf{
2 10k * "( Nk
m-ddth—L(zx ) (%) — L(ZX) 20 i — 20D G2 Ak (X ~ K- X
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Linearisierung
Bsp. 1. Lokal-Verhalten in Gleichgewichtslage

¢ Nichtlineares gekoppeltes Differentialgleichungssystem in der (kleinen) Umgebung 4i, Ax

um die Gleichgewichts“lage” i*, x* linearisiert!
X * 4k -A)VK-/XO

L'(x*)- L *+L(x*)-%+R\'\*+R-Ai z\*+Au
dt dt Gleichgewich
In Gleichgewichtslage: Abweichungen 4i =0, Ax =10

. d°4Ax  L'(x*) L'(x*) L"(x*)
dt? 2

O=u*-R-i*=i1*=u*/R

“(i%)? -

21% A1 — (|*) - AX +

Gleichgewicht: d./dt =0

(g%
0=K-(Xo—X*)+ L(2X ) 2

¢ Die Gleichgewichts-Gleichungen ergeben sich auch direkt aus den nichtlinearen
Gleichungen fur d./dt = O (siehe frihere Folie)

e Linearisiertes gekoppeltes Differentialgleichungssystem, gultig in Umgebung 4i, Ax um i*, x*
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Linearisierung
Linearisierte Differentialgleichungen (1)

Beispiel 1: % 0Q Xo n = 2: Zwei verallg. Koordinaten:
' o—>—{__1— _ —>
R M 210 q;=Q,0, =X
u(t)l I /
— ‘ / Linearisiertes Diff.-gleichungssystem,
Feder k entspannt bei x = x, 7 H " gultig in Umgebung 4Q, Ax um Q*, x*
L&) X =Q*+4Q, g, = X*+4xX
2 1( vk "Nk
Loy %995 4 L oxny. %m Ai = Au m X LOD) i o - XD 2y 20
dt dt dt? 2
q2
L(x*)- AQ R-9AQ ey i I N
) t n = 2 gekoppelte Diff.-gleichungen
Ve *
. d Ax+(k_L(x) | )-Ax—L’(x*)-i*-dAQz 2. Ordnung
dt? 2 dt
1y . d ' -2 " 2
Kopplungsterm: L (x*)-u*-E Viagnet. Federkonstante: k- :%:i[ux)—u J: L"(X)-i
dx  dx 2 2
Verringerung der resultierenden Federwirkung durch ‘ L"(x*)-j *2 ke dF,
das magnetische Feld: - 2 - dx i

‘st
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Linearisierung
Linearisierte Differentialgleichungen (2)

Beispiel 1: 1,0

R
u) l

oy
. — /_
. ‘ 4
Feder k entspannt bei x = x _ _
i ° Lf(x) +—X=" n = 2: Zwei verallg. Koordinaten:
Q= Q> g, =X
Kopplungsterm

L) 0) A0 N R L'(x*) i) AQ . 0 L”(?(*)-i*z (4Q) _(4u(t)
0 m)lax) (=L'(x*)-i* 0 Ax ) |0 k- 5 AX 0

- Kopplungsterm, - b e - -
(T) Aq CPPTEE(D) Aq (K) Aq AF(t)

» n = 2 Diff.-gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.
* Die Koeffizienten sind nur im betrachteten Gleichgewichtspunkt x* gultig.
* Die (n x n) = (2 x 2)-Tragheitsmatrix (T) ist symmetrisch (T,;=T,) !
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Linearisierung W TECHNISCHE
. - . . - &)= UNIVERSITAT
Linearisierte Differentialgleichungen (3)

R

)0 DARMSTADT

 Allgemein:
Bei n verallgemeinerten unabhangigen Koordinaten Q, x entsteht bei der
Linearisierung der nichtlinearen Systemgleichungen stets ein System von
n Diff.-gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten (oder zeitabhangigen)
Koeffizienten.

* Diese Koeffizienten sind nur im betrachteten Gleichgewichtspunkt Q*, x* gultig.

» Der Gultigkeitsbereich fur AQ, Ax der linearisierten Gleichungen
ist i. A. schwer abschatzbar.

* Manchmal sind Systeme ,wesentlich nichtlinear”,
d.h. durch Linearisierung dermalien vereinfacht,
dass sie dann keine physikalisch sinnvolle Losung mehr zulassen.

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 6. Dynamik / 20 ﬂ?
Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder >



Linearisierung ) TecHNiscHe
Systematik linearisierter Diff.-gleichungen DARMSTADT

* Die n Diff.-gleichungen zweiter Ordnung lassen sich mit dem Koordinatenvektor (q, ..., q,)
als Matrixgleichung Ubersichtlich schreiben, wobei die konstanten oder zeitabhangigen
Koeffizienten in den drei (n x n) Koeffizientenmatrizen stehen: Aq = (4q, ..., 4q,)

(T (1))- Aq + (D(t))- 4G + (K (1)) - AG = AF (t)

’
(T(t)) Tragheitsmatrix | (T)
. . Haufig sind die (D)
(D(1))  Dampfungsmatrix Koeffizienten dieser { (K)
(K()) Steifigkeitsmatrix | Matrizen zeitlich konstant: | *
AF(t)  Stérvektor ) (AR ()
(T)- 4G +(D)- A4 +(K)- 4G = 4F (t) (o O
Beispiel 1: Kopplungsterm 2
L(x*) 0 (40 R L'(x¥)-i%) (40) (0 0 ) (4Q) (4u(t)
. + f_)%_ . + . —
0 m) |\ AX —L'(x*)-1* 0 AX 0 k—ky) \ Ax 0
(T) Aq (D) Aq (K) A0 AF(1)

* Die Tragheitsmatrix ist jedenfalls symmetrisch !
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Kleinsignalverhalten
Lokal-Verhalten in einer Gleichgewichtslage (1)

 Elektromechanische Systeme arbeiten haufig im stationaren (= eingeschwungenen)
Betrieb, speziell also in einer Gleichgewichtslage g*, um die die Systemparameter

z. B. mit einer bestimmten Anrege-Frequenz f mit begrenzter Amplitude, z. B. Aq/ q* <<1
schwingen.

» Wie ist der Frequenzgang des Systems, also das Verhaltnis einer interessierenden
a) Ausgangssignal-Amplitude zu einer Anrege- bzw. Eingangs-Signalamplitude
(Amplitudengang),
oder
b) die zugehorige Phasenverschiebung des Ausgangs- zum Eingangssignal
(Phasengang)?

» Wie reagiert das System bei Storungen moglicher stationarer Betriebszustande?

» Die Methode der Storungsrechnung erlaubt Aussagen in begrenztem Rahmen
(= far Storungen mit kleiner Amplitude),
da die (nur begrenzt um die Gleichgewichtslage gultigen) linearisierten
Systemgleichungen verwendet werden.
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Kleinsignalverhalten
Lokal-Verhalten in einer Gleichgewichtslage (2)

s TECHNISCHE
(&)= UNIVERSITAT
%9’ DARMSTADT

» Fur Systeme mit konstanten Koeffizienten steht eine Reihe von Methoden
zur Untersuchung des Systems im Zeit- und Frequenzbereich zur Verfigung:

Zeitbereich:
a) Direkter Ansatz mit Homogen- und Partikularlésung,
b) Laplace-Transformation,

Frequenzbereich:

c) Komplexe Rechnung im Frequenzbereich (Amplituden-/ Phasengang).
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Kleinsignalverhalten

Sonderfall:
Differentialgleichungssystem mit konst. Koeffizienten

s TECHNISCHE
7=\ UNIVERSITAT
%9/ DARMSTADT

(T)- 4G +(D)- 4G +(K)- AG = AF (t)

(T)

¢ Die Koeffizienten dieser drei Matrizen sind zeitlich konstant:{ (D)

(K)

\

* Werden n - 1 Koordinaten 4q,, ..., 4q,, eliminiert, so erhalten wir
EINE lineare Differentialgleichung der Ordnung m = 2n far die Unbekannte 4q,.

» Wird statt einer Koordinate 4Q deren Ableitung 4i = dAQ/dt verwendet,
so erhalten wir EINE lineare Differentialgleichung der Ordnung m = 2n — 1
far die Unbekannte 4q;.
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Kleinsignalverhalten
Beispiel 1: Differentialgleichung 3. Ordnung

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Beispiel 1: n=2: q,=0Q, g, = x Eine Diff.-gleichung 2-2 = 4. Ordnung flir4x bzw. 4Q

Wird Ai = dAQ/dt eingefiihrt, ergibt sich eine Diff.-gleichung 2:2-1 = 3. Ordnung flr Ax bzw. Ai

MOk LT %2
K :&—’kres =k -k,
2
Lxy-i- 9% 4 L oxmy. %m Ai = Au CX o). 15+ Ky - AX =0
dt dt dt
*) .1k T(wkY).q %k
N RIS P ClC A | g Kees R _LOM-E* Ai eliminiert
L(x*) L(x*) L(x*) L(x*)
o i . ) oder
LT [ (KO- ) i KR fo My Kes 0 4 eliminiert
X* L(x*) L(x*) L(x*) L(x*)

a LM a2 L(x*) dt L(x*).()

ist dabei sowohl fur Ax als auch 4i derselbe,
denn er beschreibt das resultierende dynamische Systemverhalten!

. 2 1y . % k
* Der Differentialoperator m- () m-R d (')+(kres+(|‘(x )-1%) J d() res
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Kleinsignalverhalten
Lineare Differentialgleichung mit konst. Koeffizienten (1)

WiederholungJ

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

+ ,Gewohnliche® lineare Diff.-gleichung (nicht partielle!

= NUR Zeitableitung) mit konstanten

reellen Koeffizienten b, bm 1 ---, by, by der Ordnung m hat den Differentialoperator:
d"(. d™! dm t d™ 'yt
bm' dt,gl)'*'bm 1 dm(l)+ +b1 +b0 ()= ynf)'*‘bm—l' dtm)ff)—i_

YO 1,y =90

« ,Linear”: Sind y,(t), y,(t) Losungen, dann ist auch jede Linearkombination Kk; - y; (t) +k; - y, (1)

eine Losung!

« Es gibt m voneinander linear UNABHANGIGE Lésungen Y (t), Y, (1), ...

y™ D (0)
m der Linearkombinationen der Losungsfunktionen

* Es sind m Anfangsbedingungen y(0), y'(0), ...,
notig, um die Koeffizienten k;, i=1, ...,

y.(t) als resultierende Gesamtlosung y(t) zu bestimmen:

y) =k -y (0 +ky -y, () + .+ kpy

1" Yma (t) + I(m “Ym (t)

> Ym-1 (t)a Ym (t)

* Die homogene Losung y, (t) I16st die ,homogene® Differentialgleichung (,rechte Seite” ist Null):

+by - yp(t)=0

* Die partikulare Losung y (1) 10st die ,partikulare” Differentialgleichung (,rechte Seite” g(t)):

p A™0® dTR® ) B
m eee
at™ dtm! d
d™y, (1) d™ My, () dy , (t)
b — 2Py o TRy P
mogm M g b

+0 - yp(H)=g(t)
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Kleinsignalverhalten Wiederholung|
Lineare Differentialgleichung mit konst. Koeffizienten (2)

« Die Losungsfunktionen y;(t) sind Exponentialfunktionen y;(t) = ehit , wenn 4; # 4; fiir i # J.

* Einsetzen der i-ten Losungsfunktion y,(t) in die homogene Differentialgleichung ergibt
,charakteristisches Polynom“p(1) :

d™y;(t d™y(t dy; (t
by, - d:/r'n( )+bm_1-—dtm)ﬁl( )+...+b1- Yi®)

+hy - Vi () =0=¢%""p(k)

» ,Charakteristisches” Polynom p(4) MUSS daher Null sein fur betreffendes A:

p(A)=b - A" +b. - A" +b-A+by =0
m m-1 1 0

Algebraische Gleichung zu Bestimmung der m ,Eigenwerte® 4, i=1,...,m
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TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Kleinsignalverhalten Wiederholung|
Lineare Differentialgleichung mit konst. Koeffizienten (3)

* Wenn alle Nullstellen 4, von p(1) = 0 reell und verschieden sind: A4, # 4, #...# 4,
dann sind die m linear unabhangigen Lésungen: y;(t) = e’ll't, Yo (1) = eﬂQ't, s Y (D) = g/t
* Wenn k/2 Nullstellen jeweils konjugiert komplex sind: A4, = £ j-4,1=1,...,k/2
At =g (cos(Bit) £ j-sin(A))
die m linear unabhangigen Lésungen Y;(t) = ea’ -cos(ft), Yo (t) = eat -sin( fyt), ...
Vi1 (£) =e%/2 - cos(By 5 1), Y (1) =e%0/2 1 sin( By 5 - 1), Yy (D) =10, Ly () =gt

* Wenn eine Nullstelle, z. B. 4,, k-fach auftritt: p(4) = (/I—ﬁo)k -q(4) q(A4):Polynom (m-k) - ter Ordng.
dann ist:

y () =et vty =t-et, .y, (1) =t< e

Vi1 (D) = ettt L, Ym(t) = e'm?, Aks1s s Am © m-k reelle Wurzeln des Polynoms q(A)

* Wenn eine komplexe NuIIsteIIe z. B. 4y, k/i2-fach auftritt, dann auch ihr konjugiert komplexer
Wert. Ao =ao+]-By. Lg=ao— ] B

dann sind wegen e

Dann ist:y, (t) =e®" . cos(B,t), y, () = e -sin(Byt), y5(t) =t-e%0T . cos(Byt), Y4 (t) =t-e%T -sin(Byt)...

k. k.

Ve ®=t2 6% cos(ot), Vi () =t2 e -sin(Byt), Vi (D) =e*T, Ly (t) =€’
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Kleinsignalverhalten
Beispiel 2: Ausgleichsvorgang v, (t)

Beispiel 2:

n = 1: Losung der homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung:

T-y+D-y+K-y=0 yl(t):eﬂlt yz(t):eﬂat p(A)=T-2+D-2+K=0

2 2
A= _D + \/(Rj _K Falls [Rj L O=>4 =4 = D A DOPPELTE reelle Nullstelle!
2T 2T T 2T T 21 (Aperiodischer Grenzfall)

yi(t)=e*t, y,(t)=t-e*"  Anfangsbedingungen (,Stérung® von y = 0): y(0) = Yo, ¥(0) = v,

V() =k -y () +Ky - yo () =t (yo + (Vg — 4-¥) 1)

Unterscheidung: 1 > 0: INSTABIL, 4 < 0: asymptotisch STABIL, 2 = 0: GRENZSTABIL
zB.: A=0(=K=D=0):y,(t)=e""-(yg+(Vg—0-yg)-t)= Yo +V, -t

Yh (T-y+0-y+0-y=T-§=0 y=0 yu(t)=Vot+Yp)
Vo >0: Yo+Vo-t a)y,=0,v,=0:y, wachst unbeschrankt: INSTABIL
Yo b) y, # 0, v, = 0: y,, kehrt nicht nach Null zurlck,
0 > t nicht asymptotisch stabil!
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WiederholungJ

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Kleinsignalverhalten -
Beispiel 3: Homogenes lineares Diff.-gleichungssystem (1)

yi)=a;;-yi(O+a; -y, (t) i) (& ap ) yi® - o yi(t)
— . t)=(A)-y(t t)=
Vo) =ay; -y (1) +a5 - Yo (1) (Y2 (t)j [a21 azzj [b(ﬂj O=(AyO v (Y2 (t)j

Vi=ay-Yitan-Yo=a;-Yi+an- (@ Yitan - Ya)=a;; Y+ Y+ -8 (Y1 —a; - Y1) /an
Ly =1 — (@ +8y)- V1 +(a18» —a1581) - Y1 = 0 y, wurde eliminiert
L(y2) =¥, —(ay; +85)- Y2 + (81189 —ayp8y;)- Y, = 0| ¥4 Wurde eliminiert

Es tritt stets derselbe Diff.-operator L(.) auf, da die homog. Diff.-gleichung das resultierende
dynamische Systemverhalten bei Ausgleichsvorgangen beschreibt.

2
D D K
p(4) = _(an+azz) A+ (818 —8)81) = 03112:——+\/( j _

et x v 2T 2T T

At At
Ya®)=Cyp €7, yp() =Cpp-e®" |y () =Cy -6 +Cpp -6 y,(1)=Cyy-eh1 +Cyy 62!
(Zwei linear unabhéngige Losungen)
Yo =(y—ay;- )’1)/6‘12—(/1 Cip e +/1 C12 e —311C11 e t—6‘11(:12 e’ )/312

A, —a
y2 1 IIC

A, —a :

ajp ap
. Yi 1 ot 1 Aot
t)= =Cyy- “+C e2
y(t) (sz 1 (Klj 12 (sz
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Kleinsignalverhalten Wisdsttiolirig] iz
Beispiel 3: Homogenes lineares Diff.-gleichungssystem (2) “&

Alternativer Losungsweq uber Matrizenrechnung (m = 2n = 2):
1) Eigenwertgleichung:

[yl(t)Ha“ au] (yl(t)J J(t) = (E)- Y(t) = (A)- §(t) = —(E) - (1) + (A)- Y(t) = 0 <E>=@) ‘f]
Y2()) \ay1 8 ) (¥>(1) Lésungsansatz: yi(t)z(g”j-eii't=C*:i-e’—1
i2

ti=12

0

~(B)-Ci 2,5+ (M) e = 0= - (E)- 4 +(A)}-C

Entweder:C; =0 oder det{(E)- 4, —(A)}=0
B _10._311312_
det{—(E)-ii+(A)}—det{ (0 J 4,+(a21 a22j}_

p(4;) =det{- (E)- 4, +(A)}:/_1i2 —(a); tag) - 4j+a;13; —apay =0=> 44,4,

a1 — 4 ap)
dy

=@ —4) (@, —4i)—a,a, =0
azz—ii‘ (a1 = 4i) - (@ — 4j) — 218

Eigenwerte

2) Die beiden linear UNabhangigen Lésungen sind die beiden EigenvektorenC,,C, zu 44, A,!
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Kleinsignalverhalten Wiederholung |

Beispiel 3: Homogenes lineares Diff.-gleichungssystem (3)

1) Die beiden linear UNabhangigen Losungen sind die beiden Eigenvektoren (fl, Cz ZU A4, A
¢, :(CIIJ G, = (ij
Ciy Ca)
" " C a;; a C a;,C;; +8,C
2) Eigenwertgleichung zu 4,:(E)-C; -4, =(A)-C, :[C”]-il :[ H 12)( “j:( H= e 12}

12 ) axp)\Cp 2,C 1 +225C)
3) Ermittlung von A;:

A —ay
(4;—31)-C;; —a,C, =0 (1) —C) = )

A —a a
C,=KC, K==-"1-_=I
an ay  Aj-ay
G +(4;-a) Cp=0 (2)—_ ay,
Cpp= C=K-Cpy
Aj—ay

_ (C _
4) In gleicher Weise fiir 4,: C, = [CZI] Cp=K,-Cy K,= Ay — 3y a

22

app Ay —ay
) _ C + (C . - Yi 1) 1Y)
5) Losung: y(t)=| ' |-eft 4| T2 edt (D) = =Cy;- €7+ Gy e
C12 C22 Yo Kl K2
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WiederholungJ

TECHNISCHE

Kleinsignalverhalten

Darstellung als Differentialgleichungssystem (1)

UNIVERSITAT
DARMSTADT

* Die Linearisierung der nichtlinearen LAGRANGE-Differentialgleichungen zur Untersuchung
der Stabilitat eines Gleichgewichtszustands bzw. stationaren Betriebspunktsyg fiihrt bei
konstanten verallgemeinerten Kraften auf ein homogenes System (= ,rechte Seite“ g(t) = 0)
von m linearen Diff.-gleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten a;.

O =(A)- IO YO=OYm®)] i)=Y y;®) i=lm
j=1

(A): mx m — Matrix mit konstanten Elementen a; i=L...m j=1..m

m
- Losungsansatz: ¥(t) =Y C; 4" C; =(Cippes Cim)

. = . .=l : .
» Liefert fur C, e%'tm Ime'are, homogene, algebraische Gleichungssysteme:

(E): m x m — Einheitsmatrix, (E)-Ci = éi 0= (0,...,0) (Nullvektor)

4;-(E)-Ci =(A)-C; =0

zur Bestimmung der Vektorenéi. Es gibt nur dann Losungen éi # (0, wenn zumindest zwei
Gleichungszeilen im Gleichungssystem voneinander linear abhangig sind,
wenn also die Koeffizientendeterminante Det des Gleichungssystems Null ist.

(4; -(E)=(A))-C; =(B)-C; =0=C; # 0 = det{(B)} = 0

Det = det{A -(E)—(A)}=0
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Kleinsignalverhalten Wiederholung|
Darstellung als Differentialgleichungssystem (2)

* Die Gleichung Det = det{i-(E)—(A)}: 0 ist eine algebraische Gleichung m-ten Grades
mit den konstanten Koeffizienten b,, i = 1, ..., m (,charakteristisches Polynom®)

P(A) =by - A" +b A" 4 b - A+by =0
* Diese Gleichung bestimmt die m moglichen Werte von Aals 4,i=1, ..., m.

* Zu jedem Eigenwert 4; gehort gemaR A, -(E)-éi —(A)-éi =0
ein Satz von Zahlen

Ci = (Cij-Cim) Ci =Ci1 - (1, Ko Ki )

als ,Eigenvektor® (fi zum i-ten ,Eigenwert‘4; ,
die bis auf einen gemeinsamen konstanten Faktor C;; bestimmt sind.

+ Die allgemeine Lésung von y(t) = (A)-y(t) istdaher: Y(t)= C, et +..+Cp .ghnt

* Numerisch wird dieses Differentialgleichungssystem aus m Gleichungen 1. Ordnung
mit dem RUNGE-KUTTA-Verfahren vorteilhaft gelost.
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K_Ie|n5|g n_alverh_alter? P s
Lineares Differentialgleichungssystem

R

)0 DARMSTADT

Resultat:
Die Losung eines linearen Differentialgleichungssystems mit m Gleichungen
1. Ordnung kann entweder

a) durch Ruckfuhrung auf EINE Diff.-gleichung m-ter hoherer Ordnung
fur eine der m -1 unbekannten Funktionen erfolgen

oder

b) Uber die Eigenwertgleichung der m x m-Systemmatrix (A)
als Linearkombination aller m unabhangigen Eigenvektoren C; .

Ciy
C.
=~ 12 .
C = I=1,....m
Ci,m
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Elektromechanische Systeme
6. Dynamische Untersuchung des Wandlerverhaltens

« Gleichgewicht

« Linearisierung

» Kleinsignalverhalten

« Stabilitat

« Statische Stabilitat

« Dynamische Stabilitat

« Lineares System mit konstanten Koeffizienten: Beispiel
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Stabilitat
Stabilitat vs. Instabilitat

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Wird ein System aus einer Gleichgewichtslage x, um Ax ausgelenkt
und kehrt von selbst wieder zu X, zuruck, ist es in X, asymptotisch stabil!

* Bleibt es nach der Auslenkung innerhalb eines begrenzten Bereichs X, £ X,
ist es in X, zwar stabil, aber nicht asymptotisch stabil.

» Entfernt es sich nach der Auslenkung weiter weg von x, (monoton oder
schwingend), ist es in X, instabil.

W W AX g AX

WPt Quelle: Wikipedia.de
p b A
AX >\ AX
AX - AX KX
S .
i ' x> : X>
Xo X, X,
1: Asymptotisch stabil 2: Instabil 3: Stabil:

,Indifferentes Gleichgewicht

« Damit 3 stabil ist, sind nur Auslenkungen Ax, aber keine Auslenkungs-
geschwindigkeiten Av fur die Stabilitatsuntersuchung zugelassen!
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Stabilitat

Grundsatzliches

* Nichtlineares System:

a) Linearisiertes System:
Stabilitatsuntersuchung fiir ,kleine Auslenkungen®| Ax/x, | << 1.
b) Bei grofkeren Auslenkungen:

Stabilitatsuntersuchung muss auch nichtlineare Terme bertcksichtigen.
(z. B. mit Lyapunov-Theorie der Stabilitatsuntersuchung).

* Lineares System:

Beliebig grof3e Auslenkungen Ax sind bei Stabilitatsuntersuchung maoglich.
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Stabilitat

Linearisiertes od. lineares System

» Die homogene Losung vy, (t) der lin. Diff.-gleichung beschreibt den transienten
(fluchtigen) Ausgleichsvorgang als Systemantwort auf eine Storung (Anregung)
in einem bestimmten Betriebspunkt (Gleichgewichtspunkt, ,Arbeitspunkt®).

* Die partikulare Losung y (t) der lin. Diff.-gleichung beschreibt

das stationare (dauernde) Betriebsverhalten des Systems aufgrund der Storung
(Anregung), z. B. durch eine Veranderung des Arbeitspunkts.

* Wenn die Grolde vy, (t) mit der Zeit abklingt und verschwindet,
ist das System im betreffenden Arbeitspunkt asymptotisch STABIL.

- Es mussen daher a) die reellen Eigenwerte 4, < 0 bzw.

b) die Realteile ¢, = Re(4,) < 0 der komplexen Eigenwerte A,
samtlich negativ sein, damit y, (t) abklingt.

* Bei 4, = 0 bzw. ¢, = 0 verbleibt eine dauernde Abweichung
(z. B. Dauerschwingung): Ist stabil, aber nicht asymptotisch stabil.
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Stabilitat
Beispiel 4: Stabilitat der Losungen

Beispiel 4:
n = 1: Losung der homogenen Differentialgleichung

T-y+D-y+K-y=0
yi () =k, et Yo (1) =k, et
PA) =T -F+D-2+K=0=(1-14,)-(A—-4,)

2 2
D D K D K
diy=—e—t || —| -2 Falls| —| >~ =0=1, =4, A, = A, reell
=127 o7 \/(2Tj T (2Tj T h=hdy=h

y, () =k, et Y, (t) =k, .2t Fir D/T > 0 ist System im betrachteten Arbeitspunkt
asymptotisch stabil wegen: 4; <0, 4, <0

A

kl

yi(t) =k, -eft =k e
k,/e

T =-1/4, =

0

v
~—+
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Stabilitat
Kriterium von HURWITZ fur Stabilitat

- Die algebraische Gleichung p(4) =b, - A" +b, - A" +...+b,-A+by =0
a) mit reellen Koeffizienten b,
b) und b, > 0 (ggf. Multiplikation von p(4) mit -1)
besitzt genau dann nur Wurzeln (LOosungen) 4. mit negativem Realteil,
wenn die m Determinanten D; alle positiv sind.
Dabei sind die Koeffizienten b, = 0 zu setzen, wenn r > m ist.

b by 0 0 0
by b, b by .. 0
b by by by O b; b, b, b, .. 0
D, = D2:b ’ Dy=b; b, by, ... ,D,=
P bs by b
0 0 0

« Stabilitatskriterium von Adolf HURWITZ (Deutsches Kaiserreich, 1895):
D, >0,D, >0,..., Dy, >0=Re{l, }<0

Der entsprechende Betriebspunkt ist asymptotisch STABIL !
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Stabilitat
Beispiel 5:
HURWITZ-Kriterium fur Differentialgleichung 2. Ordnung

1) Gegeben: Lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten:

Liy)=T-$1+D-y1+K=0 L(y;) =0y - ¥ +by -y +by-y; =0 by =K >0
2) Anwendung des HURWITZ-Kriteriums:
by by b By

:blbzzT’D>O

3) Vergleichsrechnung: Bestimmung der Eigenwerte mit VIETA:
Wenn D >0 und T - D >0, dann ist auch D/T > 0 und daher bei K > 0: [Re{4, <0

2 2 2
) Refto}ore|- D[RV KDL DY K o (DY K,
’ 2T M) T 2T M) T T T
D DY K D DV K
b) Re{/_112}=Re i LA QU ) Falls| = | =2 <0
’ 2T 2T T 2T 2T T

Fazit: Die homogene Losung ist asymptotisch STABIL (abklingend), wenn T, D, K > 0!
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Stabilitat
Beispiel 6:
Stabilitat fur Differentialgleichung 2. Ordnung (1)

T-y+D-y+K-y=0 T>0 Gleichgewichtslage: d./dt =0 K-y=0=y=0
Wir erteilen dem System eine Anfangsstorung = Auslenkung aus der Gleichgewichtslage:

yt=0)=Y,, Y(t=0)=V, Stabilitdtsuntersuchungen werden dann fiir v, = 0 gemacht!
Fallunterscheidung:
1) D? > 4-T-K: Nicht-oszillierende STABILE (3> «) oder INSTABILE (< «) Bewegung:

D I
A =——i2—.«/D2—4.K-T =—pra = a=—D*~4.K-T >0

o7

: hla -t

Ausgleichsvorgang: |y(t)=e#*. m-sh(oz-t)+ Yo -ch(a-t) shia-t)
o ch(a-t)

_ % . (ea-t T e—a-t)

f<a=D<D?*-4.T -K=>D>0AK <0
B<a=D<yD?>—4.T-K =D<0A(K>0,K <0,s0dass D> >4-T-K)
STABIL: B>a=D>VD?*~4.T-K=>K>0AD>2-T-K

la) K<0,D beliebig, d.h.a>‘,8‘>0

Ib) K>0,D<-2-+T-K ,d.h.—ﬂ>a>0}|NSTAB|L
Ic) K>0,D>2-4T-K , dh.f>a>0  STABIL
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Stabilitat

Beispiel 6:

Stabilitat fur Differentialgleichung 2. Ordnung (2)

2) D? <4 T'K = K > 0: Oszillierende STABILE (B> 0) oder INSTABILE (5 < 0) Bewegung:

D J 2 . D 1 2
Aiy=——F—V4-K-T-D"=-f=]j- =— w=—V4-K-T-D" >0
2127707 2T\/ prio ﬁzTa)ZT\/ g

Ausgleichsvorgang: |y(t) = e 7! -{M-Sin(a)-t)Jr Yo -cos(a)-t)}
w

2a) K>0,-2-4T-K<D<0 ,dh. <0

INSTABIL
2b) K>0,2:4T-K>D>0, dh.f>0

STABIL

sh(ja)-t):l.(eja,.t $e_jw.t):j-sin(a).t)
ch(jo-t) 2 cos(w-t)
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Stabilitat

Beispiel 6:

Stabilitat fur Differentialgleichung 2. Ordnung (3)

K =D? /(4-T) Aperiodische Grenzkurve |

Indifferentes
Gleichgewicht

D=0 K=0 (STATISIC)H) INSTABIL
a

v

» Dauerschwingung: Stabil, aber nicht asymptotisch D = 0, K > O:

T-y+D-y+K-y=0, T,K>0: T-y+K-y=0->y(t)=y,-cosapt, oy=+vK/T
0
* Indifferentes Gleichgewicht D = 0, K = O:
T-y+D-y+K-y=0, T>0: T-y=0->Yy()=Vyt+Yy,=Y,
—

0 0 5
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Elektromechanische Systeme
6. Dynamische Untersuchung des Wandlerverhaltens

« Gleichgewicht

« Linearisierung

» Kleinsignalverhalten

« Stabilitat

« Statische Stabilitat

« Dynamische Stabilitat

« Lineares System mit konstanten Koeffizienten: Beispiel
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Statische Stabilitat
Im Arbeitspunkt: Linearisierung (1)

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

- Nichtlineare Differentialgleichung 2. Ordnung: | (Y, YY)y +x(y,y) = f =konst.
* Gleichgewichtslage yo:d./dt=0:y=0,y=0= x(0,yy) = f

- Linearisierung: y = Yo + 4y, Ay/ Yo <<1: =4y, § =45 = u(¥o. Yo) = 10, o), £(¥o» Yo) = (0, Yo)

: ou .. Ou . ok .. Ok
A, Yo+ AY) = (0, Yo )+~ Ay + . A A, Yo+ AY) = 5(0, Yo ) + —— A + ——- A
w4y, yo +4y) = u(0,Yy) 0N y oy y K(A4y,Yo+4y)=x(0,Yy) o y oAy y

. N . ou .. .~ ou 4 N
AV, Yo + AY)- A = 1(0, Yo) - A +——- AY A+ ——- Ay A = 1(0, ) A
H(AY, Yo+ 2y)- 47 = (0, Y,) - A7 8Ay%/641y % #(0, yo)- 4
oK oK
0,Y0)- Ay + k(07 Y) + ——- Ay +——- Ay =
#(0,Yo) y%) o Yoy Y/

15 oK
0,Vn) -4y + 0,Vg) -4y +——(O0, Ay =0
1(0,Yq) - Ay y( Yo) - 4y (My( Yo) - 4y

oK
oA
T N N y

' '

D K
T-y+D-y+K-y=0
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e
Statische Stabilitat

Im Arbeitspunkt: Linearisierung (2)

oK oK
0, Ay +——(0, Ay +——(0, Ay =0
£(0,Y0) Y+8Ay( Yo) y+8Ay( Yo) - 4y
T N

\_W—J

D K

T-y+D-y+K-y=0

oK oK
T = 1(0, D=——/(0, K=——(0,
#(0,Y0) 8Ay( Yo) 8Ay( Yo)

e FUr T > 0 ist bei K < 0 die Ausgleichsbewegung nicht-oszillierend aufklingend
(Fall 1a)) = INSTABIL.

e Aus dem Anstieg der statischen Gleichgewichtskurve

K(09 y()) = f
kann gemanR | 9

— (0, 0
aAy( Yo) <

far jeden Gleichgewichtspunkt y, die (statische) Instabilitat Gberprift werden.

. OK : . OK . OK
e Instabil: —(0,y,)<0 asymptotisch stabil: —(0,y,) >0 (grenz)stabil: ——(0,y,)=0
(My( Yo) ymp (My( Yo)>0 (grenz) Ay( Yo)
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Statische Stabilitat

Statische Gleichgewichtskurve ,,gibt Auskunft®

» Statische Gleichgewichtskurve: Gleichgewichtspunkt y,:  x(0,Yy) = f

oK
K =-25.(0,y5) <0 it fiir =
5 Ay( Yo) Instabilitat fir f = konst.

Instabiler & statisch stabiler Gleichgewichtspunkt
x(0,y)

INSTABIL

STATISCH |
STABIL 7

2y 2y
0 (GRENZ)STABIL !
0 Yo

| >y
Yoo

« Zur Ermittlung der statischen Instabilitat muss die Linearisierung der nichtlinearen
Differentialgleichung nicht durchgefuhrt werden.

Es genugt, die statische Wandler-Kennlinie x(0, y) zu betrachten.
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Statische Stabilitat
Begrenzte Aussagekraft

s TECHNISCHE
7=\ UNIVERSITAT
%9/ DARMSTADT

« ACHTUNG:
Der ,statisch stabile” Punkt y,, hat die notwendige Bedingung K > 0.
Sie ist aber nicht hinreichend, da fur D < 0 ,dynamisch” Instabilitat auftritt
(= negative Dampfung).

* Formen der dynamischen Instabilitat konnen mit diesem ,statischen Test"
NICHT entdeckt werden.

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme*, 6. Dynamik / 51 ﬂ;ﬁ"
Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder ...',m\\\‘



Statische Stabilitat
Warum der Begriff ,,Statisch®?

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
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* In elektromechanischen Wandlern/Aktoren werden haufig Gleichgewichtslagen betrachtet.

* In einer stabilen Gleichgewichtslage RUHT das bewegliche Wandlerteil (x = konst.).
Sein Ort x ist statisch = alle Zeitanderungen sind Null (d./dt = 0).
Deshalb ist die stabile Ruhelage statisch stabil!

* Die Kurven der statischen Gleichgewichtslagen geben durch ihre raumlichen Anstiege im
betrachteten Gleichgewichtspunkt d./dx Auskunft Uber die statische Stabilitat.

* Bei rotierenden elektromechanischen Wandlern (= elektrische Maschinen) gilt als
,Gleichgewichtspunkt® ein stabiler Betrieb mit konstanter Drehzahl n und Drehmoment M.
Diesen Betrieb bezeichnet man als STATIONAR (n = (dydt) /(2r) = konst.), nicht statisch,
da der mechanische Drehwinkel y dabei standig zunimmt: y(t) =27z -n-t+ y(t =0)

* Die Stabilitat des Gleichgewichtspunkis (antreibendes Motormoment = bremsendes
Lastmoment) wird ebenfalls mit der hier beschriebenen Methode fur kleine Drehzahl-
storungen 4n untersucht.

* Man nennt solche stabilen Punkte quasistatisch stabil (korrekt ware: stationar stabil);
haufig auch vereinfacht ,statisch stabil“, obwohl die Rotation kein statischer Zustand ist!
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Dynamische Stabilitat
Stabilitatsuntersuchung

* Dynamische Instabilitat kommt wegen D < 0 durch ,negative Dampfung® zustande.
* Die aufklingende Bewegung kann oszillierend (Fall 2a)) oder nicht-oszillierend (Fall 1b)) sein

« Beispiel 6: T-A4j+D-Ay+K-4y=0 T>0,K>0,D<0 Ayt =0)=4y, >0, 4y(t=0)=0

t=0: 4y(0)=-4y(0)-K/T System wird zu Beginn gegen Ay, beschleunigt.
Mit wachsender Geschwindigkeit steigt wegen D < 0 die (nun antreibende) Dampfungs-Kraft.
Das System wird Uber den Punkt -4y, beschleunigt und kehrt im Fall 1b) nicht mehr um.

Bei hinreichend grofRer Riickstellkraft (K > D?/(4T)) kehrt das System zwar immer wieder um

(Fall 2b, ,oszillierend®), aber die Abstande der Umkehrpunkte von der Ruhelage Ay = 0
nehmen immer mehr zu.

Fall 2a)

K 4 K =D?/(4-T) Ay _‘ Fall 1b)
DYN;\‘ Sch) oszillierend ST2h0 0
: INSTA 2a) 2b) 0
1b) Ic)
_Ayo_
* D Ay(1)

0
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Dynamische Stabilitat

* Beispiel 6: T-A4j+D-a4y+K-4y=0 T>0,K>0,D<0 Ay+TE-Ay+$-Ay=O

A Pl piakeT > A P L D24k T >0
o 2T T — 2T 2T
L >0
>0
Fiir dy(t =0)= 4y, >0, Ay(t = 0) = 0 folgt die Losung: Ay(t) = A_ng : (—% ehty eﬂz'tj
1-7"2 1
A A Dominant wegen 4, > 4,
AYo- Fall 1b) < Zu Beginn: System wird wegen
T - A§(0) = —D - Ay(0)— K - Ay(0) = —K - Ay, <0
0 ’t gegen Ay = 0 (= -y-Richtung) beschleunigt.
Ay Ay(t)  « Mit wachsender Geschwindigkeit Ay steigt wegen D <0
Ay,

die (nun in -y-Richtg. antreibende) Dampfungs-Kraft —D -4y <0

 Das System wird Uber den Punkt -4y, beschleunigt
und kehrt nicht mehr um = INSTABIL.
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Dynamische Stabilitat

Ungedampft statisch stabil D=0, K> 0

T Aj+D-Ay+K-Ay=0 T>0,K>0,D=0 Ay+$.Ay:0
J—4-K - V4K - VA\/
Alp =1 42_|_K T =ij-¥:ij-«/K/T=ij-w Ay(t):i-sm(a)-t)+Ay0-Cos(a)-t)
’ )

* Es tritt eine ungedampfte Dauerschwingung um den Gleichgewichtspunkt auf !
Prinzipiell stabiles Verhalten, aber technisch unbrauchbar.

Dampfung ist notig, um in den Ausgangszustand asymptotisch zurtickzukehren!

K =D? /(4-T) Aperiodische Grenzkurve |

v

(STATISCH) INSTABIL
1a)
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Lineares System mit konstanten Koeffizienten

Beispiel 7: Magnet und Feder

i(t) / ) = » Konstanter Strom i(t) = |
\J F
k _Fnl m K '  Feder entspannt bei x = X,
u(t)l . _ I _/\/\/\_é Magneticatt: F (X)_ﬁdL(x)
oo 2 dx
d :
/; >: * Federkraft: Fg(x)=-k-(x—X,)
%/ \-F
\ ' m
« Statische Kraftkurven: ,
X ”
0! 0 F, X
iy } } 12 dL(x)
m-X=Fg+F,=m-X-Fc(X)-F,(X)=0, m-X+K-(X=Xy)——- x =0
X

* Gleichgewichtslage x*: Fg (X*)=—F,(X*)

* Ist Gleichgewichtslage x* stabiler Arbeitspunkt bei einer kleinen ,Stoérung” Ax = x — x*?
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Lineares System mit konstanten Koeffizienten
Beispiel 7: Statische Stabilitat (ohne Dampfung)

2
10,y)- §+x0,y)-F =0 —s mexrk-x——. IO o

2 dx
y(O,y*)-Ay+a—K(O,y*)~Ay=0 —> M- AX+ —dFF‘ —dFm cAX=0
— \aAy ) dX ‘X* dX X

K m-AX+ (K =K, )-AX =0

T -4y +K-4y=0
* ,Magnetische Federkonstante” k (x*) = dF,/dx bei x* :

2 42
e ) (*)_dF :| d’L(x)|
2 dx?

I * Resultierende Steifigkeit k. (X*):

0 EX* x X
| N K(x*)z—dFF dF,
dx

o
K =25 (0,) > 0 ’

o4y k>0 —km(x*)>0

X*

v

=K — K (X*) = Kyes (X*)

» Gleichgewichtslage x* ist ein asymptotisch stabiler Arbeitspunkt. i?miii
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Lineares System mit konstanten Koeffizienten
Beispiel 7: Graphisch: Statische Stabilitat

x(0,y)— f < —Fe (X) = Fp(X)
K:%(O,yobo —FL ()= FL(x*) >0 k—kp(x*)>0
y

—FE(x*)—Fp(x%)> 0

« Statisch stabil: Positive Tangentenneigung von «(0,y)— f =—Fg (x)— F;(X)

im Arbeitspunkt x*.
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Lineares System mit konstanten Koeffizienten
Beispiel 7: Magnet und Feder: Statische Stabilitat

STABIL [k =k, >0 K stets > 0
- - CdRE(x)  dRp(X)| -0 1:ky, <0=k -k, > 0= stabil
mror dx dx e 2 Ky > 0, k| < k = k —kp, > 0 = stabil
Statische Gleichgewichtskurven 3:k, <0=k—k, >0= stabil
32 4: Ky > 0, k| >k = k —ky, < 0= instabil
5:kp >0, k| <k = k —kg, > 0= stabil

« Federn a und b, entspannt bei X, 4:
Je nach Federkonstante k: Punkt 1 und 2: STABIL
- Schwachere Feder c, entspannt bei X ,:

Zwei stabile Arbeitspunkte 3 und 5 moglich

Xo.1 Xo.2
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Elektromechanische Systeme
6. Dynamische Untersuchung des Wandlerverhaltens

7% TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Zusammenfassung:

Vereinfachte dynamische Untersuchung durch Linearisierung
des i. A. nichtlinearen Systems in einem Arbeitspunkt

Wegen dieser Vereinfachung bei nichtlin. System nur Kleinsignalverhalten
untersuchbar in der lokalen Umgebung um den Arbeitspunkt

Statische Stabilitatsuntersuchung eines Systems im Arbeitspunkt anhand
statischer Kennlinien bei Vernachlassigung der Dampfung

,Magnetische Federkonstante® k = dF_/dx, wenn Zahlweise: m- X F, T
bzw. k = -dF,_/dx, wenn Zahlweise: m- X T,F, ¥

,Elektrische Federkonstante® k, = dF /dx, wenn Zahlweise: m-X TFE T

Dynamische Stabilitatsuntersuchung eines linearisierten Systems im
Arbeitspunkt bei Berlcksichtigung der Dampfung

Bei negativer Dampfung: ,Dynamische Instabilitat”
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