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Verallgemeinerte unabhangige Koordinaten
Kinematische Vertraglichkeitsbedingungen
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Potentieller Kinetischer Dissipatives
Speicher Speicher Element
Xi1 X Xi+1 Xi+2

N

,  System

J

,Schnittstelle”: Verknupft zwei Elemente und ihre Koordinaten x;

Durch Zusammenschalten von Systemteilen sind Koordinaten x; i.A. nicht mehr voneinander
unabh&ngig, sondern mussen ,kinematische Vertraglichkeitsbedingungen® erfullen

Beispiel 1: Mechanisches Pendel

/1

X1 = % (X5)

X, =I-sina

Xo =1-(1-cosa)

X

Nur 1 Freiheitsgrad: o

Beispiel 2: Kirchhoff’'sche Knotengleichung

5 ,kinematische Vertraglichkeitsbedingungen®

i3 = i3(i1’i2)
Q3 =Q3(Q1,Q7)
i3 = il_i2

Q3 =Q;—Q,
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Verallgemeinerte unabhangige Koordinaten
Koordinatendefinition
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- Verallgemeinerte Koordinaten (Orts- und Ladungskoordinaten): X; (t) 1=1,...,r

« Voneinander UNABHANGIGE verallgemeinerte Koordinaten: (oF (t) I=1...,n n<r
= Anzahl der Freiheitsgrade des Systems n

- Kinematische Vertraglichkeitsbedingungen: X (0,...,qn,t) 1=1...,r X=X(q,t)
X:(Xl,...,xr) q:(ql;---;qn)
- Verallgemeinerte Geschwindigkeiten v: vV =dg/dt=q = (41,---,4p)

Beispiel 1: Mechanisches Pendel Beispiel 2: Kirchhoff’'sche Knotengleichung
7 :
. G (t) =a(t): q Sp)
¥, (t) =1-sing (t 1 ot
() =1-singy (1) 0,

Xo(t) =1-(L—cos(q(t)))
Qu(t) = gy (t), Qo (t) = 0, (1)
Q3(t) = 05 (t) — a3z (1)
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Virtuelle Verschiebungen

r*A TECHNISCHE
1 141 UNIVERSITAT
Definition DARMSTADT

* Virtuelle Verschiebungen der verallgemeinerten Koordinaten x;:
Dienen dem energetischen Vergleich benachbarter Systemzustande.

« Momentaufnahme: Systemzustand wird zum Zeitpunkt t festgehalten.

* In DIESEM Zustand werden kleine (aber durchaus ,endlich grof3e®) Verschiebungen d;
der Koordinaten durchgefuhrt = ,Virtuelle Verschiebungen®.

« Verschiebungen d; sind virtuell, weil t festgehalten ist,
wahrend echte Verschiebungen

eine bestimmte Zeit fur ihre Durchfiihrung bendtigen.
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Virtuelle Verschiebungen

Eigenschaften
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* Virtuelle Verschiebungen ox; missen kinematische Vertraglichkeitsbedingungen einhalten

» Durch Randbedingungen vorgegebene Bewegungen
eines Punktes X (t), v; = X% (t)
oder

einer Ladung Q;(t),i; =Q; (t) haben wegen t = konst. KEINE virtuelle Verschiebung.

Beispiel 3: Weg-“Erregung*

Beispiel 4: Ideale Stromquelle:
X(t) vorgeschrieben i(t) vorgeschrieben
/4 x(t) L i), Q)
X=0

XRQ=0
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Elektromechanische Systeme TECHNISCHE
4. Methode der Lagrange-Gleichungen DARMSTADT
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Variationsrechnung anstelle der klassischen

dynamischen Grundgesetze: Lagrange-Gleichungen
Grundsatz-Uberlegungen fiir konservative Systeme
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» Konservatives System (= Energie-erhaltendes System):

Keine Energieaustausch des Systems mit der Umgebung = Keine Energiedissipation
(= keine Verlustwarme).

Es wird nur Energie zwischen den potentiellen & kinetischen Energie-Speichern
des Systems ausgetauschit.

* Nichtkonservatives System:
- Energieaustausch des Systems mit der Umgebung durch aul3ere Krafte F,
- Energiedissipation = bremsende (Reibungs-)Krafte F(@),
- Es wird auch Energie zwischen den pot. & kinet. Speichern des Systems ausgetauscht:
Potentielle Speicherkafte F®) und ,innere” Krafte F(" der kinetischen Speicher.

- Diese Krafte* £, £(P) (" werden in Abhangigkeit der voneinander UNABHANGIGEN
verallgemeinerten Koordinaten g; beschrieben.
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Variationsrechnung anstelle der klassischen

dynamischen Grundgesetze: Lagrange-Gleichungen
Kraftgleichung als Impulssatz

7\ TECHNISCHE
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» Positive Zahlweise der Krafte:

» Potentielle Speicherkrafte: Verringerung der potentiellen Energie des Speichers =
E (P) Erhéhung des Impulses (,Beschleunigung®),

* Kinetische Speicherkrafte: Verringerung der kinetischen Energie des Speichers =
E (in) Erhéhung des Impulses (,Beschleunigung®),

* Dissipative Krafte: Umsetzung von Energie in Warmeenergie = Verringerung des Impulses
|f(d) (,Bremsung®),

 AuRRere Krafte: Erhohung des Impulses (,Beschleunigung®).
F - oW
R Wy _ W F(P) — T

oq; O oq;

* Impulssatz: % =F+FM (P _EW@
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Variationsrechnung anstelle der klassischen

dynamischen Grundgesetze: Lagrange-Gleichungen
Kraftgleichung und Arbeit

7\ TECHNISCHE
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» Nichtkonservatives System:
Krafte werden in Abhangigkeit der voneinander UNABHANGIGEN verallgemeinerten
Koordinaten g; beschrieben: 1=1,...,n

Fi(@Ont)  F=F@) RO (a0 t) FO=F9@
FP(dgntnt) FP=FP @1  F'"(q...q0.0) F=FV(qG1)

* Impulssatz: %ﬁ:’t) —F+FMM L E(P) _E) w =F + Fi(i”) n Fi(p) _ Fi(d)
_ W,

oq;

F ) _ W F(P) oW,
00 o0

n
- Inkrementelle Arbeit der &uReren Krafte: p(t)-dt= ZFi -dg;
i1=1

n
« Inkrementelle Arbeit der dissipativen Krafte: Pq(t)-dt= Z Fi(d) -dg;
=1
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Variationsrechnung anstelle der klassischen

dynamischen Grundgesetze: Lagrange-Gleichungen
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Nichtkonservatives System — virtuelle Verschiebungen
- Virtuelle Verschiebungen: &; )
n
« Virtuelle Arbeit der &uReren Krafte: JA= Z F - o0; \ Werden nur fir nichtkonservative
i-1 | Systeme benotigt!
* Virtuelle Arbeit der dissipativen Kréafte: 5Ad = ZFi( ) -5qi )
- ) : oW
(d . W . W
* Impulssatz: dgi(a.t) _ Fi('”) _ |:i(p) n Fi(d) =F o :a_.k |:i(ln) _ OW |:i(p) __'p
dt o] 0o ey
. G
d [ oW — Wi + P4 Fi(d) =F i=1,...,n| Lagrange’sche Gleichungen
dt{ o9 ) oo o

» Lagrange-Funktion: L(d,d,t) =Wk*(€|,(j,t) -W,(4,1)

- Lagrange-Gleichungen: d 8!_ — oL + Fi(d) =F i=1...,n
dt\ og; ) oq

 Lagrange-Gleichungen F.(d) =0, Fi 0= d|odL — oL =0 i=1...,n
im konservativen System: dt\ og; ) 0q;
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Variationsrechnung anstelle der klassischen

dynamischen Grundgesetze: Lagrange-Gleichungen
Sonderfall: Konservatives System
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 Lagrange-Gleichungen F(d) “0.E =0 d (8Lj_ oL =0 1=1...,n

im konservativen System: 'i =~ % =V= ,
/ dt{ od; ) oo
» Lagrange-Gleichungen fir den Ruhezustand = KEINE Bewegung = oW
kinetische Energie ist NULL = auch kinetische Ko-Energie ist NULL!: Wk =0:—P =0
o0

» Gleichgewichtslage des Systems x (= Ruhelage des Systems):
x jener Ort, wo potentielle Energie W, einen Extremwert annimmt (maximal od. minimal).
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Variationsrechnung anstelle der klassischen

dynamischen Grundgesetze: Lagrange-Gleichungen
Beispiel: Gleichgewichtslage im konservativen System
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» Beispiel 5:
Mechanisches System: Kugel in Mulde oder auf Higel: n=1, q; = x

/N /N
Wp Wp K s
M-
1: Wp minimal: 2: W, maximal: 1, 3: Wp minimal:
Stabiles Gleichgewicht Instabiles Gleichgewicht Stabiles Gleichgewicht

2: W, maximal:
Instabiles Gleichgewicht

Quelle: Wikipedia.de
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Variationsrechnung anstelle der klassischen

dynamischen Grundgesetze: Lagrange-Gleichungen
Bewegungsgleichungen durch Variationsrechnung (1)
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» Hier: Konservatives System: Varianten der ,Bewegungstrajektorien® §;(t)
Uber virtuelle Verschiebungen: & (t)

Gi(t)=0i(t) +e- (1) &(ta) =i (te)=0

tg
« Definition der ,Wirkung“ S (nach Euler): |S = IL(CT,(j,t)-dt
L zunachst unbekannte Funktion! th

e Wir betrachten die tatsachliche Bewegung des Systems, dargestellt durch eine Kurve G(t)

zwischen den Punkten Ga =G(ta), Ge =0(tg) im Raum der verallgemeinerten Koordinaten g;.

ta, te: Anfangs-/Endzeitpunkt
9 e te
a(t) -~
- Virtuelle

\ G(t) \erschiebung

te N R
S:jl_(dq/dt,q,t).dt

ta

0 : di
o ,
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Variationsrechnung anstelle der klassischen

dynamischen Grundgesetze: Lagrange-Gleichungen
Bewegungsgleichungen durch Variationsrechnung (2)
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Im Vergleich mit anderen, kinematisch ebenfalls zulassigen Bewegungsvarianten a(t)

zwischen den Lagen qa, g nimmt die Wirkung S fir die tatsachlich ausgefiihrte Bewegung
einen Extremwert an!

Dies hat L. Euler gezeigt = Variationsrechnung!

tg
GO =M +&- &)  S=S(e)= [L(G+&-&,G+&-&,1)-dt 5520'2(‘9) )
ta € lg=0

» Auswertung von ¢S = 0 liefert nach Euler die Bestimmungsgleichung fir L:

dfo —izo i=1,...,n
dtl ad; ) oo

also die Lagrange-Gleichungen im konservativen System!

« Fur Newton’sche Systeme ist L die Funktion L(d,d,t) =W|j(ﬁ,§,t) —-W, (1)
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Variationsrechnung anstelle der klassischen

TECHNISCHE
I . - I UNIVERSITAT
dynamls_chen Gru_ndgesetze_. Lagrange-Gleichungen UNVERSITAT
Mechanisches Beispiel: Freier Fall
e Newton’s Bewegungsgleichung e Lagrange-Gleichung m
L2 - A1 T~ -
m-X=F=m-g WE(x',x)=vvJ(X>=m2X I
X'v=X la=X
Wy (x)=m-g-(h-X) h
* F — .
L(%,X) =W, —W, ma
n=1:¢q, =X

o . oL e /

— =m-X, —=m-g Gravitationskraft als duRere
OX OX . : :

Kraft in x-Richtung wirksam
d(oL) oL n .
—| —|-—=0 m-X-m-g=0 m-X=m-g
dtiox ) ox

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 4. Lagrange-Gleichungen/ 18
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Variationsrechnung anstelle der klassischen

dynamischen Grundgesetze: Lagrange-Gleichungen
Bevorzugte Anwendung

! 5, TECHNISCHE
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» Bei einfachen Systemen mit wenigen Freiheitsgraden (n klein) ist die Rechnung mit
a) der Newton-Bewegungsgleichung und

b) den Kirchhoff-Gleichungen zum Aufstellen der Systemgleichungen schneller.

» Bei aufwandigen Systemen ist die Methode der Lagrange-Gleichungen tbersichtlicher.

* Man muss keine Korper ,freischneiden®, um Kopplungen der Teilsysteme zu beschreiben.
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Variationsrechnung anstelle der klassischen

dynamischen Grundgesetze: Lagrange-Gleichungen
Vorgehensweise zum Aufstellen der Systemgleichungen

f 5 TECHNISCHE
UNIVERSITAT
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a) Feststellen der Anzahl n der Freiheitsgrade:
» Wahl der verallgemeinerten UNabhangigen Koordinaten g;, i =1, ..., n,
* Verallgem. Koordinaten g; sind UNabhangige Verschiebungen x, Winkel y, Ladungen Q.

» Eingepréagte Koordinatenvorgaben (Wegerregung, Stromquelle) haben vorgeschriebene
Zeitfunktionen und zahlen daher NICHT zu den UNabhangigen verallg. Koordinaten.

» Geometrische Bedingungen und Kirchhoff-Knotengleichungen mussen erfllt sein!

b) Anschreiben der (i) kinetischen Erganzungsenergie W,
als Funktion der verallgemeinerten Geschwindigkeiten dg;/dt und Koordinaten g; und
der (ii) potentiellen Energie W, als Funktion von g; .

c) Bestimmen der verallg. dissipativen Krafte F,(@ u. du3eren Krafte F; als Koeffizienten der
Anderungen 5A,, JA bei den virtuellen Verschiebungen &; bei nicht-konservativen Systemen.

d) Einsetzen von W,”, W, in die Lagrange-Gleichungen und Ausfihren der Differentiationen
liefert einen Satz von n unabhangigen Systemgleichungen.
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Elektromechanische Systeme
4. Methode der Lagrange-Gleichungen

7\ TECHNISCHE
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= Verallgemeinerte unabhangige Koordinaten
= Virtuelle Verschiebungen

= Variationsrechnung anstelle der klassischen dynamischen
Grundgesetze: Lagrange-Gleichungen

= Beispiele zum mechanischen System (5 Beispiele)
= Beispiele zum elektrischen Netzwerk
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Beispiele zum mechanischen System
Bsp. 1: Wegerregte Bewegung an der Feder k

7\ TECHNISCHE
UNIVERSITAT

-~ g DARMSTADT
(mit linearer Dampfung d)
W
. ‘e/g/erregung g Schwerpunkt » Wegerregung X, (t) an Fedg_r
7 X (t) 5 : | ya L vorgeschrieben (= eingepragt):
‘ 7
Z' ,‘o_ sk / - Dampfer und Feder linear: d, k = konst.
é — VY — reibungsfrei .« Feder entspannt fiir x — x, = |
IFFET T I I I TIT 7 77 7777 g Codo
i X e (I, : L&nge der entspannten Feder)
—-

. Keine AuReren Krafte vorhanden: E = 0 « Dampferkraft prop. zur Geschwindigkeit:

a) n=1:g =X F@=d-(x-x)
b) W =m-x°/2, W, =k-(x—x —lg)*/2
C) Ay =d-AX-0(UX)=d-(X—%)-0(Xx—X%) A=F-o0(x—x)=0

oW, W, . W
d K =m-x —Kk=0 —B=k - (x—x-I
) — > ™ (X=% ~lo)
. "W X
a 6Wk —aWk+ Io+F(O')=F:>d(m X)—0+k'(X—X1—|0)+d’(X_Xl)zo
dt{ ox OX OX

. , . Wegerregter mechanischer
m-X+d-X+k-x=Kk-(x(t) +1p) +d - X(t) linearer Schwinger
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Beispiele zum mechanischen System

7\ TECHNISCHE
UNIVERSITAT

Bsp. 1: Alternativ: Newton’sche Bewegungsgleichung DARMSTADT
WAeg/erregung Seh " « Schwerpunktsatz: Summe aller Krafte
/) ~ d -~ chwerpun ergibt die Impulséanderun
7 0(1({:) | é ) [ 4 //m g p q g q
Z’“ i # m-x=F-FD 4P _p_pl@) F
/ 9
é/ —AN— | reibungsfrei ~ Positive
CHLET LLH T T LN L LTI Kraftzahlrichtung:
¢ X —= ‘ \| p@
\ F e m
/r ........... ....?—-—--a F
éxdo—W'TﬁFF:—(X—Xl—Io)’k>O, - :’!
.___.* &
X 7 wenn z.B.: x—x; —15 <0 "
:_/\/\/\":FF:O F=0m-X=-F"" +F¢
y o (I, : Lange der entspannten Feder) m-X=—d .(X_ Xl) —k-(X— X1 IO)
d o m-X+d-X+k-x=d-X +(x +1g)-k
Mot E— - F9=dv=d (x-%)
/ % S 7B." X—% <0 « System 2. Ordnung = zwei Energiespeicher:
B.: .

Feder und Masse

TU Darmstadt, Institut fur

Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder ..;‘: \
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Beispiele zum mechanischen System
Bsp. 1. Gleichgewicht bei Weg-erregter Bewegung

X
m-X+d-x+k-x=d-% +(x +,)-k e NAN—

e Wegerregung (Feder-seitig):
X=%=0, % =0->x =konst=x =X, <o

e Gleichgewicht = d./dt = O:
Feder entspannt sich!
k-x=(x +lp)-k=k-X X = X +lg

« Abweichung aus der Gleichgewichtslage: x(t) = X + Ax(t) X (1) = Xq + A% (t)

m.ijLd.Ay(Jrk%AX):d.A&jL/()l/jLAxl%k % () = Xy + A (£) = A% (t)
X = AX, X = AX

m-AX+d-AX+K-AX=d - AX + A%, -k

e Sinusformige Abweichung aus der Gleichgewichtslage: x(t) = X + Ax(t)
Erregung: X, (t) = Xq + A% (t) = X + X - cos(at)
X(t) = X + Ax(t) = X + X - cos(at + p)
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Beispiele zum mechanischen System
Bsp. 1. Frequenzgang bel Weg-erregter Bewegung

e Wegerregung (Feder-seitig): m-AX+d - AX+k-AxX=d - AX, + A, -k

« Frequenzgang: Sinusformige Dauererregung: 4% (t) = X, -Cosat = Re{)zl-ej“’t}
Ax(t) = X -cos(wt + @) = Re{)ﬁ .el? -ej“’t}, X =X-el?

zB.:d =0:m- M +k-Ax=Ax -k = (-m-0*+k)- X =k- X,

. Kk k/m 5 k
XXy = = = 0 Resonanz-Kreisfrequenz: @y = ,|—

—m'a)2+k_(k/m)—a)2_a)g—a)2 m

A

~

X
X1

Linearer ungedampfter
wegerregter Schwinger

A

X

A
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Beispiele zum mechanischen System
Bsp. 2: Wegerregte Bewegung an der Masse m

7\ TECHNISCHE
UNIVERSITAT

e - DARMSTADT
(mit linearer Dampfung d)
¥ d -  Schwerpunkt — €y - Wegerregung x(t) an der Masse

4 é o o 1] / m vorgeschrieben
;v— k $ « Dampfer und Feder linear: d, k = konst.
7 o
7/ - —— reibungsfrel « Feder entspannt fiir x = |
é, AP IT AT TTTT7 P ~lo

A S « Dampferkraft prop. zur Geschwindigkeit:

p v\V\/e(\;Jerreguﬂg F(d) —d-x
» Keine aul3eren Krafte vorhanden: F =0
a) n=0: Keine unbekannte Variable vorhanden
b) F=0m-x=—F@D 1 F, m-x=—-d-x—k-(x=1y), m-x+d-x+k-x=1I,-k
» Keine Schwingungs-Differentialgleichung mit Unbekannter,
sondern NUR eingepragter Weg x der Masse m
» Keine Resonanz, da ,gefuhrte” Bewegung der Masse!

- Bei entspannter Feder x = |, = Feder- und Dampfungskraft sind Null: x=dl,/dt=0
F(P = F =—k-(x—1y)-&, =0 FO=_d.x-6 =—d-0-& =0

o
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Beispiele zum mechanischen System

7\ TECHNISCI:|E
Bsp. 3: Krafterregte Bewegung an der Feder (1) U VERSITAT

(mit linearer Dampfung d)

Anwendung der LAGRANGE-Gleichungen:

7 q Schwerpunkt - AuRere Kraft F(t) vorgeschrieben
] 1
gi - . // P « Zufolge F(t) kdnnen sich x und x, andern = n =2
/ k
7 = 7 ’ « Dampfer und Feder linear: d, k = konst.
; reibungsfrei )
l/ FETR S AEL R T RETATS 77 dbl  Feder entspannt fur x —x; = |,
X ke
! i « Dampferkraft prop. zur Geschwindigkeit:

N=2:0 =X, 0, = X F©9=d-(x-x)
) We=m-%/2, Wy=k-(x—x—ly)*/2
c) Ay =d-(X=%) - S(x=x) =~d- (X~ %) &y +d - (x=g)- & = R &y + F;Y) -

— Fl(d) :_FZ(d) =—d -(X—Xl) ‘Fl(d)‘h%'{d_g_"lzz(d)‘

&

A=F-8=F -8y +F-&p=F -, +0-&, = F =F(t),F, =0
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Beispiele zum mechanischen System ; |

Bsp. 3: Krafterregte Bewegung an der Feder (2)
(mit linearer Dampfung d)

f 5 TECHNISCHE

UNIVERSITAT
DARMSTADT
) : oW - * oW
g i=1: % _g W _o Tp —k - (X =% — o) d Wi |- W, P LR D =R
0% 0%y 0%y dt{ o% X 0%
0-0—k-(x—x —lg)—d-(x—%)=F(t)
) ; oW iy * oW
=2 Mg Moo T ooyt S M| M Top@_p,
OX OX OX dt{ ox OX OX
m-X—0+k-(X=% —lg)+d-(X=%)=0

—k-(x=x—lg)—d-(Xx=%) =F(t)
m-X+k-(x=x —1,)+d-(Xx-%)=0

} m-X=F(t) Resultierende Diff.gleichung in x

- Zwei lineare Differentialgleichungen fur die beiden Unbekannten x;, x

- Resultierende DGL in x ist zweiter Ordnung = System 2. Ordnung =
= Ein kinetischer und ein potentieller Energiespeicher

- ABER: Keine Schwingungsgleichung, weil Kraft am Feder-Dampfer-System eingepragt
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Beispiele zum mechanischen System Ubung |

Bsp. 3: Frequenzgang bei Kraft-erregter Bewegung
an der Feder k

7\ TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

e Krafterregung (Feder-seitig): m-X=F(t)
e Frequenzgang: Sinusférmige Dauererregung: F(t) = F -cosat = Re{lf -ejwt}
x(t) = X -cos(w-t+ ) = Re{)ﬁ el -ej“’t}, X =X -el

“mew? R =P RIE =

2 p=-n
m-w

e KEINE Resonanz, sondern zur Kraft F gegenphasige Bewegung mit bei steigender
Kreis-Frequenz o quadratisch abnehmender Amplitude

e Die Wegamplitude X der Masse m sinkt wegen deren Tragheit
bei konstanter Kraftamplitude F mit steigender Frequenz f = a/(27)!

e Bei konstanter Kraft F = konst.; f = 0 (Frequenz ist Null) wird die Masse m

uber die Feder ,weggeschoben®: ,

x:F/m:>x:(F/m).t+v(O):>x=(F/m)-%+v(O)-t+x(O):>x\t_m—>oo
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Beispiele zum mechanischen System

7\ TECHNISCHE
. _ UNIVERSITAT
Bsp. 4: Kraft-erregte Bewegung an der Masse m DARMSIADT

(mit linearer Dampfung d)

Zur Abwechslung:
Nicht mit LAGRANGE, sondern Anwendung der NEWTON-Bewegungsgleichung:

d = Schwerpunkt —> €,

g - _m « Schwerpunktsatz: Summe aller Kréfte
/7 g 4 F(t) ergibt die Impulsanderung
/#— /k » Krafterregung L = =) 2(p)
Z AN _|—reibungsfrei m-X-&,=F-F"/ +F P
BT TR EF T EITHE T . _ B
(//‘TX e : F(p)=F|: =—k-(x—1y) €,
ﬁ(d):d.)'(.é’x ﬁ:F(t)'éx

m-X+d-x+k-x=Kk-l,+F(t)
* Linearer Ein-Massen-Schwinger: Schwingungsdifferentialgleichung!
- Gleichgewichtslage: d./dt = 0: F=konst.: X=X: k- X=K:-lg+F < F=k-(X -Ij)
* Auslenkung aus dem Gleichgewicht: x(t) = X + Ax(t), F(t) = F + AF(t)
* Auslenkungen Ax, AF kbnnen beliebig grol3 sein; das System ist weiterhin linear !
- Mit Gleichgewicht k- X =K -1y + F folgt mit: X = AX, X = AX
m-AX+d - AX+K - AX = AF (1)

o
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Beispiele zum mechanischen System

Bsp. 4. Kraft-erregte Bewegung an der Masse m:
Sprungantwort beim Kraft-Aufschalten (1)

575 TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

m-AX+d - AX+K - AxX = AF(t)
- Beispiel: Sprungférmige Kraftaufschaltung AF (t) = AF - £(t), &(t) :{
HEAVISIDE-Sprungfunktion (,Einheitssprung®) £(t)

|
]

* Sprungantwort Ax(t): Losung der Differentialgleichung 2. Ordnung 1
z. B. mit der Methode der homogenen und partikularen Losung A4x, 4x,

> {

« Anfangsbedingung: Ax(0) = 0, AX(0) =0, schwache Dampfung: 4.k -m>d? < d, <1%)

« Homogene Gleichung (= rechte Seite ist Null): AX, +(d/m)-Ax, +(k/m)-Ax, =0
Ansatz:

d d .
A () =C,-e" +C,.eM' = 1, =—— B Y T R _
W()=C, " +C, e = 4, ol 81 e R
- Eigen-Kreisfrequenz des ungedampften Schwingers: @y =~+vk/m
d d
« *) LEHR sches Dampfungsmaf d, (dimensionslos!): d, = =—=d, ‘o
: Todkem S Tam T

Mp=—B%j g =an-(-d*j-/1-d?)

» Eigen-Kreisfrequenz des gedampften Schwingers: @y =

k d?
m amz P
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Beispiele zum mechanischen System
Bsp. 4. Kraft-erregte Bewegung an der Masse m:
Sprungantwort beim Kraft-Aufschalten (2)

7\ TECHNISCHE
67 UNIVERSITAT
r— DARMSTADT

M (t) =C-e Pttt L C, e Plgmlt € =(D - jD,)/2 C,=(D+ jD,)/2

Ax, () =e 7| Dy

e Jayg t + e_Ja)d 1

e jwd 1 _ e_ja)d !

+D
2 2 2]

A, (1) =e 71Dy -cos(wy -t) + Dy -sin(ay -1)]

* Partikulare Gleichung AX, +(d/m) - AX, + (k/m) - Ax, = AF/m, t=0
(= rechte Seite berticksichtigen: hier:_Konstante!):
Ansatz: Konstante als Losung: Ax,(t) =K, t>0=K =A4F/k

« Erfullen der Anfangsbedingung:
Ax(0) =O:Axh(0)+AXp(O) =D +K=D;=-K

AX(0) =0=a%, (0) + A% (0) =g - Dy — - Dy = Dy = (B avq) - (=K)

» Sprungantwort Ax(t):

AX(t) = (AF 1K) - L—e A1 [cos(@y 1) + (B ) -sin(ey )]
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Beispiele zum mechanischen System
Bsp. 4. Kraft-erregte Bewegung an der Masse m:
Sprungantwort beim Kraft-Aufschalten (3)

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Sprungantwort Ax(t): Ax(t):(AF/k)-{L-c—:fﬁ't [cos(@y -t) + (B! wy) -sin(wy -t)]}, t>0

« Stationarantwort Ax(t — «): Federdehnung 4x, = AF/k

L 1 5
« Mit sing= =1-d{ 2 yesscooooooco :
\/1+(,3/60d )2 \ L1+e_'8t Sprungantwort
¢ =arccosd, Ax(t) o ,Schwingend”
AX, | 16 [ ol
AX(t) _pt Sin(wy -t+¢) | T,y =27/
—==1-e"". ; t>0
A, sing AF (1) “ o
1.2 AR |V ks 202 —
Dampfungszeitkonstante: 7 L0 7 S =
L] . e l _Ir_—_: ______
11 R 0.8 —11—NA+ —’——:1-_—922&——_
“«— 7 — I B A W A7 (R =
2 , I
Tangente an die | ‘
einhillende e-Potenz: i b I
1.6 1| Abschnitt an 4x,, liefert ¢ ' | Cd3| gy ! gy | g3 =61211
1,
B ﬂ .t
— 0 —

1.2

o

(%))
o
o

1.5 3.5
Quelle: Wikipedia

n o
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Beispiele zum mechanischen System
Bsp. 4: Kraft-erregte Bewegung an der Masse m:
Frequenzgang (1)

7\ TECHNISCHE
67 UNIVERSITAT
r— DARMSTADT

m-AX+d - AX+ K - AX = AF (1)

 Beispiel: Sinusférmige Kraftanregung:
AF (t) = AF - cosat = Re{AIf el }:> AX(t) = AX - cos(at + @) = Re{A)Z ele -ej”t}
Ax(t) = Re{AX-ej“’t}
(—0® M+ jo-d+k)-AX = AF
* Frequenzgang:
AX 1
AF N —0° M+ jo-d+k

0—>0:AX =AX =AF [k, @—>0:AX —->0=0+j-0

| AX  |AX 1
« Amplituden-Frequenzgang: —=|—=
(,Nachgiebigkeit*) AF | AF \/(—0)2 M+Kk)* +(w-d)°
- Amplitudenmaximum bei Resonanzfrequenz w,: (—@>-m+k)* + (e, -d)? = minimal
k 2
9 f—a? -m+k)? + (@, -d)2]= 0= (2m) - (-0 - +K) +d? =g, =< ~-L
dw; m 2m

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 4. Lagrange-Gleichungen/ 34
Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder



Beispiele zum mechanischen System
Bsp. 4: Kraft-erregte Bewegung an der Masse m:

Frequenzgang (2)

7 TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

2Jk-m o,

Abd >1/4/2=071
keine Resonanz-
tberhéhung, denn:

dL:]./\/E:

d.

AX  |AX 1
6 —_—
A P =1
_AxX S Pid=0 -~ Einhiillende
AF [k ' AX (a)e/a)o)i I 7T v Maxima
ol 1 \
= L 1 — 0.1
ari ARk | e
II[ e U3>d|_
i | - 0.5

Schwache Dampfung d, <0.7

Starke Déirppfung d. >0.7

W =Wy -[1-2d7 =0

ol ay

0.0
Quelle: Wikipedia

0.5 1.0

1.5 2.0 2.5 3.0

»
|
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Beispiele zum mechanischen System

72\ TECHNISCHE
: - ' - ' 3 &)=\ UNIVERSITAT
Bsp. 5: Weg-erregter Zweimassen-Schwinger ungedampft g 7" JRVERTAT

(1) | Ubung |

\\\\\\ \\\\\\ Q\\\\\\\\\ Quelle: Ziegler, F.:

Ko Mechanik, Springer
°/\/\/\/\/\/\/\f ~ AW -
reibungsfrei
\\ ?_, reibungsfrei \‘\\\\\\\{\T .
N N
NP SNANNS .
x(t) ! X5 (t)
N — P

1,
* Wegerregung x(t) an Feder 1 vorgeschrieben, keine dul3eren Krafte F; = F, =0

* Federn linear, keine Dampfung: d, =0, d, = 0, k;, k, jeweils konstant
» Federn entspannt bei x, = I; (wenn x =0) und X, = I, (wenn x, = I, x = 0).
) N=2:01=X,0 =X
XE X5 K- (% —X=1)% Ky (Xo = X4 + b —1,)?
My-X  Ma-Xp W = 1+ (X —x—1) L X2 (X —x+h—1)
' p_
2 2 2 2
¢c) d=d,=0=>A; =0=>FY=FY=0 F=F=0=6=0

b) W, =
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Beispiele zum mechanischen System B ECHNISCHE
Bsp. 5: Weg-erregter Zweimassen-Schwinger ungedampft 87 ") UNIVERSITAT

DARMSTADT
(2) | Ubung |

. OW, oW, oW
d i=1i—K=m-% —=0 —P=k-(—x—l)—Ky-(Xo =X+ 1
) %, 1% 5 %, 1+ (% 1) =Kz (X2 =X+l - 1p)

d [ oW —aWk*+aWp+F(d)—F = M%) oy (X = X=1) =Ky - (X, =X+l =1,) +0=0
dtl o | o o+ dt PR AT

AW, oW, oW

i=2:—K=my- %y —K=0 —L=ky-(x,—x +I I

X, 2% 5, o, 2 (X2 =%+l =15)
* * aW ..

g 8Wk —aWk + p+F2(d):F2:>—d(m2 X2)—0+k2'(X2—X1+I1—|2)+0:O
dt{ ox, OXy  OXy
« Bewegungsgleichungen: my - %+ (K +Ky) % =Ko - Xy =Ky - (X+ 1) +ky - (g = 15)

Lassen sich auf eine Diff.gl. 4. Ordg.
Reduzieren < System 4. Ordnung

mit 2 kinetischen und 2 potentiellen
* Gleichgewichtslagen: d./dt = O:/v k2 - Xp— k2 - Xy = k2 '(|2 - |1)
X(t) = X als Vorgabe X, =X+ |1’

My - Xp +Kp - Xp =Ky - X =k - (I —1y)

Xy =Xy +1, =l = X +1, Federn entspannt!
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Beispiele zum mechanischen System 2 Techisc
Bsp. 5: Weg-erregter Zweimassen-Schwinger ungedampft g ‘ UNIVERSITAT

DARMSTADT
(3) | Ubung |

« Zeitlich veranderliche Auslenkung 4x(t) im Gleichgewichtspunkt X
X(t) = X + AX(t)

fuhrt auf zeitlich veranderliche Auslenkungen Ax,(t), Ax,(t) in den Gl.gw.-Punkten X;, X,
X(1) = X+ A (1), X (t) = X + A, (1)

die Differentialgleichungen fur die Auslenkungen Ax,(t), Ax,(t):

my - A% + (kg + Ky ) - A% — Ko - Ax2+(k1/+k79/>(/2</_k1 S)(+Ax+/)+k2/ar4/
M, - Ay + Ky - AXy — Ky - Axl+w—k2 5= 1,)

X=X+, Xo=X+1,
ml'AX1+(k1+k2)'AX1—k2'AXZ:kl'AX
mz'AX2+k2'AX2—k2'AX1:O
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Beispiele zum mechanischen System
Bsp. 5: Weg-erregter Zweimassen-Schwinger ungedampft

%7, TECHNISCHE
J/=\ UNIVERSITAT
DARMSTADT
(4) | Ubung |
» Frequenzgang: X(t) = X + X -cosat = X + Re{)z ~ejwt}
X (t) = X1 + X{ -cos(at + ) = X1 + Re{)ﬁl-e””l -e“"t} X, =X,-el
Xz(t) = X2 + )22 COS(GI.‘F(Dz) = X2 + RE{)QZ ‘ejq)z eja}

(= - @ + (K +Kp))- Xy —Ky - Xy =kg - X k =k, +k,
(M, - @” +kp)- Xy =Ky - Xy =0

met
(@ ko —m, - o°

Kopplungsterm
[Xa] [laX Det
X 0

Det = (k —my - @?) - (ky =M, - @) —k3 = mmy* — (Mky +mM,K) - @* + kik, = P(®)

 Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P(w) 4-ter Ordnung (!) sind die

Eigenfrequenzen des Systems 4-ter Ordnung. Es existieren maximal 4 Eigenfrequenzen.
Wegen P(«?) treten zwei Doppelnullstellen auf = Nur zwei Eigenfrequenzen @y, @y,

P(@?) =P(&)=mmy - &2 — (Mky +Myk) - £+ keky =0
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Beispiele zum mechanischen System

74 TECHNISCHE
Bsp. 5: Weg-erregter Zweimassen-Schwinger ungedampft

UNIVERSITAT
DARMSTADT
(5) Ubung|
4
-Eigenkreisfrequenzen:gz— k—2+L .§+ﬁ.k_2:0 a)f:ﬁ, w;_ﬁ, a)zzlzﬁ
m; My mp My m, m, m,
> (2 2 2 2 ) 2k _k+tky o o
4 —(wz+ws)-§+a>l-wz=0 w3 =—= =] + 0y
2 2 2 22 - MM
w5 + w5 +
51,2=a)§2,1=27w3i (@, 40)3) ~f w5 >0 ,denn:
\ >0 ’
(CO2+ 2+C()2)2 2 2 1
2 6014 2) 2.2 ==

2 (a)g' + a)f + a)gl + 2(022(012 + 20)22@221 + 2(012(0221) — a)lz 0)22 =
1

(04 +0f + i 20507 + 2030} + 207 0) = - (0F — )7 + oy + 2050, + 2080,) > O

_ 05 +05 (05 +@5)* o B w5 +w5  |(0F +02)°
W41 = > - 1 —W W) <Wyo = 5 +

2
—_— . a)
4 W) - Wy

Det = P(a)z) =My -m, - (wz - 605_1) ' (0)2 —0)32)
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Beispiele zum mechanischen System

<7\ TECHNISCHE
: - Im - ' 3 UNIVERSITAT
Bsp. 5: Weg-erregter Zweimassen-Schwinger ungedampft g 7" JRVERTAT

(6) | Ubung |

N

« Schwingungsamplituden:

(R, = L [k X —kp |_ kX (kg —mp-0?)
T Det| 0 ky-my@?| mem,-(0f —afy) (0? - wd,)
1My i1 42
X, _ X, _ (ki /my) - ((kp /m,) — &%) _ o (@) - o)
%o ) XX (@ -ef) @ o) (0 -ef) (o - o)
X, _w_22< )Zzzi.k_ml'wz ke - X|_ ky -k - X
227 Det | —k, 0 | my-m, (0®-ad) (&° - aly)
Xp _ X __ (ky/my)-(kp/mp) _ of - )

e (2 2 2 2N (.2 2 2 2
X X (0 o) (0 —0fp) (07 - awg;)- (0" - wy3)
 Die Schwingungsamplitude Ax,(t) ist bei @ = @, Null: Durch die in Gegenphase
schwingende Masse m, wird die tber Ax(t) erregte Schwingung der Masse m, ,getilgt” !

« Anwendung: Schwingungstilger: Die o-frequente Schwingung einer Masse m; kann
vermieden werden, wenn man eine zweite Masse m, Uber eine Feder k, ankoppelt,
wobei die Bedingung @ = @, = /K, /M, erfillt sein muss.
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Beispiele zum mechanischen System

A#

3

75 TECHNISCHE
Bsp. 5: Weg-erregter Zweimassen-Schwinger ungedampft NVERSITAT
() [ Ubung |
XX, Xol X VMg, Moin Phase : Quelle: Ziegler, F.: Mechanik, Springer
» X, T I .
2411] | I Beispiel:
/ | [ X, k1 =Kz
/P}( 5 | Tilgurg ! : WA
2~ X ' 'XlJ 53 @ _ keI _ 141
— ' : 4 w, k1/m1 .
‘ I / JI \\ eonh
s N
iy | 2.0 L 20 Ct)/a)_l_
|
-
I
i .
| —X, /X
l -_————— ‘)22/)2
| >
) 1 i I U
wyy ! oy @, [ @y oM @ My, Myin Gegenphase
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Elektromechanische Systeme
4. Methode der Lagrange-Gleichungen

7\ TECHNISCHE
67 UNIVERSITAT
r— DARMSTADT

= Verallgemeinerte unabhangige Koordinaten
= Virtuelle Verschiebungen

= Variationsrechnung anstelle der klassischen dynamischen
Grundgesetze: Lagrange-Gleichungen

= Beispiele zum mechanischen System
= Beispiele zum elektrischen Netzwerk (7 Beispiele)
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk
Bsp. 1: Lineares stromgespeistes Netzwerk

7\ TECHNISCHE
G UNIVERSITAT
r— DARMSTADT

(), b
_ait * i(t) durch Q(t) vorgeschrieben: ldeale Stromquelle,
iR I | i @, Innenwiderstand: o«
1 R « KEINE auliere Spannung = Keine ,aulbere Kraft: F =0
< 1 a) n=1:0=Q, (Q=0Q0-Q,)
b) W, =L-Q5/2, W,=(Q-Q,)?/(2C)
c) oAy =F . =(Ri,) R, A=F =0
) . - oW
d) %:L.QZZL.iZ My _g —P-_(Q-Q,)/C FD=R.i, F=0
0Q, 0Q, 0Q;
- ) ¥ _
Ay | W Mo p@_po dl) 5 Q9 pj g
dt\ 0Q, | 0Q, 0Q, dt
di, Q-Q, . di22 di, 1, I(t) | Stromerregter elekir.
- i c Rz _Ojd./dt = L'FJFR'EJFE_? linearer Schwingkreis
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575 TECHNISCHE

Beispiele zum elektrischen Netzwerk

UNIVERSITAT
Bsp. 1: Alternativ: Kirchhoff'sche Maschengleichung DARMSTADT
i), Q) t
e 1 .
Uc (t) =—=- iy -dt
| s 4 U (1) = Ug (1) | c®=¢ {1
v 2 ek . ; ] ..
Uc|ULR Spulen- UR(M =R - +L-dip/dt I =1-1
_"a widerstand! t t
L i.ji.dtzi- i, -dt+R-i, + L-di, /dt
- Co Co

ﬁm.ﬂﬂgzﬂ
dt? d¢ C C

. leferentlalglelchung 2. Ordnung, weil zwei Energiespeicher L-
L und C im Austausch!

_tff) Q) « Vergleiche: Mechanisch wegerregtes Schwingsystem:
m-X+d-X+K-X=K-X () +d ¥ t)

—_—G
_s‘*

\' LLJQ
1 * Elektrische ,Entsprechung”.
lc 2 .
R[ﬁ ‘—ﬁ diy o dip By () o dic)
- dt? dt C C dt
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk
Bsp. 1: ,,Ei

5, TECHNISCHE
p. 1: ,Einschalten” der Stromquelle mit Schalter S (1)

UNIVERSITAT
DARMSTADT
i), Qi OS/ * Beispiel: Sprungférmige Stromeinschaltung mit
{ ~ ] HEAVISIDE-Sprungfunktion (,Einheitssprung®) &(t)
'£1:QI Yy j'LJQL ‘
5 0,t<0 e(t)
R it)y=1-g@t), e(t)=<"
1 i)=1-2(), () {mo ,
C > {
] ﬁ+R dl+|—2—@ Ansatz: i,(t) -Oi (t) + i,(1)
. d'[ dt | C C - 12 2h 2p
diz R di | it | :
d'zh R dign  lon _ —2p R Tp, B _ (t) _ 500, =1
dt? L dt L-C dt? L dt L-C L-C L-C
) ) 2L . 1t 1t R.,. |1 R?
Fir schwache Dampfung: R < o ba(t)=C,-e T +C e T =4, ,=——= —
ptung 7c on(t)=C4 ~2 41,2 oL J LC 412
1 RJC . 1 RVC |, . > .
Ay =— —-, 1 =—wy-d £ ]-wy-y1-df =-f*]
N ToRPN JE\/(zf) Ll B e S

* Beim Einschalten von Stromquelle i(t) bei schwacher Dampfung schwingen i,(t), i,(t)
wegen Energieaustausch zwischen den beiden Energiespeichern L und C gedampft mit
Eigenkreisfrequenz a !
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk
Bsp. 1: Dimensionsloses Lehr’sches Dampfungsmald d,

7\ TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Gedampftes ,Ein“schwingen wird beschrieben durch LEHR sches Dampfungsmald d,:

R-vJ/C

0<d, =— =<1

2L

« Zeitkonstante des Einschwingens: T = 2L/R = 1/ = 1/(w,d,)

* Kreisfrequenz des gedampften Einschwingens: @y = @y - 1—dE

- Kreisfrequenz des ungedampften Einschwingens (d, = 0): @g =@y =1/~/L-C

« Vergleiche: Mechanisch wegerregtes Schwingsystem: m-X+d - X+K-X=Kk-x(t)+d - % (1)
- Eigen-Kreisfrequenz des ungedampften Schwingers: @y =~+vk/m
« Lehr'sches DampfungsmaR d,: d;, = ———

- 2+/k -m k

- Eigen-Kreisfrequenz des gedampften Schwingers: o, =

m4m
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk

175 TECHNISCHE
&Y
Bsp. 2: Lineares spannungsgespeistes Netzwerk (1)

UNIVERSITAT
DARMSTADT
‘,Q Selbststudium
- . * u(t) vorgeschrieben: Ideale Spannungsquelle,
i1, Q1i b, @ Innenwiderstand = 0
wd) l() Te £ « AuRere Spannung u = ,Aulere Kraft‘: ,F*“=u
L
a) N=2:0,=0Q,0=Q,

Q= +Qy)
b) W, =L-i3/2, W,=Qf/(2C)

c) oAy =R sy +F s, =R Q+FY R, =R-i,-&Qy =K =0,F¥ =R

I
A=F - +F-0Q,=u-Q=u-&+u-8Q, = F =u(t), F, = u(t)
* * oW

d) i= M g W o _Q FY=0 R=u

o oQ 0Q C

* c oW

d awk _ Wi + IO+F1(O')=F1:>O—O+%=u(t)

dt| 6Q, | aQ, oQ C

Zouw) i=Qy i=iy+ip
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk
Bsp. 2: Lineares spannungsgespeistes Netzwerk (2)

7\ TECHNISCHE
UNIVERSITAT

DARMSTADT
d) izz;M:L.i M:O 8W_P:0 ED_R.i. E =u Selbststudium
Q, 7 aQ 0Q, 2 2 2
* * aW .
df W | W p+F2<d):F2:>Ld2 0+0+R-i, =u(t) L%+R-i2=u(t)
dt{ 0Q, | 0Q, 0Q, dt

* Die beiden Energiespeicher L und C werden parallel und damit unabhangig
voneinander spannungsgespeist —» Zwei Systeme 1. Ordnung! Kein ,Einschwingen®!
- Beispiel: Spannungssprung: u(t)=U -g(t): u=0(t<0),u=U (t>0) h(0)=1i,(0)=0

h(t)=C-du/dt="1,-o(t)" DIRAC-StolRstrom zur (unendlich schnellen) Kondensatoraufladung!
di _
d2 +(R/L) i =u®)/L=1i(t) = (1—6 ”T) Aufladen von L mit Zeitkonstante T = L/R

i(t) 4

ABIRAC-StoBstrom j 5(&)-dé=1= j iy (t) - dt = j Tl 6(8)-dé=Q=C-U
U/R-____________::T __________________________ — Ql 5 t/T I Ql/T
-0 t<0 P
i=ip+iy=1 U )
. ¢ ="11-0(t) +E-(l—e”T) t>0
0 T
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk
Bsp. 3: Lineares spannungsgespeistes Netzwerk (1)

7\ TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

* u(t) vorgeschrieben: Ideale Spannungsquelle,
u(t)

Innenwiderstand = 0
« AuBere Spannung u = ,Aulere Kraft*: ,F*“=u

* Linearer elektrischer Serienschwingkreis: R, L, C konstant
- Anfangsbedingungen: i(0),(0)

2. .
L£+Rﬂ+£| :M
dt? dt C dt

» Aufgabe: Selbst mit LAGRANGE-GIleichungen die dynamischen Gleichungen aufstellen!

« Hinweis: In Aufgabensammlung ist das Beispiel mit KIRCHHOFF-Gesetzen berechnet!
« Zwei Energiespeicher L, C im Austausch = System 2. Ordnung =
= Differentialgleichung 2. Ordnung!
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk Ubung |

TECHNISCHE
_ _ =\ UNIVERSITAT
Bsp. 3: Lineares spannungsgespeistes Netzwerk (2) DARMSTADT
Beispiel: Aufschalten einer Gleichspannung u(t) =U beit=0 g(t)‘
|
e mme HH=U-0 N
i1) 0
<=> lU A Einschwingvorgang bei schwacher Dampfung:
_RJC _ 1 ( R )2
i N d — == >1
U 7 ~ "2 2L
|(t)——- T sinwgt s
gL U < Einhiillende: ¢ */T
2 m \\\\\\
e
7 Lc (2L O\ T
2 ¥ \\\ N ———
- L — ¢
0 Ty T 2T, 37,
T=2L/R Wq = -\1-d?
LEHR sches Dampfungsmald: d; :ﬂ

2.4L 1
Anmerkung: Eigenkreisfrequenz des ungedampften Schwingkreises (R = 0): |0y = —
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk Ubung | TECHNISCHE
DARMSTADT

Bsp. 3: Lineares spannungsgespeistes Netzwerk (3)

2
Beispiel: Frequenzgang bei schwacher Dampfung %—(i) >1 |u(t)=U /2 -cosat

2L
Eigen-Kreisfrequenz ohne Dampfung: R=0: @y = — iI(t) =1 -ﬁ-cos(a)t — )
O <Wy < <o <O ” LC
d
I,UR,LA - w=con-.| 1+ R_ZE Z_R_Z.E
Uo o (w ~ ) 0 2 L) 2 L

C()O \/ 2 C
@ =—=,/1+,/1+2R" - —
- ﬁ\/ L

U
U/
0 > R*C

2L
C | (@) =
. —_——
-7 B
(w =0) —¢
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk Ubung |
Bsp. 4: Lineares spannungsgespeistes Parallel-Netzwerk

7\ TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

iL(t) Ry L

* u(t) vorgeschrieben: Ideale Spannungsquelle,
Innenwiderstand = 0

« AuBere Spannung u = ,Aulere Kraft*: , F*“=u
u(t)

>

* Elektrischer gedampfter Parellelschwingkreis
» Anfangsbedingungen: i(0),i(0)
» Aufgabe: Selbst mit LAGRANGE-GIleichungen die dynamischen Gleichungen aufstellen!

» Hinweis: In Aufgabensammlung ist der Frequenzgang mit den KIRCHHOFF-Gesetzen
berechnet!

* Die beiden Energiespeicher L und C werden parallel und damit unabhangig
voneinander spannungsgespeist —» Zwei Systeme 1. Ordnung! Kein ,Einschwingen®!

« Frage: Wie sieht der Strom i(t) bei einem Spannungssprung aus? u(t) =U - &(t)
(Hinweis: Vergleiche Bsp. 2!)
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575 TECHNISCHE

Beispiele zum elektrischen Netzwerk  Ubung |

_ UNIVERSITAT
Bsp. 5: Lineares vermaschtes Netzwerk (1) DARMSTADT
| L — 4 _ * u(t) vorgeschrieben: Ideale S_pannungs_quelle,
R, Innenwiderstand = O

* i(t) vorgeschrieben: Ideale Stromquelle,
i=dQ/dt, Q=0 Innenwiderstand = o

{ﬁ’* > * 6 Zweige, 4 Knoten = 3 unabhéangige Knoten-
I T gleichungen = 3 unabhangige Stréme ?: Nein,
h=lg+1, L= +L1p =1y —I da i(t) vorgeschrieben = 2 unabh. Strome n = 2

a) N=2:p=0Q,9,=0Q, (Q =Q-Q,Q=0-Q+Q,Q=0Q,-Q)
) W =L-if/2=L-(i,—i)°/2, W, =((Q5/Cs)+(Qs/Cy))/2=
_(@Q-Q+0Q)? (Q-Q)?
P 2C, 2C,
¢) Ay =FD R +FD -y =Ry-iy - & +Ry iy - &Y +R i A A =5(Q-Q) =R
Ay =Ry i - Ry +Ry iy -y + R - (i —1)- Ry =Ry -y - Ky +(Ry -1, + Ry« (i, —1)) - Ry
= FY =Ry i, Y =Ry iy + R (i —i)  A=F -y +Fp-dQy =u-8 = F =u(t), F, =0

u LO

Virtuelle Verschiebung 8Q =0, da Q(t) eingepragt!
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk
Bsp. 5: Lineares vermaschtes Netzwerk (2)

7\ TECHNISCHE

UNIVERSITAT

DARMSTADT
* * * aW .
d) i=1:awk=awk=o Mic _ P _ Q- +Q FY =R iy F=u
0Q  Jy 0Q oQ Cs
* * * 8W _ .
|:2:8Wk :av-vk =L'(i2—i) a\Nk _ p:_Ql Q2+Q+Q2 Q
0Q, iy Q, dQ, Cs Cq
Fz(d):Rz‘iz'l'RL'(iz—i) F2:O
* * 8W .
= :i aWk —8Wk + p+F1(d):F1:>O—O+Q1 Q2+Q+R1'i1:u(t)
dt{ 0Q; ) 0Q 0Q 3
y c 0w
o A M | W PRV =F, =
dt{ 0Q, ) 0Qy 0Q,
S A=) g @=Ht0Q =0 p LR i, —i)=0
dt Cs Cy
L . . 20 s L SR . . .
i:ll |2+|+R1.d|1:du(t) L-d (Ip—-1) 1y PRAINL: '+R2-di+R,_-(di—ﬂ 0
dt  Cg dt  dt dt? C, C, dt dt dt

Zwei Differentialgleichungen (1.0Ordnung u. 2. Ordnung) fur die beiden Unbekannten i, i, !
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575 TECHNISCHE

Beispiele zum elektrischen Netzwerk  Ubung |

i UNIVERSITAT
Bsp. 5: Lineares vermaschtes Netzwerk (3) DARMSTADT
0: Rl'di1+ iy i _du i
dt C; C; dt Cg
i d?i di 1 d?i di
2): -2+l —2+(Ry+R) —2+ip (—+)=L —+—
(2) C3+\dt +(Ry + L)dt 2(3C4)\d2 at (3+C4)
Y Y
f(iy) F(i)
()1 iy =Cs-[f(ip)~FM)] iy=Cs-[f(ir)~F(D)]
(M: Ry -Ca-[f (i) ~F)]+ f(ip)- F(u)—c—s—u—CLB
1): Rlcgl_-'i’z'+(R1C3-(R2+RL)+L)-i'2+(R1-(1+%)+R2+RL)-i'2+C':L=
4 4
:u+R1C3L-'i"+(R1RLC3+L)-i'+(R1-(l+ =3)+R) -1 +i- (—+—)
C, C; C,
Drei gekoppelte Energiespeicher im System (L, C;, C,) = Eine Diff.gleichung 3.0rdnung

oder
drei Diff.-gleichungen erster Ordnung fur iy, i, und z. B. i, = numerische Losung
mit RUNGE-KUTTA oder analytisch z. B. mit LAPLACE-Transformation
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk  Ubung |
Bsp. 6: Induktive Kopplung mit Spannungsquelle (1)

7\ TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

* u(t) vorgeschrieben: Ideale Spannungsquelle,
Innenwiderstand = 0

a) n=2:0=0Q;,0,=Q,

b) Wk*z%-if+%-i1i2+i-i§+ﬁ-ili

Wk*:%-if+%-i22+L12-ili W, =Q3 /(2C)

¢) oAy =F -3 +F 3y =Ry iy A +Ry iy -y = F =Ry iy, F{Y =Ry -y
A=F - Xy +F - Ky =u-8y = F =u(t), F, =0

* * - oW
d) g Wy _5VY|< _ Ly + Ly, MW _g Mo _y FY =R iy, F=u
oQ i oQ oQ
* * . oW
i:2:8\/\./k :aV_Vk :L2i2+|_12i1 %:0 —p:QZ/C Fz(d):RZ'i2 F2:O
0Q, o, 0Q, Q;
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk  Ubung |
Bsp. 6: Induktive Kopplung mit Spannungsquelle (2)

5 TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

. d (oW,
D:1=1: — LA P
® dt(

dt

awk* +6W
Q) 0Q 0
W, N oW,
0Qy ) 0Q, an

@:i-2: i[awk* :

EON

SO

\
F1:> Lli.l+L12i.2 —O+O+ Rl'i1=U

Q.
F Ll Lol +—==+R5 -1, =
2:22+121+C+220/

d. . - o :
(2)a L2|2+L12|1+62+ R2'|2 :O

Zwei Diff.-gleichungen fur die zwei Unbekannten iy, i,

(1) + (2) konnen auf eine Differentialgleichung 3.0rdnung gebracht werden:

(2) iy = —(Lylp + Ry iy +i, /C) /Ly = i = —(Lyly + Ry iy +1,/C) /Ly = (1) : d 2./ dt?

R
D : (4L, — L) b+ (RoLy + RiLy)- '2+(—+R1R2) iy +El Iy =Ly —

d2u

dt?

Eine Differentialgleichung 3.0rdnung bedeutet drei gekoppelte Energiespeicher im System!

Das ist zunachst verwunderlich, denn man zahlt vier: L,, L,, L,,, C; tatsachlich sind es aber
wegen des induktiv gekoppelten Systems nur DREI Speicher (2 induktiv, 1 kapazitiv),
was mit einem geeigneten Ubersetzungsverhaltnis z. B. U = L,,/L, sichtbar wird.
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk  Ubung |
Bsp. 6: Induktive Kopplung mit Spannungsquelle (3)

7\ TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Iy i Iy I, /U
. -2 P
L1 L5,
Uy L L, U, u| b L AL v -0
v v v im v
Ly, - .
U=L,/L,| Ersatzschaltbild
U]_: Ll'i1+|_12 'i2 = Ll'i1+|_12 U(|2/U) im ::(i2/U)+i1
UZ = L2 |2 + L12 |1 :>U2 U :UZ : I_2 (|2/U)+ L12 Ull Z=dim/dt
U2 Ly= Ly U= l=Lp /LUy U= (07 Ly)- ((p/0) +p) = (- Lyp) - ((1/G) +y)
Definition von U Ul = (Ll — L12 . U) . il + L12 -U- (Il + (|2 /U))
Speicher 1 .
=Ly, |
Speicher2——— | . . — Ersatzschaltbild
u =(L -L,-0)-,+L,-0-1,

Ein einfach induktiv gekoppelter Kreis enthalt nur zwei unabhangige Energiespeicher !
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk  Ubung |

7 5 TECHNISCHE

- : UNIVERSITAT
Bsp. 7: Induktive Kopplung mit Stromquelle (1) DARMSTADT

— bt b * I4(t), Q,(t) vorgeschrieben: Ideale Stromquelle,

) Innenwiderstand = o«

| 2
@ L, % l é L, C_:— a) n=1:0;=Q, =& =0, weil Q; eingepragt!
b) W, :ﬁ.if +i-i1i2 +ﬁ.i§ +ﬁ-i1i2
Mg 2 2 2
Liz

W{=%-if+%-i§+Lﬂ-ili2 W, =Q5 /(2C)
C) R1'i1'&91=0:>5Ad:Fl(d)'&lel(d)'&?z=R2'i2'&32:>|:1(d):Rz'iz
A=U-8=0-0=0=F =0
oW, oW, . oW, W .
d) =1k =K i+ Lo, —k=0 —P=0,/C EY=R,.i, F=0
) 20, 4, ol + Lyoly 20, 20, Q> 1 o'l H
..

* * 8W . .
i: L aWk —aWk + p+F1(d):O:>L2i2+&+R2'i2:—L12il
dt| 8Q, | 8Q, 6Q, C

— =1L, '2 +R, 'i.z N 2 _ L, '1 E"ine_Differentialgleic_;hung 2.0rdnung
dt C fur die Unbekannte i,
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Beispiele zum elektrischen Netzwerk  Ubung |
Bsp. 7: Induktive Kopplung mit Stromquelle (2)
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« Eine Differentialgleichung 2.0rdnung = Zwei Energiespeicher fur den Energieaustausch

* Die induktive Kopplung wird durch zwei induktive Energiespeicher beschrieben.
Hinzu kommt die Kapazitat C. Das waren drei Energiespeicher. Wieso nur DGL 2. Ordng.?

5 * Die priméare Induktivitat wird vom eingepragten
Strom i, bestromt und nimmt daher nicht am

Energieaustausch z. B. beim Einschwingvorgang
teil (siehe Ersatzschaltbild!).

— "
— C/u * Daher nur Differentialgleichung 2.0rdnung

* Dies zeigt auch die Diff.gleichung selbst.
4 In ihr kommt L, nicht vor!
Speicher 2 1 :

l.j:|—12/|—2

Lz'i-2+R2'i.2+I62:—L12'ii

UR2=R2'i2 —)U'URZZUZ'RZ'(i2/U)
%,—/

Uca = [ip-dt/C — (i ugy = [ (ip /0) - dt- (% /C
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Elektromechanische Systeme
4. Methode der Lagrange-Gleichungen

Zusammenfassung:

Allgemeine UNABHANGIGE Koordinaten (Lage, el. Ladungen) bilden
n-dimensionalen Raumn <r

Uber virtuelle Verschiebungen werden benachbarte Systemzustande energetisch
betrachtet (= die Systemkoordinaten werden ,variiert®).

Die EULER sche Variationsrechnung fuhrt auf die EULER schen Variationsgleichungen,
wenn bei Anderung der System-Trajektorie von A nach B eine bestimmte ,Wirkung“ S
des Systems extremal ist (z. B. die dabei verstrichene Zeit T ist minimal).

Fur die Wandlersystemgleichungen ist S das Zeitintegral der Lagrange-Funktion L,

die die Differenz aus kin. Erganzungsenergie und pot. Energie des Systems ist.

L=W, -W,

Mit diesem L heil3en die n EULER schen Variationsgleichungen

die Lagrange-Gleichungen.

Bei ,komplizierten“ Systemen verwendet man mit Vorteil anstelle der klassischen
dynamischen Grundgesetze (NEWTON, KIRCHHOFF) diese Lagrange-Gleichungen
fr die Aufstellung der dynamischen Systemgleichungen.
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