Elektromechanische Systeme

Teil von Prof. Binder:

»Mathematische Analyse von Wandlern & Aktoren*

1
2
3
4
)
6
4

. EinfUhrung

. Grundlagen

. Formale Behandlung elektromechanischer diskreter Systeme
. Methode der Lagrange-Gleichungen

. Elektromechanische Grundsysteme

. Dynamische Untersuchung des Wandlerverhaltens

. Analyse ausgewabhlter elektromechanischer Wandler

TECHNISCHE

2\ UNIVERSITAT

DARMSTADT

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 2. Grundlagen /1
Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder

g"mi:ig



Elektromechanische Systeme

2. Grundlagen

« Dynamische Grundgesetze der Mechanik und Elektromagnetik
* Materialgesetze
« Kraftgesetze
« Energiebegriffe
« EinfUhrendes Beispiel:
Kopplung eines mechanischen mit einem el.-magn. System

TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 2. Grundlagen / 2
Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder

>



A TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Elektromechanische Systeme
2. Grundlagen

= Dynamische Grundgesetze der Mechanik und Elektromagnetik
= Materialgesetze
» Kraftgesetze
= Energiebegriffe
= EinfUhrendes Beispiel:
Kopplung eines mechanischen mit einem el.-magn. System

TU Darmstadt, Institut flr Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 2. Grundlagen / 3
Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder

;1‘111"“4‘



Dynamische Grundgesetze
der Mechanik und Elektromagnetik
Mechanische Grundgleichungen (1)
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UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Die mechanischen Grundgleichungen geben Bewegungen von massebehafteten
Kdrpern durch Krafte und Drehmomente bezlglich eines Beobachters B (der das

Bezugssystem darstellt) wieder

» Wenn die Geschwindigkeit v der Bewegung bezuglich B KLEIN gegenuber der
Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢, = 3108 m/s ist, gelten die drei NEWTON 'schen Gesetze
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Dynamische Grundgesetze
der Mechanik und Elektromagnetik
Mechanische Grundgleichungen (2)
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* Bei hohen Geschwindigkeiten v missen mit den Gesetzen der speziellen
Relativitatstheorie diese NEWTON 'schen Gesetze korrigiert werden =
Die Umrechnung der NEWTON-Gesetze von bewegtem System
zum ruhenden Bezugssystem B erfolgt mit der LORENTZ-Transformation,
wobei sich die ,Formeln® andern
= Bewegte Korper erscheinen von B aus in Bewegungsrichtung verkurzt,
die Zeit im bewegten System vergeht aus Sicht von B aus langsamer.
= Der Formelapparat flr das bewegte System andert sich bezuglich Beobachter B

» Elektromechanische Wandler:
Kleine Geschwindigkeiten v = Statt LORENTZ-Transformation kann
naherungsweise GALILEI-Transformation (= Geschwindigkeitsaddition) verwendet werden
= Abmessungen bewegter Korper bleiben bzgl. B erhalten,
= Einheitliche Zeit bzgl. Beobachter B in allen Systemen

= Einheitlicher Formelapparat fur ruhende und bewegte Systeme
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Nichtrelativistische mechanische Grundgleichungen (1)

* Die mechanischen Grundgleichungen (,Bewegungsgleichungen®)
konnen auf zwei Arten
formuliert werden:

* a) Mit Verwendung der NEWTON schen Axiome,
b) Mit Verwendung des LAGRANGE-Formalismus

a) Mit Verwendung der NEWTON ‘'schen Axiome:
1. Ein kraftefreier Korper bleibt in Ruhe oder bewegt sich geradlinig
mit konstanter Geschwindigkeit.
2. Kraft ist gleich Masse mal Beschleunigung.
3. Eine Kraft von Korper A auf Korper B verursacht immer eine gleich grole,
aber entgegen gerichtete Kraft von Korper B auf Korper A
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Dynamische Grundgesetze
der Mechanik und Elektromagnetik
Nichtrelativistische mechanische Grundgleichungen (2)

* b) Mit Verwendung des LAGRANGE-Formalismus:
1. Die Dynamik eines Systems wird durch eine einzige skalare (LAGRANGE)-Funktion
beschrieben.
2. Aus der LAGRANGE-Funktion werden die Bewegungsgleichungen mit den EULER-
LAGRANGE-Gleichungen der Variationsrechnung aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung
bestimmt.

 Vorteil von b) gegenuber a):
Bei Systemen mit vielen unterschiedlich bewegten Korpern (Mehrkorpersystemen)
konnen die Bewegungsgleichungen leichter angegeben werden
= das Freischneiden der einzelnen Korper mit dem Aufstellen des Kraftegleichgewichts
je Korper (mit Einflhrung von Zwangskraften zwischen den Korpern) entfallt.
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Dynamische Grundgesetze

der Mechanik und Elektromagnetik Wiederholung| (- UNIVERSITAT
2. NEWTON-Gesetz fur Linear- und Drehbewegung ' DARMSTADT
Mechanik: Impulserhaltungssatz: 5

Der Gesamtimpuls in einem abgeschlossenen System ist konstant: m

Konstanz des Impulses g Konstanz des Drehimpulses D s ~

g =m-v =Kkonst. D=7xg=m-(FxV)=konst.
Tragheits-Kraft = Impulsanderung Tragheits-Drehmoment = Drehimpulsanderung

F =dg/dt M =dD/ dt

m m

\ v Beispiel: Drehbewegung: r = konst.

4. —> _ T _ /%4_, F Drehwinkel y Winkelgeschwindigkeit w,, =y

Drehzahl n = o, /(27)

[
— > V=X | x=r-y: M=FxF=>M=r-F
. ri e e, =7 4 ,
m:konst | 7’,}, M:rmx:rmry:mr a)m

F=m-dv/dt L @ M=J-w, l
F=m-Xx Polares Tragheitsmoment J = mr?
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Dynamische Grundgesetze
der Mechanik und Elektromagnetik
Elektromagnetische Grundgleichungen (1)
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* Die elektromagnetischen Grundgleichungen geben die gekoppelt
- elektrischen und
- magnetischen Vorgange
im Vakuum,
in elektrisch geladenen,
in stromdurchflossenen,
in polarisierbaren bzw. magnetisierbaren Korpern
bezuglich eines Beobachters B (der das Bezugssystem darstellt) wieder

» Unabhanaqig, ob die Geschwindigkeit v der Bewegung bezuglich Beobachter B

KLEIN gegeniber der Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢, = 3108 m/s ist oder nicht,
gelten die vier MAXWELL schen Gesetze.

* Die MAXWELL-Gesetze sind LORENTZ-invariant!;

Bei der Umrechnung der MAXWELL-Gesetze vom bewegtem System
zum ruhenden Bezugssystem B mit der LORENTZ-Transformation

andern sich die Gesetze nicht!
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Dynamische Grundgesetze
der Mechanik und Elektromagnetik
Elektromagnetische Grundgleichungen (2)

* Bei der Umrechnung der MAXWELL-Gesetze vom bewegtem System
zum ruhenden Bezugssystem B mit der LORENTZ-Transformation

andern sich nicht die MAXWELL-Gesetze,
ABER die elektromagnetischen GrolRen D, E, B, H'!

«z.B.:
a) Ein bewegtes magnetisches System (B, H)
hat aus der Sicht vom ruhenden Beobachter B nun

geanderte Werte B’, H" und zusatzliche elektrische GroRen D’, E~
(,Bewegungsinduktion!®: Ist ein grolRer Effekt!)

b) Ein bewegtes elektrisches System (D, E)
hat aus der Sicht vom ruhenden Beobachter B nun

geanderte Werte D’, E” und zusatzliche magnetische Grolten B, H’
(RONTGEN-Effekt und ROWLAND-Effekt ! Dies sind aber kleine Effekte!)
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Dynamische Grundgesetze
der Mechanik und Elektromagnetik
Bewegungsinduktion
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 Elektromechanische Wandler: Kleine Geschwindigkeiten v =
Zwar andern sich die elektromagnetischen GroRen D, E,B,H in D', E’,B’, H’,

aber

1. Die auftretenden magnetischen Grof3enanderungen
sind vernachlassigbar klein: B~ B’, H~ H’,

2. JEDOCH die zusatzliche GrofRe E’ - E muss berucksichtigt werden
(,Bewegungsinduktion®).

Firv<<c,giltt E=E+VxB=E,=vxB
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Dynamische Grundgesetze Wiederholung|

der Mechanik und Elektromagnetik
Elektromagnetische Grundgesetze (ohne Relativbewegung v)
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» Elektromagnetische Grundgesetze (MAXWELL-Gleichungen in integraler Form):

$H-ds =0+—* jSE-dE:—a—CD = §B-di=0 @,= §D-di=0
J ot ot ¢
C=04 C=o4 A4,04=0 A4,04=0
Ampere-Maxwell-Gesetz  Faraday-Gesetz Magn. Hullenfluss  El. Hillenfluss

D
> \ii/
// /—x/ . I/
| A / B i
\ Y o |-
\: - A /} ) )Y\/
F - ,

JGeschlossene EAN B
—> __/ FlacheA |
D
O =2 Nili [B-di=o [D-di=w,
k
A A

El. Durchflutung Magnetischer Fluss Elektrischer Fluss

C = A: (geschlossene) Randkurve der Flache 4 .
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Dynamische Grundgesetze
der Mechanik und Elektromagnetik
El.-magn. Grundgesetze fur kleine Frequenzen

WiederholungJ
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= Elektromagnetische Grundgesetze in integraler Form: (ohne Relativbewegung v)

Ampere-Maxwell-Gesetz

§H-d§ _ 9+ 2%
C=04 ot

&E ds = _o®
C=04 ot

—
e >> 0P,
ot
N

Faraday-Gesetz

Magn. Hiillenfluss >

El. Hullenfluss )

Ampere-Gesetz

Sﬁg.dg ~@ Gilt streng nur bei

Y statischen Feldern

Gelten weiterhin
allgemein
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Dynamische Grundgesetze

&7 TECHNISCHE
der Mechanik und Elektromagnetik S/" UM
AMPERE'‘scher Durchflutungssatz Wiederholung| =

Eisenkern

// /Igurve < Gultig fur kleine Frequenzen:
Irl _____ [ _g____ _—:‘\I\ Geschlossene Kurve C = z. B. Feldlinie von H,
1°2 .:—-—-4:-—"““’"" Strom I, Spulenwindungszahl N (= 4 im Bild)
Zl :A/KN _ _

| /:,<= Magnetische Flussdichte B (Tesla, T)
| :’J__,:,\Spule Magnetische Feldstarke H ~ (A/m)
:16 q il4 . Magnetische Spannung V (A)
I g | -
I— ————— B :.4————]5-—4 §H’d§:@:N°IEH1’ZI+H2°12+....+Hn°ln

H - %V,—/
Im Bild: n = 6 Abschnitte "

O=+V,+...+V,
Durchflutungssatz:
In einem magnetischen Feld ist das Linienintegral Uber die magnetische Feldstarke H
entlang einer in sich geschlossenen Linie C stets gleich dem gesamten elektrischen Strom N/
(als Durchflutung @), der durch die von dieser Linie gebildeten Flache hindurch tritt.

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 2. Grundlagen / 14 A
Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder el

20/ T\ 13od



Dynamische Grundgesetze

der Mechanik und Elektromagnetik
FARADAY sches Induktionsgesetz
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WiederholungJ

DARMSTADT

e Anderung von @: a) B &ndert sich,

a)
B variabel
A konstant

9B

t
)

(@)

WY

o

B: Flussdichte
A: Flussfiihrende
Flache

b) Flache 4 andert sich mit Geschwindigkeit v

b)
B konstant
A variabel

B

-
.....
-
~
~

L d
-
-
- ‘—‘
-

e Jede Anderung des mit der Leiterschleife C verketteten Flusses @ ruft eine
induzierte Spannung u; hervor

e Die induzierte Spannung ist die negative Anderung des Flusses.

u, =—dd/ dt

Fluss: @zJE-dZ
A

|@]=V-s=Weber
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Dynamische Grundgesetze
der Mechanik und Elektromagnetik

Flussverkettung v Wiederholung |
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Fluss: @=[B-dd  [@]=V-s=Weber u, =—d®/ dt

e Hat die Schleife N Windungen in Serie, so ist u; N-mal so grof3: 1,

e Flussverkettung Y =N.®0 = u;, = —d¥/dt [T]:V-s

e Anderung von ¥:
a) B andert sich (KEINE Relativbewegung v),
b) Flache A andert sich mit (Relativ-)Geschwindigkeit v << ¢,

=—N-d®/dt

()] B
e Produktregel beim Differenzieren: d— d jB = _[ % -dA- ff(VXB) -ds
dt A=konst
- - d v
u=GE +E)ds=N-[-—=-dd+N-§xB)-ds =—
1 N§£ wi b) J §( ) dt
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Dynamische Grundgesetze

&7y TECHNISCHE
der Mechanik und Elektromagnetik fg)/‘ UM
Ruh- und Bewegungsinduktion (v << c,) Wiederholung| =

Ruhinduktion Bewegungsinduktion
Flussdichte B zeitlich veranderlich Flussdichte B zeitlich konstant
Spule ruht Spule bewegt sich mit Geschwindigkeit v
u, =—d¥/dt=—N-d®/ dt
u; =—0¥ 10t =§ E, ;-5 u; = {(¥x B)- ds = | E, - ds

Wirbelfeldstarke EWZ. rOtEwi =—8§/8t Bewegungsfeldstarke Eb =VxB

Anwendung des Induktionsgesetzes: z. B.:

e Transformatorspulen e Rotierende Ankerwicklung in
e Standerspulen in Drehfeldmaschinen Gleichstrommaschinen
Transformatorische Induktion Rotatorische Induktion

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 2. Grundlagen / 17
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Dynamische Grundgesetze Wiederholung]
der Mechanik und Elektromagnetik
Beispiel: Induktion in eine Leiterschleife - Ersatzschaltbild

Ersatzschaltbild:
dy i

<
«

C QL or @)

/ l
o
u, =—d¥/dt R: Schleifen-Widerstand
_ u: Klemmenspannung R

u+u; =R-1i u;: induzierte Spannung C)lu C) u
u=R-i+d¥/dt u, = -u;: Quellen-Spannung 1

u=R-i+u, uq:—ul:d&”/dt
Beispiel: Verbraucher-Zahlpfeilsystem

a) Leerlaufende Schleife: i=0= u=-u, = U, = d¥Ydt fur u, ;

b) Kurzgeschlossene Schleife:
u=0=i=u/R=-u/R=-(d¥dt)/R NEGATIVER Strom! ﬁ
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Dynamische Grundgesetze
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Beispiel: Induzierung einer Kurzschluss-Schleife

Positive Zahlpfeilrichtung, damit gilt: (¢, =—d ¥/ dt

i = u/R = -(d Wdt)/R NEGATIVER Strom!

Kurzschluss-—
schleife C

Das Feld B (i) bremst die resultierende Feldanderung =|,,Magnetische Trégheit“!l
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Dynamische Grundgesetze

der Mechanik und Elektromagnetik
Induzierte Spannung — Selbst- und Gegeninduktion

WiederholungJ

Ersatzschaltbild: Verbraucher-Zahlpfeilsystem fir u, i = i,

l

u=R-i+d¥/dt

u, =—u; =d¥/dt

«

Hauptfeldspannung:

e L: Selbstinduktivitat von i,
R M: Gegeninduktivitat eines Fremdstromsystems i,

()l U C) lu Gesamtflussverkettung der Schleife: ¥ =L-i; +M -i,

Streuinduktivitat: L, =L-M

I

o

o

>

C

ik

u, =d¥/dt="L-di/dt+M-di,  dt
u, =d¥, | di+d¥,/dt

Hauptflussverkettung:
=M -(i +1i,)
Streuflussverkettung:

¥, =L,

u=R-i1+LO.~di1/dt+uh

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 2. Grundlagen / 20
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Dynamische Grundgesetze
der Mechanik und Elektromagnetik
Elektromagnetische Grundgleichungen (1)
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* Die elektromagnetischen Grundgleichungen konnen auf zwei Arten
formuliert werden:

a) Mit Verwendung der vier MAXWELL 'schen Gleichungen,
b) Mit Verwendung des LAGRANGE-Formalismus

* Mit Verwendung der vier MAXWELL schen Gleichungen
mit dem vereinfachten AMPERE-MAXWELL-Satz fiir kleine zeitliche Anderungen
1. in lokaler (= differentieller) Form mit den lokalen FeldgroRen D, E, B, H
oder
2. in globaler (= integraler) Form mit ¥ (bzw. @), @., O, i, ¢, u, V (magnetische Spannung),
oder
3. mit den konzentrierten Grolen
als Netzwerke mit magnetischen und elektrischen Widerstanden (,Reluktanzen®)
und
elektrischen Netzwerken mit den Parametern L, C
und
Anwendung der beiden KIRCHHOFF 'schen Gesetze.
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Elektromagnetische Grundgleichungen (2)

* Mit Verwendung des LAGRANGE-Formalismus:
1. Fur lokale Feldgrofen fulRt die skalare (LAGRANGE)-Funktion auf dem Vektorpotential 4
. . - 1 0p =
B=rotd, divA= - O—(tp (E =-grad@) ¢ elektrisches Potential
€o
Fur numerische Feldberechnungen wird bei der Methode der Finiten Elemente fur
endlich grol3e (,finite”) Geometrieelemente durch Variationsrechnung
aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung das elektromagnetische Feld bestimmt.
Dabei wird 4 uber jedem finiten Element als
linear oder quadratisch von (x, y, z) abhangige GrofRe angenahert.

2. Fur globale Grofen u, i wird die LAGRANGE-Funktion wie in der Mechanik Uber den

Energiebeqgriff gebildet.
Mit der Variationsrechnung werden (anstelle mit den KIRCHHOFF ‘schen Gesetzen)
die Strom- und Spannungsgleichungen aufgestellt.
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Elektromechanische Systeme
2. Grundlagen

= Dynamische Grundgesetze der Mechanik und Elektromagnetik
= Materialgesetze
» Kraftgesetze
= Energiebegriffe
= EinfUhrendes Beispiel:
Kopplung eines mechanischen mit einem el.-magn. System
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Materialgesetze
Elastisch verformbare Materie Wiederholung]

= Elastizitat: Korpereigenschaft, unter Krafteinwirkung die Korperform zu verandern und bei

Wegfall der einwirkenden Kraft in die Ursprungsform zuruckzufedern

= Sonderfall: Linear-elastischer Korper im einachsigen Spannungszustand

(= eindimensionales HOOKE "sches Gesetz): Elastischer Stab A
F

o=F ¢ -‘;—r
! Al

Elastischer Stab (Lange /, unverformter Querschnitt 4): = Angriff einer au3eren Kraft F:

A

Mechanische Spannung:. o = F'/ 4
Elastische Verlangerung des Stabs: A4/ = ,Dehnung®: ¢= Al /]

Elastizitatsmodul E ist Werkstoff-Eigenschaft

= Thermoelastizitat: Elastische Korperverformung bei Warmezufuhr (z. B: WWarmedehnung).

Aber auch Anderung der mechanischen Spannungen, wenn Verformung nicht moglich ist.
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Materialgesetze ) TECHNISCHE
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Elektrisch polarisierbare Materie

.5

= Dielektrika: i. A. elektrisch nicht oder schwach leitfahige Stoffe, deren Molekule versuchen,
sich im aulleren elektrischen Feld £ in oder gegen die Feldrichtung £ auszurichten
(,polarisieren®). Dadurch erregen sie ein zusatzliches elektrisch wirksames Feld, die

elektrische Polarisation P.

» Das resultierend wirksame elektrische Feld ist die dielektrische Verschiebung

(el. Flussdichte) D: D=gy-E+P

= |sotrope Dielektria: Die Wirkung der Polarisierung ist unabhangig von der Raumrichtung.

= Lineare Polarisierbarkeit: P~ FE—= D= gOE‘ +P=¢-E= £y &, E

& = konstant & > 1. relative Permittivitat

r

= Nichtlineare Polarisierbarkeit: £(E), E= ‘E‘

= Sonderfall: ,Ideal” polarisierbar: 5 — «
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Materialgesetze ) TECHNISCHE
G/ UNIVERSITAT
9r— DARMSTADT

Magnetisierbare Materie

.5

» Magnetisierbare Werkstoffe:

Ferromagnetika, Anti-Ferromagnetika, Ferri-Magnetika, Diamagnetika, Paramagnetika

i. A. elektrisch leitfahige Stoffe, deren Molekule versuchen, sich im au3eren magnetischen
Feld H in oder gegen die Feldrichtung H auszurichten. Dadurch erregen sie ein zusatzliches
magnetisch wirksames Feld (= magnet. Polarisation J,; bzw. Magnetisierung M = J,,/14,).

= Oberhalb der CURIE-Temperatur T_verschwindet der Ferro-/Anti-Ferromagnetismus!

Fe: 768°C, Ni: 350°C, Co: 1150°C, Ba- u. Sr-Ferrite: 100 ... 460°C je nach Typ

» Das resultierend wirksame magnetische Feld ist die magnetische Induktion

(mag. Flussdichte) B: B = L ‘H +jM = Uy ‘H+ Uy - M

= |sotrope Magnetika: Die Magnetisierungswirkung ist unabhangig von der Raumrichtung:

—_

a) Linear: 4 = konstant: J,, ~H = B=pu H +J,, =p-H=pig-u. - H
b) Nichtlinear: x(H), H = ‘[j]‘ > 1: relative Permeabilitat

c) Sonderfall: ,Ideal” magnetisierbar: x4 — o
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Materialgesetze
Ferromagnetische Werkstoffe (hier: isotrop)

= B(H)-Kurve hangt nichtlinear von H ab: E(H) = ,uoﬁ+jM(H) = Ly - 1. (H) H H-= ‘ﬁ‘
" 1(H): Relative Permeabilitat: z. B. spezielles Eisenblech: ..., = ca. 5000 ... 7000

= Tatsachlich haben B(H)-Kurven eine ,Hysterese® = Schleifenform der B(H)-Kennlinie:
Es treten Remanenzflussdichte B, und Koerzitivfeldstarke /- auf.

B T Siittigung 4 1: ,Weichmagnetisches” Material: H klein
B 2 (z. B. Eisen, Nickel, Kobalt, ...)
& 2: ,Hartmagnetisches” Material: H. grof:
I H_ Permanentmagnete

(z. B. Ferrite, Al-Ni-Co-Magnete, Selten-Erd-
/\ He Hochenergiemagnete wie NdFeB, SmCos, Sm,Coy5 ...)

»oattigung* des Werkstoffs:

Shttigunig B lasst sich trotz H-Vergrol3erung kaum mehr erhohen,
da alle ,Elementarmagnete” im Werkstoff parallel zu H
Quelle: Fischer, R., ausgerichtet sind = B wachst nur noch B(H) = pyH

Ele. Maschinen, Hanser-Verlag . o )
» Sattigung setzt bei Eisen ab etwa 1.7 T ein!
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i @2 TECHNISCHE
Materialgesetze | D D
Selten-Erd- und Ferrit-Dauermagnete &’ DARMSTADT

&‘6@ Permanentmagnete (Dauermagnete):
N © - AINiCo,
Ju | Bu 7| - Ba-Ferrite und Sr-Ferrite,
/ - Selten-Erd-Magnete z.B. Sm,Co,,, NdFeB
/
,/ JM(HM) . . . .
e B, 7 7. Magnetische Flussdichte im Permanentmagnet:
N7 S

By = oy +J
—Hey /HCB 7 Hy PTM Jyi: Magnetische Polarisation

/ / Gesattigte Werte: Index s
Remanenzflussdichte: Bg = Jg
Koerzitivfeldstarke: Ho; und Hcg

Selten-Erd- und Ferritmagnete:
Far —H¢; < Hy < Hey: Jy(Hyy) = +J = konst.: BM ~ ILIOHM + Js

By = iy Hyp T Bp = gy Hyy £ J g |y ~ gty typisch: iy, ~1.05- 14
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Materialgesetze
Magnetkennlinien im 2. Quadranten

20°C T
1,2
2. Quadrant B t 1 Weichmagnetisch //
BR 2 Hartmagnetisch 7 B % T B
H / 111 0.8
> // // 1
4 3
/ /‘/ //4 O, 4
Quelle: Fischer, R., // // H /2/
Ele. Maschinen, Hanser-Verlag
e / T /

8 -6 -4 -2 0

B(H)-Hystereseschleife: i. A. sinken Bg, Hs mit steigender Temperatur bis T
1: Al-Ni-Co: Hohes Bg, aber kleines H

2: Ba-Ferrite, Sr-Ferrite: H; steigt mit steigender Temperatur in gewissem Temperaturbereich.
3: SmM,C047 (S,ax = 350°C): Fur hohe Dauertemperaturen wegen Co geeignet
4: NdFeB (4, = 180°C): i. A. kostengunstiger als SmCo!
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Materialgesetze Wiederholung|
Elektrische vs. magnetische GroRRen

Elektrostatik Magnetostatik
Flussdichte D (A-s/m?) B (V-s/m?)
Feldstarke E (V/im) H (A/m)
Polarisation P (A's/m?) Jy (V-s/m?)
rel. Werkstoffparameter & (-) 4 (=)
Feldkonstante & = 8.85410-12 As/(V'm) | py=4m107 V-s/(A'm)
"Geometriefaktor” C(AslV)C=0Q/U L(Vs/IA)L=%¥/1
Energiedichte (lineares Material) D.E/2 B.-H/2
Energie (lineares Material) C-U?2=Q-U/2 L-1°2=%¥-1/2
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Materialgesetze
Erzeugung magnetischer Felder [wiederholung]

Stromdurchflossene Spulen Permanentmagnete

- Erregerverluste

(Abhilfe: Supraleitung) + keine Verluste

+ einfacher Aufbau der

- Stromversorgung notig el.-mech. Wandler

+ (beliebig) hohe Felder - Magnetfeld begrenzt
moglich aufca. 1T
- Gefahr der

+ Magnetfeld veranderbar Entmagnetisierung

+ fallweise kostengunstiger

Material: Kupfer, Aluminium Eisen-Nickel-Kobalt-Legierungen u.
Isolierstoff Sinterwerkstoffe mit Seltenen Erden
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Materialgesetze
Elektromagnetisch-mechanisch wechselwirkende
Materie

A TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

» Neben elastischen Materialien, Dielektrika und Magnetika gibt es
zahlreiche weitere Materialtypen,
die fur die Anwendung in elektromechanischen Systemen interessant sind,
z. B.:

= Piezoelektrizitat: Anderung der elektrischen Polarisation P in Festkdrpern,
wenn sie elastisch verformt werden (Druck- oder Zugspannung),
und umgekehrt (,Elektrostriktion®).

= Piezoresistiver Effekt: Anderung des elektrischen Widerstands R eines Materials
durch Druck- oder Zugspannung.

= Piezomagnetismus: Anderung der magnetischen Polarisation J,,
in magnetischen Festkorpern, wenn sie elastisch verformt werden
(Uber Druck- oder Zugspannung),
und umgekehrt (Magnetostriktion = z. B.: ,Trafo-Brummen 100 Hz").
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Materialgesetze
Elektromagnetisch-thermisch wechselwirkende Materie

» Thermoelektrische Stoffe:
Gegenseitige Beeinflussung von Temperatur und Elektrizitat

= Seebeck-Effekt:
In einem Stromkreis aus zwei verschiedenen elektrischen Leitermaterialien
entsteht bei einer Temperaturdifferenz zwischen den Kontaktstellen
dort eine elektrische Spannung

= Peltier-Effekt:
,Reziproker® Effekt zum Seebeck-Effekt
Ein elektrischer Stromfluss durch eine Kontaktstelle aus zwei verschiedenen

elektrischen Leitern bewirkt eine Anderung der Kontakttemperatur
(Erhdhung oder Absenkung) = Warmeerzeugung oder Kuhlung.

= Thomson-Effekt:
Jeder stromdurchflossene Leiter mit einer Temperaturdifferenz zwischen
zwei Punkten wird entweder mehr oder weniger Warme transportieren,
als dies ohne Stromfluss aufgrund der Warmeleitfahigkeit
und Temperaturdifferenz der Fall ware.
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Elektromechanische Systeme
2. Grundlagen

= Dynamische Grundgesetze der Mechanik und Elektromagnetik
= Materialgesetze
= Kraftgesetze
= Energiebegriffe
= EinfUhrendes Beispiel:
Kopplung eines mechanischen mit einem el.-magn. System
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Kraftgesetze WiederholungJ
Federkraft F- und Reibungskraft F,

e Federkraft F.: Verformbare Materialien

Beispiel: Dehnungsstab als linear elastische Feder c =E-e=FE-Al/l=(E/l)- Al
Fr=A-c=(E-All)-Al=k-Al

Federkonstante : k= E - A/l
Elastischer Stab A

A
v
y

e Reibungskraft Fg: Zwischen einander berihrenden Korpern als Reaktionskraft.

Muss bei Bewegung (Strecke A/) der Korper gegeneinander durch aul3ere Arbeitszufuhr W
iberwunden werden, um Bewegung aufrecht zu erhalten: W = Fp - Al

Arbeit W = Reibungswarme und/oder fur plastische Verformungsarbeit (,Verschleil}®)

AulRere Reibung: Zwischen sich beriihrenden AuRenflachen von Festkdrpern
Innere Reibung: Zwischen benachbarten Teilchen bei Verformungsvorgangen innerhalb
von Festkorpern, Flussigkeiten und Gasen
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e
WiederholungJ

Kraftgesetze
Elektromagnetische Kraft (Lorentz-Kraft) F

—

F=0-(xB+E)

Ein mit der Geschwindigkeit v bewegtes Teilchen mit der elektrischen Ladung QO
erfahrt im elektrischen Feld £ und im magnetischen Feld B eine Kraft.

a) Coulomb-Anteil: Wirkt auch beim ruhenden Teilchen v =0
Beispiel: Ez
Ruhendes geladenes Teilchen (v = 0, Ladung Q = Q,)

im E-Feld der ,Punktladung” Q, im Abstand r
N

A
|
|
|
|
|
[
|
|
[

F=Q-E,
P O -0,
E. = ) G 2
2= > e Aw-gy-r
A&y 1 )
e, =—€,

&, = 8.854-10"12 As/(Vm) Dielektrizitatszahl des leeren Raums
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WiederholungJ 01,

&
=2
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=5

Kraftgesetze
Elektromagnetische Kraft (Lorentz-Kraft)

b) Lorentz-Anteil: Wirkt NUR beim bewegten Teilchen v= 0
F = Ql . \7 x B

Die Lorentz-Kraft F ist normal auf die Bewegungs-
und Feldrichtung gerichtet!

Die Lorentz-Kraft kann KEINE mechanische Arbeit
am geladenen Teilchen verrichten!

v

W=IdW=Iﬁ-d§=jF-cosa-ds=jF-cos90°-ds:O
C C C C
Ladung Q,

ﬁ-dE:Ql-(ﬁxl?)-dE:Ql-(%xEj-dE:()

I
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Kraftgesetze
Elektromagnetische Kraft (Lorentz-Kraft)

Beispiel:
Elektronen-Gleichstrom im metallischen Leiter:
el. Gleichstrom /=10 A (v=0.7 mm/s in Kupfer) im externen Magnetfeld B =1T.

Bewegte Ladungsmenge A4Q durch den Leiterquerschnitt je Zeiteinheit At:

[=AQ/ At
Anteil der Lorentz-Kraft auf diese bewegte Ladungsmenge:
- - AT - A - = - .
AF = A0 -v xB:AQ-A—SxB:A—Q-AS xB=1-AsxB=dF =1-dsxB
t t

/ /
Lorentz-Kraft auf geraden Leiterl:ﬁzjdﬁ:jl-dExgzI-ixl? F=I1-1xB
und B homogen langs / 0 0

Bei Leiterlange /=1 m: ‘13‘=‘]-7xl§‘:[-Z-B=10-1-1=10N

Lorentz-Krafte sind in technischen Anwendungen i. A. groler als Coulomb-Krafte,
so dass viele elektromechanische Wandler mit Magnetkraften arbeiten!
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Kraftgesetze
Elektromagnetische Kraftdichte f

Lokale elektromagnetische Kraftdichte f:

F=FIV=I1-(GxB)V+QIV)E=1-(xBYA-1)+(Q/V)-E
f=dF/dV =1-(dl xB)/dV +(dQ/dV)-E —
f=1-(dl xB)/(dA-dl)+(dQ/dV)-E I .
%/_J
Yo,

» Elektrische Stromdichte J: ] = jJ .dA

Fur kleinen Leiterquerschnitt A = dA normal zur Stromrichtung: l =/ el: |el| =1

[-dl /(dA-dl) = (jJ dA)/ dA-(dl | dl) = (J-dA)/ dA-& =J & = J

« Elektrische Ladungsdlchte o p=d0/dV

b —_— —_ e
f=JxB+p-FE
%
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Kraftgesetze
Kraft auf polarisierte u. magnetisierte Korper

* El. polarisierte und el. geladene Korper im aulteren D-Feld:

Lokaler Kraftangriff des D-Felds am Ort X auf die el. Ladungen der Molekule =
,Kraftdichte® /. = F/V

F, (1) = jfe(D %0)-dV = §pe .dA
A=0V
» Magnetisierte Korper mit elektrischem Stromfluss im aul3eren B-Feld:

Lokaler Kraftangriff des B-Felds am Ort X der in den Atomen bewegten

el. Ladungen (= AMPERE 'sches ,Kreisstrommodell” der Atomelektronen) =
,Kraftdichte® f =F _/V

F, (1) = J.fm(th) dV = §p,-dA
A=0V

» Je nach Materialart existieren unterschledllche empirisch beschriebene Gesetze
fur den lokalen Kraftangriff £, , 7., .

* \Wenn das resultierende D- bzw. B-Feld bekannt ist, kann Uber die
»Maxwell’'schen Zugspannungen p, bzw. p,, die Kraft F_, bzw. F,
auf den polarisierten bzw. magnetisierten Korper berechnet werden.
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Kraftgesetze o i {5/~ UNIVERSITAT
Kraft F, auf el. polarisierten, el. geladenen Korper dr DARMSTADT
* Im Fremdfeld E liegt ein el. polarisierter und
‘En‘ =1 el. geladener Korper (Volumen V):
/A =0V q: ,Wahre“ Ladungen, gp: Polarisationsladungen
€n V * Auf g, gp, -qp und daher auf den K]i\?rper wirkt Kraft F,

] ‘IPGA-B EI_) d
4 E - Wahre“ Ladungsdichte: o > Q= ZQ,- = jp(V) -dV
4

2N @ / i=1
g N

K P o _ P
— 1 * Polarisationsladungsdichte: pp — qu’j = ij(V)-dV
dA J=1 4
/4_;'3/@/ pV)y=pV)+pp(V) dV=dx-dy-dz
“qp

F(t)= Y EGit)- i)+ Y E(E 1,0 qp ;) = [ E(x,3,2,0)- p'(x,9,2,0)-dV
i J 4

« Wir umgeben den Korper mit einer geschlossenen Flache A, die ganz im leeren Raum
aullerhalb des Korpers verlauft.

- Resultierende Kraft auf den Kérper: F, = ﬁ[)e dA  |p,=¢&y-(é, - E)-E—gy-(é,-E*)/2
A=V
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Kraftgesetze
Herleitung: Kraft auf el. geladene, el. polarisierte Korper (1)

Elektrische resultierende Ladungsdichte: p'(x, ., z, 1), D = g, + P
GauB'scher Integralsatz: § D-dAd= .[ (V-D)-dV <V =(8./0x,0./0y,0./0z) ,Nabla“Operator

A=0V,04=0 ¥ V-D=(dD, /0x)+ (8D, /dy)+ (0D, / z)
4. Maxwell-Gleichung: @, = §D-dd=Q=[p-dV =[(V-D)-dV <V -D=p
A=0V,04=0 V 4

V-f’:—pp V-D:p:80V-E+V-13:>80V-E:p+pp:p'
F, =j]‘e -dejE-p’-deJE-go (V-E)-dV D, E: Quellenfelder: rotE=V><E:6:(0,0,0)
4 4 4

Hilfssatz der Vektorrechnung: Ax(BxC)=B-(4-C)—(A-B)-C
0=Ex0=Ex(VXE)=E,x(VxE)=V-(E.-E)—(E,-V)-E  V-E.:=0
V(E,-EY=[V-(E, - E)+V-(E,-B)2=V-(E-E)+V-(E, - B))2=[v-(E-B)2=|v-E*|2
6=[V-EZ]/2—(EC-V)-E

F, :gojE.(v.E)-dego.j(EC-(v-E)—(v.E)2/2+(EC.V).E).dV
Vv 4 5 ’

0
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Kraftgesetze

F, :gojE-(v-E).dego.j(Ec-(V-E)+(Ec.V).E—(V-EZ)/z).dV

E.(V-E)+(E,-V)-E=(V-E)-E,+(V-E,)-E=(V-E)-E
Fe:go.j((v.E).E—(v-Ez)/z).dV:go-j(v.E)-E-dV—— j(v E*)-dV

Gaul3'scher Integralsatz: §>d;1-[3=.de-(V-I?):> §dA-...=IdV-(V-...)

A=0V,04=0 V A=0V, 04=0 V
ﬁe=go-jdV-(v-E)-E—— jdV (V-E})=¢,- SB(dA E)- E—— §§(dA
A=0V A=0V
— B — 0 _
F,=¢- ﬂ(en-E)-E—(en-E )/2J-dA— §p. -d4 dA=¢, -dA
A=0V A=0V

Maxwell’sche Zugspannungen an der Korperoberflache: |p, = &, - (€, E)-E - & (e, -EZ)/2

Geschlossene Oberflache A aul3erhalb des Korpers im materiefreien Raum;

dortist £= g und P = 0: D=¢gy-E:p,=(é,-D)-D/gy— (¢, -D*)/(2¢,)
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TECHNISCHE

Kraftgesetze ) ), JECHNISCHE
Kraftkomponenten auf el. geladene, el. polarisierte Korper BLAIRGISILARAI
ﬁe=<én-z3>-5/e (&, D*)(2&)

6, =8y Doy =(¢,-D)-D/egy—(é, -D*)(2ey)=(Dy)-D/ey— (&, -D*)/(2¢,)

D 2 D? + D? + D?
Pox=—2+(D,,D,,D.)- b (1, 00)_— (D;,D,D,,D.D.)-——>—=.(1,0,0)
0 25 €0 25
D? - D?-D? D.D pDp
— . y Z X y X z -
Doy e, + ey + e,
250 50 50 _
2 2 2 Pex ,
. b.p, = D,-D;-D; . DD, _ . Maxwell scher
= . + -e., + ‘e T —| p
Pey =7 " 2e y T z > e =| Pe,y | Spannungstensor
0 0 0 - (ein Tensor 2. Stufe)
2 2 2 Pe,z
- DxDz - DyDz - DZ _Dx_Dy -
Pez = e, + e, + ‘e,
50 (90 250 j
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Kraftgesetze
Maxwell’ scher Spannungstensor

p(x,y,z,t): El Ladungsdichteverteilung = Skalarfeld (Skalar = Tensor 0. Stufe)
D(x,y,z,t) = (D,,D,,D,):Dielektr. Verschiebungsfeld = Vektorfeld (Vektor = Tensor 1. Stufe)

Maxwell'scher Spannungstensor der elektrischen Kraft-Verteilung

(ein Tensor 2. Stufe): Di _Di _Dzz DD, D.D.
_ 280 (90 (90
Pex 2 2 2
. v D_D D7 — D —D; D, D,
Te (_x,y,z,t) — pe,y — Xy y x y
_ (90 250 (90
Pe,z 2 2 2
D D, DyDZ D; - D; —Dy
£ o 2¢&
o D;-D; DD,
Zweidimensionaler Sonderfall: 2 5
~ = g g
'O(x’y’t)’ D()C,y,t):(D 9D ) T()C,y,t): —»e,x = 0 0
Y ‘ Pey) | DD, D;-D;
&0 2¢&

Eindimensionaler Sonderfall:
p(x,1) D(x:t):Dx'éx fe(xat):];e,x:D)% [(28y)-e, = (D E,/2)-e, ﬁ
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Kraftgesetze
Kraft F_ auf magnetisierten stromdurchflossenen Korper

S=r///A\
SGH

S

* Im Fremdfeld B liegt ein magnetisierter

én‘ =1 B (atomare ,Elementarstrome” I; = Magnetisierung M)
~ /A =or und stromdurchflossener (Strom 7) Korper.
f”_ A V * Auf 7, I; und daher auf den Korper wirkt die Kraft F,
1 = - -
' B « Stromdichten: J < 1,7, <1
— I\ | M Fo()) = [ fo(B,R,0)-dV = [(J (1) + T 5 (5,0))x B(F,1) - dV
dA | v v
<
I

* Wir umgeben den Korper mit einer geschlossenen Flache A, die ganz im leeren Raum
aullerhalb des Korpers verlauft.

* Resultierende Kraft auf den Korper: ﬁm = ft;ﬁm -dA4 | p,, =(é, -E)-E/,uo — (e, -Ez)/(2,uo)
A=0V
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Kraftgesetze Herleitung % echnische
Herleitung: UNIVERSITAT
DARMSTADT

Kraft auf magnetisierten stromdurchflossenen Korper (1)

Elektrische Strome: 7, I = el. Stromdichten: j(x,y,z, 1), jE (x,y,z,1)

—

Kraftdichte: £, =(J +J;)xB B=py-H+uy-M
Stokes’scher Integralsatz: §l€ -ds = jrot]g -dA = _[(V X K) -dA
C=04 A
@, . Lo S L
1. Maxwell- ~0: §H-d§=@=jJ.dA:j(VxH)-dA:VxH:J
C=04 4 4
Vxﬂsz:j+jE=Vxﬁ+VxM=Vx(ﬁ+M)=(VxE)/yO V-Ec:zo

Fy={71n .dV:j((]+JE)xE).dV:ij((vXE)xéc)-dV:—ij(écx(VxE)).dV
Ky Ho

Hilfssgtz der Velftorrechnung: Ax(GxC)=G-(4-C)—(4-G)-C

B.x(VxB)=V-(B.-B)—(B,.-V)-B
v-(éc-é):[v.(éc-é)w-(éc-E)]/zz[v-(é-éc)w-(éc.E)]/2=[v-(é-é)]/2=[v-é2]/2
3. Maxwell-Gleichung: @ = §§-d2:0:j(v-1§)-d1f@v-é=o

A=0V , 84=0 \
B, x(VxB)=|v-B*|2—(B, v)-B=|v- BZ]/Z (B.-V)-B—B-(V-B) ﬁ
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Kraftgesetze Herleitung
Herleitung:
Kraft auf magnetisierten stromdurchflossenen Korper (2)

(B.-V)-B+B-(V-B)=(V-B.)-B+(V-B)-B.=(V-B)-B

B, x(VxB)=|v-B*|2—(B, v)-B=|v-B*|2-(V-B)-B

F, =—j(z§cx(Vxé/yo)).dV=ij—([v.z§2]/2+(v.B).B).dV
v Ho y

—

Gaul'scher Integralsatz: i‘;dZ.IE:IdV.(V.IE): i‘;dﬁ-... :JdV-(V-...) dA=¢é, -dA

A=0V,04=0 V A=0V,04=0 V
L I . 1 Lo L,
Fm:—JdV-(V-B)-B)——J.dV-(V-B /2=—. §(dA.B)-B——- §dA.B /2
IUOV /UOV Hoy A=0V Ho A=V

Fo=l 38[(5,1.1?).1?—5”.1?2/2].61/1: § By -dA
Ho 4oy A=0V

Maxwell’sche Zugspannungen p,, an der Korperoberflache:

D 52
B =, B2, 2
Hy 214

~§ %
20/ T\ 13od
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A TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Kraftgesetze
Kraft auf magnetisierte und stromdurchflossene Korper

Maxwell’scher Spannungstensor der magnetischen Kraft-Verteilung
(ein Tensor 2. Stufe):

B -B; - B B.B, B B,
P 219 Ho Ho
. X B.B B2 —B?-B? BB
Tm(x,y,zjt): ijm,y = L Y Y 2; z IZ z
- 0 0 0
p
.2 BB, B,B. B -B; -B;
Ho Ho 214
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Kraftgesetze
Maxwell ' scher Spannungstensor

* Allgemeines Ergebnis zum Maxwell’schen Spannungstensor:
Die resultierende Kraft F auf einen polarisierten bzw. magnetisierten Korper
wird berechnet, indem
a) aus den bekannten Feldkomponenten (D,, D,, D,) bzw. (B,, B,, B,) in einer
geschlossenen Hillflache A um den Korper die 32 = 9 Komponenten des
Maxwell’'schen Spannungstensors T (,Tensor 2. Stufe”) gebildet werden,
b) die Uber die GESCHLOSSENE Flache A integriert werden.

ﬁ:ﬁ-dz
A

|

T

Einhiillende
Flache A

Korper
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Kraftgesetze S§&s  TECHNISCHE
(&)~ UNIVERSITAT
97 DARMSTADT

Maxwell scher Spannungstensor: Beispiel 1

Beispiel 1: Korper ist positiv geladene Kondensatorplatte

E~0 I A
+ g & -
(o >
Einhiillende —I
Fliche A -
d

PlattenduReres: Feld E~0: F, =¢7T, -dA= J‘Te -dA
A A

F,=(s-E*/2)-A-&,
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S5 TECHNISCHE
(@‘/ UNIVERSITAT
o DARMSTADT

.5

Kraftgesetze
Beispiel 2: 2D: B-Feld-Spannungstensor (1)

Maxwell scher B-Feld-Spannungstensor T in 2 Dimensionen x, y
hat 22 = 4 Komponenten.

2 2
B2-B2 BB,
j:_ O xx z-xy . 2;“0 Ho R
7w oy) | BB, B>-B? Ty
yx Yy yox y  Px é’
Y _
Ho 24 T T
Eyx = Ty
5 7
€y 94
‘ex‘ :‘ey‘ =1 ‘ 5
ey

N

I
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Kraftgesetze
Beispiel 2: 2D: B-Feld-Spannungstensor (2)

—

; Oyy ;
dA, =dx-1|"Y Do
— —
dx-1
Korper N

Einhiuillende Flache A

p= Py _]*; Ex B Oxx Txy x| Jxx’ex+2-xy €y
Pyx € ) \(Fx Oy ) (&) T € TO0y6
F:§T-d2=§fo-d/1
A A
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Kraftgesetze
Spannungstensor-Komponenten

* Die Kraftrichtung der MAXWELL-Spannungen p ist ahnlich wie die Feldrichtung D bzw. B,

aber i. A. nicht identisch! —

* Allgemein hat nur ihr Integral Uber A als F eine physikalische Bedeutung. F = §]‘5 -dA
A

2 2 ™
z.B.:B :Bn -I—Bt .0 = an Bt = Py BnA B
L ..
B B "P=DPpt+D; |
n—t |
r=—tt=p D * y P
Hy ) | :
Bt
tano =—
5 -
2 2B B 7 >
ﬁ =tan2o = 1 — 5 L t2 ( I :B) pt
Pn —tana B, - B t
tana Quelle: Reichert, K., VDE-Kurs EI. Maschinen, 2009

%
20/ T\ 13od
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Kraftgesetze &) TECHNISCHE
/") UNIVERSITAT
Betrag der MAXWELL-Zugspannung (1) 7 DARMSTADT
5 = E-D e « Leerer Raum des umhiillten Korpers: D = 0 E
. * MAXWELL-Zugspannung:
D.E Pe=60(é, E)-E—gy-(¢,-E*)/2=

=(é,-D)-E—é,-(D-E)/2

‘En‘ = ‘ép‘ = ‘EE‘ = ‘ELE‘ =1 Einheitsvektoren

€, =€ -Cosa—e€ p-sina
D-E D-E D-E

136=D-cosa-E-EE—7-(EE-cosa—ELE-sina): -cosa-eg + -sina € g
L s S I_DE S in? D-E D-E L _aw, _D-E
Pe—‘pe‘-ep ‘pe‘—T- cos“a+sin”a = == = T

* In gleicher Weise gilt magnetisch:

L s - ., B-H B-H _dw, B-H

pm_‘pm"ep ‘pm‘_ ) - " Win = dv - )

N

I
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Kraftgesetze
Betrag der MAXWELL-Zugspannung (2)

* Ergebnis:
Der Betrag der MAXWELL-Zugspannung ist (nicht zufallig!) ebenso grof}
wie die elektrische bzw. magnetische Energiedichte w,, w,, im betrachteten Raumpunkt P.

« Einheiten: Energiedichte w,: J/m® = N'm/m3 = N/m? : MAXWELL-Zugspannung p,

* In numerischen Feldberechnungsprogrammen
(z. B. mit der Methode der Finiten Elemente)
wird aus der ,Feldlosung® die Kraft auf polarisierbare oder magnetisierbare Korper
durch Integration der MAXWELL-Spannungen Uber die Korper einhullende
Flachen berechnet.
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Kraftgesetze
Maxwell-Spannungstensor: Eigenschaften (1)

- Integration von T erfolgt Uber geschlossene Flache A des eingehullten Korpers.

- Lokale Werte p-d4 haben fir sich i. A. KEINE physikalische Bedeutung.

F={p-dd
A

- Die Kraftdichte f, bzw. f., ist im Korper je nach Verteilung &(x,y,z) bzw. wu(x,y,z)
i. A. ungleichmafig verteilt.

- Daher hat diese physikalisch wirksame Verteilung IM VOLUMEN i. A. NICHTS mit der
(aquivalenten) lokalen OBERFLACHEN-Verteilung der MAXWELL-Spannungstensor-
Komponenten zu tun.
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Kraftgesetze
Maxwell-Spannungstensor: Eigenschaften (2)

- Sonderfall: Korper ist
i) ungeladen bzw. stromlos Kérper: p(x,y,z) = 0, bzw. J =0 und
i) homogen & isotrop polarisierbar &x,y,z) = €= konst. bzw. magnetisierbar u(x,y,z) = 1= konst.:
Die lokale Kraftdichte f tritt nur an der Korperoberflache auf (im Inneren: f = 0),
ist aber i. A. NICHT identisch mit den MAXWELL-Spannungstensor-Komponenten.

- Sonder-Sonderfall:
Im Korper ¢ - «© bzw. u— « :
Die lokale Kraftdichte f tritt nur an der Korperoberflache auf
UND
ist identisch mit den MAXWELL-Spannungstensor-Komponenten:

g0, u—>o0:  dF(x,y,2)/dA= p(x,,z)

;1‘111"“4‘
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Kraftgesetze — Beispiel 1
Kraft auf stromdurchflossenen Leiter im B-Feld

Stromdurchflossener S /
Leiter (Strom 7) ' I
im Fremdfeld B; \ - \\ Testvolumen
/ N \ \ Resultierendes
Eigenfeld B, )] ? F B, -Feld
1L
Fremdfeld B, g

N

= Fremdfeld B; (homogenes Feld) von unten nach oben gerichtet

= Der Strom 7 im Leiter (Lange /) flie3t auf den Betrachter zu

= / erregt ein kreisformiges Eigenfeld B, nach der Rechtsschraubenregel

= Uberlagerung ergibt resultierendes B,..-Feld: Links kleiner als rechts vom Leiter

» Feldlinien = ,elastische Gummischnure® (MAXWELL'scher Zug) wollen sich verkiurzen =
Kraft F nach links auf den Leiter !

= Zum selben Ergebnis kommt man mit der LORENTZ-Kraftformel: F = ]-Bf -

~§ %
20/ T\ 13od
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Kraftgesetze

Raumlich konstantes ¢, 1 Oberflachenkraft

A TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

e Ungeladene bzw. stromlose Korper mit &x,y,z) = & =konst. bzw. 1(x,y,z) = 1= konst.:
Die lokale Kraftdichte tritt an der Korperoberflache auf = VERANSCHAULICHUNG:

E &, =konst. ~ 1. = konst.
,Oberflachenladung” B /

“ﬁ'ﬁ’ﬁﬁ’ﬁ \ Elementarer Dipol: N |«—— Elementarer Magnet:
DD (44, - Y O(NS)
‘r“‘ﬁ*ﬁ*ﬂ*ﬁ Ladungen und damit Kraft | Polaritéten und damit
SANANIAIAY | F, = ¢.-E heben sich auf. | Magnetkraft /7, heben
WD | Es verbleibt die Kraft auf die ) sich auf.
s"é‘““* I ”Oberﬂéchen|adungen“ = : Es verbleibt die Kraft auf
COCDCC)) | Kraftist an der Oberflache | die ,Oberflachen® = Kraft
G"v*‘b*‘b*"* . lokalisiert. | ist an der Oberflache
G’Q‘ﬁ’&‘i@‘ﬁ g " lokalisiert.

2P B P D |
(DD |
AR
NAGAANIAIAD

Quelle: Gerthsen, Physik, Springer
,Oberflachenladung“
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Kraftgesetze — Beispiel 2

/i TECHNISCHE
UNIVERSITAT

Kraft auf ideal magnetisierbaren Korper F (Lange /i) DARMSTADT
& B - Flussdichte B, eingepragt durch zwei Eisen-Polschuhe (N, S):
T_,eg L b - Im Eisen: y — oo, daher Hg, =0
> - Feldlinien normal zur Eisenoberflache 7 ne =Ten =0
_ B,-B: B
] - Vertikalkraft: o, =
N y 2y 24
b
/7 2 2 [
‘T / :§ [IB ( ben)'dg_jBﬂ(Aunten)'détJ' 2Fe =0
oben Reluktanz- y 0 Ho
Alink; U, _)I a0 kraft F
b Arects - Horizontalkraft: o = :- :
rAunten b 2,[10 2,[10
Q ) B = 0 2 lre _ 7
g Fg :§T'dA§ = _J-Bf(Alinks)'d77+_‘-B§(Arechts)'d77 '2 “=F
0 0
S Seitlichq Verschiebung A
= ?ym metrisches Feld B b ]
v b, ,Reluktanzkraft* F |F~ [ B2(4,,,)-
0
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Kraftgesetze — Beispiel 3 ) TECHNISCHE
Kraft auf magnetisierbaren Korper F: Naherungsformel DARMSTADT
Ire Testvolumen:
; B, H,
.[ a) Rechte Flache:
. (1) B} BH, .
i H, . / = 7 Pm,rechts = _T " €n,rechts
_'Pp m,rechts Pm,rechts
T H a= 72'/2
= G b) Linke Flache:
| n,rechts
|
. —H . B,H, _ B,H,
: ? : Pm,links =~ T "€n,links = T " €n,rechts
i c) Resultierende Kraft aus linker & rechter Flache:
Pm = pm,hnks + pm,rechts - D en,rechts
By=u Hy By =py H, Fry =Py A
Magn. Vertikalkraft F, — F, = O! (B, —By)-H,
J Y Y Fm:Frechts: ) 'b'lFe
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A TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Elektromechanische Systeme
2. Grundlagen

= Dynamische Grundgesetze der Mechanik und Elektromagnetik
= Materialgesetze
» Kraftgesetze
= Energiebegriffe
= EinfUhrendes Beispiel:
Kopplung eines mechanischen mit einem el.-magn. System
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Energiebegriffe Wiederholung|
Kinetische Energie (Linear- und Drehbewegung) “

= Energie als geleistete Arbeit = Kraft x Weg: W=|F-de=|M-dy
w = Fx = F-rkxlry= My X Y

= Leistung = Energie / Zeit = Kraft x Geschwindigkeit (p: Momentanleistung)
P = W/t = F-x/t=F-v p=dW/dt=F -dx/dt=F-x=F-v

= |eistung = Energie / Zeit = Drehmoment x Winkelgeschwindigkeit
P = w/it = E-r)x/r)V/t=My/t=M- o,

= Gespeicherte mechanische Energie W als kinetische Energie W,
dW=p-dt=F-v-dt=m-%-x-dt=m-d(x*12) =W, =m-v*/2
dW=p-dt=M-w,-dt=J-&,-w, -di=J-d(a}/2) =W, =J -a /2

W, =m-v?/2 (translatorisch) W, =J- o *?2 (rotatorisch)

I
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. _________________________
Energiebegriffe

Potentielle Energie Wiederholung|

S5 TECHNISCHE
(@‘/ UNIVERSITAT
o DARMSTADT

.5

a) Potentielle ,,Hohen“-Energie W,:
Aufzuwendende Arbeit fur eine Anderung der Hohenlage h eines Kérpers in Bezug auf einen

anderen massebehafteten Korper (hier: Erde)

Beispiel:
Erde: g: Erdbeschleunigung, h: Hohe Uber Erdoberflache , m: Korpermasse.

FUr Erddurchmesser >> Korperabmessungen = Wp =m-g-h

b) Potentielle Verformungsenergie W;:
Aufzuwendende Arbeit fiir eine Anderung der Form eines (elastisch oder plastisch)

verformbaren Korpers

Beispiel:
Dehnungsstab als linear elastische Feder: Dehnungsarbeit W fur Langung x
X X Elastischer Stab A
We=[Fp-de=[kx-de=k-x?/2 - I
0 0 < o
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Energiebegriffe
El. Energiedichte w, (nichtlinearer Werkstoff)

= Niederfrequenzbereich:
Elektrisches Feld E bzw. D und magnetisches Feld H bzw. B getrennt betrachtbar

(= Magnetfelder zufolge oD/ot vernachlassigt)
Exakt gilt dies bei statischen Feldern: 6./6t =0

= Elektrostatische Energiedichte w,:
Durch elektrische Ladungen O UND polarisierbare Materie (P):
Differentiell kleiner Zuwachs an Energiedichte: dw, = E(D)-dD pt dw,

Energiedichte w,: 5 iD

w,(E,D) = j dw, = j E(D')-dD’
0

v

Sonderfall: 1sotroper Werkstoff DMME E

D D
w,(E,D) = jE(D') -dD' = jE(D') .dD’

0 0 Beispiel: Nichtlinear polarisierbarer
Die Flache zwischen D-Achse und E(D)-Kurve ist w,!  isotroper Werkstoff ohne Hysterese
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Energiebegriffe
El. Energiedichte w, (linearer Werkstoff)

/i TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

M

XX ‘9xy Xz

= Sonderfall: Anisotroper linearer Werkstoff D = Ep €y &y |'E

M

zX zy zz

z.B.: Piezoelektrischer Werkstoff &, &,,,, etc. = konst.

Bei Exy TEyx TExz TEx T &Y T &y =0: We(EaD):[j'E/z

= Sonderfall: Isotroper linear polarisierbarer Werkstoff D = - E &=konst.< D TT E
E_

—

. I D’ D-E _D-E 1 5
w.(E,D)=|E(D")-dD'=—|D"-dD'= = w D —-D
e( ) J. ( ) EJ. 2¢ 2 ’ 2 isotrop 28‘ ‘ 2¢
DA dwe
dD |
—E ‘
: 0 >
E
w,=D-E/2
-— D

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 2. Grundlagen / 67
Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder

~§ %
20/ T\ 13od



Energiebegriffe ), TECHNISCHE
El. Energie W, (nichtlinearer Werkstoff)

DARMSTADT

= Der gesamte vom el. Feld erfullte Raum V ist Ort der dort verteilten Energiedichte w,:

El. Energie W,: WV, = jwe(E,D)-dV = Iwe(V)-dV
4

E(D)-dD'-dV = HT”(D')-dD'-d}l-ﬁ
Al 0

NS
Il
N —

S —_ O'—-b

j”(D')-dE.dD'-dZ=§]fu(1)')-d13'-d21=Tu-d[§5'-d2]=?u.dg' D0 Esu
) 40 0 A 0

I
Il
b~

= Beispiel: . . B Feldvolumen V I— —
Kondensator: differentielles Volumen: dV =dA4 - ds

§D-dZ=Q usz-dE

A, 04=0
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Energiebegriffe BT
El. Energie W, und Ko-Energie W*,

DARMSTADT

= Die Flache zwischen Q-Achse und u(Q)-Kurve ist el. Energie W,
= Die Flache zwischen u-Achse und Q(u)-Kurve nennt man el. Erganzungsenergie W_*
(,,el. Ko-Energie*)

0 04 dWe
(@)= [w@)dQ" ;L Zaw,
o [ A
] .
¥ 0 ’du u
W,+W, =0 u "
W, (u)= [ Ou')- du’
0

Beispiel:

Nichtlinear polarisierbares isotropes Dielektrikum im Kondensator (ohne Hysterese)

7711 e
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Energiebegriffe ), TECHNISCHE
Elektrische Energie W, (linearer Werkstoff)

DARMSTADT

Sonderfall: Linear polarisierbarer Werkstoff

Beispiel:
O=C-u: Linear polarisierbares Dielektrikum im
Q 2 Kondensator
A dW
7.(0)= Ju(Q)d -[Za0 -2 019" 0=cu
0 Z
C-u? —u

We*(”) :J-Q(u')-du' :J-C'u'-du’ _

* Diagonale halbiert Rechteck (Flache Qu) in

zwei gleiche Dreiecksflachen W, und W,* L2 -0
0° _(Cw)’ C-u’
/4 = = = =W, (u *
Q=302 2 e () We+tW, =Q-u

N

I
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Energiebegriffe - Beispiel

Elektrische Energie W, im Kondensator (1)

* Energie W, ist im felderfullten Raum lokalisiert, der mit der Energiedichte w, ,erfullt" ist!

en

* Die beiden Elektroden a und b stehen unter mechanischer Spannung der sich gegenseitig
anziehenden elektrischen Ladungen Q, und Q, = -Q, (Coulomb-Kraft = ,Fernwirkungsmodell”).

* Diese Kraft wird durch die wie ,Gummischnure® ziehende Kraftwirkung des elektrischen
Felds E zwischen den Elektroden als MAXWELL-Zug p, vermittelt (,Nahwirkungsmodell®).

~§ %
20/ T\ 13od
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Energiebegriffe - Beispiel
Elektrische Energie W, im Kondensator (2)

A TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

QazQ Qa Qb:'Qa d A
d ) Wezj.we-deJ.J.we-dx-dA
+ V 00
A
ab Naherung: w, = & E %/2 = konst:
u - E*

W, = ‘A-d

= Gespeicherte elektrische Energie W, ist (nahezu zur Ganze) im Volumen A:d!

= Kapazitat C: C=¢-4/d 5 ) 2 2
w B D o DA 0
2-¢-4A/d 2C

d
. = =C
= E|. Spannung: usz-dfc;E-d ¢ 2 2-¢
0

2

N
2
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A TECHNISCHE
UNIVERSITAT
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Energiebegriffe

Energiebilanz: Kondensator + Spannungsquelle (1)

- Berechnung der elektrischen Kraft F_ iber ,,Energiebilanz®:
Prinzip der ,,virtuellen“ Verschiebung:
Zwei Variable: xund u= W,
bzw. xund Q = W,

» Energieanderung bei einer gegenuber den Korperabmessungen kleinen Verschiebung os
der beiden Elektroden (x; = d, x, = d + 65),
die wegen der Annahme t = konst. nur gedacht (= ,,virtuell®) ist.
Es andert sich nur x, aber nicht u am Kondensator, weil u(t) = u(konst.) konstant ist.

Zustand 1 Zustand 2 O—p
+
a1, L[19*s u | —— ()
=i
_> G
Al & .
— ey Verbraucher-Zahlpfeilsystem
u (VZS)
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S5 TECHNISCHE
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.5

Energiebegriffe

Energiebilanz: Kondensator + Spannungsquelle (2)

* Elektrische Energieanderung (,el. Arbeit”) dW,, bei C(x), die von der Spannungsquelle
verrichtet wird.

* Die el. Spannung u wird wegen u = konst. von einer idealen Spannungsquelle eingepragt.

* Wir lassen die virtuelle Verschiebung os und ihre Auswirkungen, z. B.: 67, , die auch
endlich grol3 sein konnen, z. B. AW, , nun infinitesimal klein werden: dW ;.

Pe (1) =u(1)-i(2) i(1)=dQ/dt Zustand 1 Zustand 2
AWy = po-dt =u-i-dt =u-dQ a1, d+ 3
1 i

* * ~~
MWy =u-A0=u-Qy —u-Q =W,y +W,5)— (W, +W,)) e
u-AQ =W,y —Wo1)+(Woo =W, 1) =AW, + AW, ) L
u-dQ =dw, +dw, " l —a

O

Verbraucher-Zahlpfeilsystem

(VZS) s
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Energiebegriffe

Beispiel 1a: Energiebilanz im Kondensator, ¢ = gu):

Plattenabstand nimmt zu bei u = konst.

A TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Beispiel: u=konst; 40 = 0, 0, <0 u-AQ =W, , ~W, )+ Wy, W, 1) = AW, + AW, <0

Zustand 1

a2 i AW,y =u-dQ < 0, W, <W,,, Wiy <W,
x1+ds > el = U Q > "e,2 el>"e2 e,l
o 17 u l —— (%)
_’4»
Al ©x O
X
&l 04 u-dQ - X I
Q, | [ e — .+ 5 DBeispiel:
o 27T Nichtlinearer Kondensator
*
o1 W, &= &(u)
w
> U e2 | > 4
Ou

* Plattenabstand nimmt zu, Kapazitat C sinkt, die el. Ladung Q je Platte nimmt bei u = konst. ab.

* E- und D-Feld nehmen ab, die im Feld gespeicherte el. Energie W, sinkt trotz
Feldvolumenzunahme. (Auch W.,* sinkt).

* Die Spannungsquelle nimmt el. Energie dW,, auf. Im VZS ist daher dW,, < 0!
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Energiebegriffe ), TECHNISCHE
Kraft F_, in Abhangigkeit von (Q, x) bzw. (u, x)

DARMSTADT

AW, =u-dQ=dW,+F,-dx=>dW,=u-dQ—-F, -dx =>W,=W,(Q,Xx)
« FUr die gespeicherte elektrische Energie W, sind die unabhangigen Variablen Q und x.

* Die Spannung u stellt sich je nach C(x) gemall u = Q/C ein

- Vollstandige Anderung der gespeicherten el. Energie W, mit Q und x:

dw,(Q,x) = 6;26 -dQ + agze cdx=u-dQ—-F,-dx
u= We(Q,x) F,= _OW(Q,x)
00 Oox 0 1dI,(0.%)
9O AT aw (u.x)
. 0 du > 10 u=W,(0.x)+W, (u,x)
We (uax) u
W (Q,x)
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Energiebegriffe 5 TECHNISCHE

_ UNIVERSITAT
LEGENDRE-Transformation DARMSTADT
e Wechsel von der unabhangigen Variablen Q auf u
uber die LEGENDRE-Transformation: dW, =u-dQ - F, -dx
Pyl
dQ-u)=dQ-u+Q-du=dW,=d(Q-u)-Q-du—F,-dx =
=>dQ-u)—dW,=0-du+F,-dx
u-Q=W,(0,x)+W, (u,x) = dw-0Q)=dW, +dW, = dW, =d(u-0)—dW,
O-du+F,-dx=dW, =dW, (u,x) = We  qu+Me . gy, W, =W, (u,x)
S~ /au /8)6
0- GW:(u,x) o GW:(u,x) . OW,(Q,x) F - oW, (Q,x)
Ou ‘ Ox 00 Ox

e Bei Verwendung der Variablen Q wird F, aus W, berechnet (mit MINUS-Vorzeichen!),
bei Verwendung von u jedoch aus W,* (mit PLUS-Vorzeichen)!
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Energiebegriffe
Beispiel 1b: El. Kraft F, im Kondensator, ¢ = &;: (1)
Plattenabstand nimmt zu bei u = konst.

Beispiel: u=U=konst; AQ=0,-0,<0 C(x)=¢g;-4/x

Zustand 1 Zustand 2 ; 0(x,)=0,
X, X,  o—b AWy=  Ju-d0=U- JdQ U-(0,-0)<0
+ +| - I Q(x)=0, O
& ul ) —— ) ) 1 1
y F,lo— | AW, =U* -(C(xp) = C(x))) =U* - gy A- K———}o
T —>y X2 X
2 * 2 2
W*=M—>F(x)=6We _ G AUT 0V 20 AU” _ Kraft F, wirkt anziehend!
€ 2 € ox 2 ox 252 ©
* 2 2
Allgemein: F, = . = d C(x)-U =C'(x)- U—<0
dx dx 2 2
X2 X W, 2
dW x &y A-U 1 1
AW, = [ Fo(x)-dx = y j aw, —Welon-(———J<O
X1 X1 x Wel Xy X
We(x2) 2 2 2 T2
AW, = [dW = W))W () = =222 Yy -y =2 [ L L
W, (x)) 2C(xy) 2C(x) 2 X, X

Kontrolle: AW, =AW, .+ AW, <0
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Ent_arg!ebegrlffe _ , TECHNISCHE
Beispiel 1b: El. Kraft F, im Kondensator, ¢ = &;: (2) UNIVERSITAT
Plattenabstand nimmt zu bei u = konst.
Beispiel: u=U=konst; A0 =0,- 0, <0 C(x)=¢g;-4/x
2
Wel(x) A Wel (x) _ U~ - & A Wmec(x), We(x) A U2 - 4
X Wmec (x) = 2—
Well > X
U -gy-A
AW oy =Wepy =Wep <0 We(x) = 2—;
Wmecl, Wel AWmec <0
WelZ
: ! Wmec2, WeZ ! AWe - Wez B Wel <0
0 ! | ” 0 5 ! >
0 xl x2 X O xl x2 X

* Der Plattenabstand nimmt von x, nach x, zu, indem gegen die anziehende el. Kraft F,
von auf’en an dem System mech. Arbeit verrichtet wird, daher im VZS: AW, .. < 0!

 Auch die im Feld gespeicherte el. Energie W, sinkt wegen u = konst.: AW, < 0!

* Die Spannungsquelle nimmt die Summe AW, + AW, als el. Energie W, auf: W, <0!
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Energiebegriffe

TECHNISCHE
Beispiel 2: Kraft F, im Kondensator, ¢ = g: 2 UNIVERSITAT
Plattenabstand nimmt ab bei u = konst.
Beispiel: u=U=konst; AQ=0,-0,>0 C(x)=¢y-A/x= C(xy)>C(x;)
Zustand 1 Zustand 2 Q, AWy=U-d9 u(Q, x,)
Xy < X dQ :: "4 e o
- u(), x >
l AW, >0 ) ¢
Xy S X
W), W, 0 >
mec(jc) e(x) 0 U u AWmec 50
Wmec2, We2 AWmec = WmecZ - Wmecl >0
. U?-gy- A U*-gy- A
Wmecl, Wel . AWe _ We2 Wel >0 Wmec(x) - 2—)60 We(x) =—20 =
0 . ' >
0 X, X, X

* Der Plattenabstand nimmt von x, nach x, AB, indem das System
Uber die anziehende el. Kraft F, mech. Arbeit verrichtet, daher im VZS: AW, > O!

 Auch die im Feld gespeicherte el. Energie W, STEIGT mit C wegen u = konst.: AW, > 0!
 Die Spannungsquelle gibt die Summe AW, + AW, als el. Energie W, AB: W, > 0!
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. _________________________
Energiebegriffe

TECHNISCHE
. 2\ -
Kondensator an idealer Spannungsquelle; u = konst., N ERSITAT
Kraftformel aus W*, anschaulich
Y :
QA Q=C(x)-u| |AW, =40 -u/2
=1 N,
* U = Kkonst.: W,(0r,x1) AQI O=C(xp)-u
Platten sind an idealer Spannungsquelle, o, S AL Xy =X + Ax > x
so dass Q variabel ist! s 0
Plattenabstand x variabel von x; auf x, > x;. =X T2
A0=0,-0,<0
* %
T A W, (u,x;) AW, <0
+ - & . O ! >
Qo ~ I?’_Q 0 u=konst.
> e * *
| Fe=dWe (u,x) Fe_AWe <0
> X dx
%f—) 2
X P :AQ. u :u-AC.u:u &+ A- A1/ x)
> 2 M 2« 2 /x
u 2 2
Fe:_(u/x) gAAx:_E 5A: DE-A<0
2Ax 2 2
HF_J
pe,x ‘;
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Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder 1



Energiebegriffe

TECHNISCHE
Beispiel 2: Kraft F, im Kondensator, ¢ = g: 2 UNIVERSITAT
Plattenabstand nimmt ab bei u = konst.
Beispiel: u=U=konst; AQ=0,-0,>0 C(x)=¢y-A/x= C(xy)>C(x;)
Zustand 1 Zustand 2 Q, AWy=U-d9 u(Q, x,)
Xy < X dQ :: "4 e o
- u(), x >
l AW, >0 ) ¢
Xy S X
W), W, 0 >
mec(jc) e(x) 0 U u AWmec 50
Wmec2, We2 AWmec = WmecZ - Wmecl >0
. U?-gy- A U*-gy- A
Wmecl, Wel . AWe _ We2 Wel >0 Wmec(x) - 2—)60 We(x) =—20 =
0 . ' >
0 X, X, X

* Der Plattenabstand nimmt von x, nach x, AB, indem das System
Uber die anziehende el. Kraft F, mech. Arbeit verrichtet, daher im VZS: AW, > O!

 Auch die im Feld gespeicherte el. Energie W, STEIGT mit C wegen u = konst.: AW, > 0!
 Die Spannungsquelle gibt die Summe AW, + AW, als el. Energie W, AB: W, > 0!
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Energiebegriffe

Beispiel 3: Kondensator isoliert: Q = konst.,

Kraftformel aus W, anschaulich

S5 TECHNISCHE
(@‘/ UNIVERSITAT
o DARMSTADT

.5

* Q = konst.:
Platten sind von Spannungsquelle getrennt!
Plattenabstand x variabel von x; auf x, > x,

-
|

E A

»
L

o+
|

\
o

\

X

u nimmt mit Plattenabstand x zu:
Xy > X4

E=D/g=(Q/ A)/ & =konst.
u(x,))=E-x, >u(x))=E-x

0

AQ:kons‘[ 0=C(x)-u AW, =Q-Au/?2
-y
/ 2 [o=Clap)u

‘; §x2=x1+Ax>x1
[ i
: EA)C:.X2—X1>O
EAu Au=uy —u; >0
>
! AW, >0
0 S
0 Uy Lllz N
A
Fe:_dWe(an):Fe:_ We<0
dx Ax
A A D-A
fo e 0 M Do
Ax 2 Ax 2
D-FE
Fe:_T'A:_pe,x'A
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Energiebegriffe B, TecHnische
Achtungq: Falsche Berechnung mit der Kraftformel (1) DARMSTADT
QA 0=C(x) u AW, =0 -Au/2| Q =Xkonst., E =konst:
O = konst. / e ) )
7,7 dW, (u,x) AW,
7,7 110=C(xy) u F =% "=F =250
W  £—
e(anl) "' E x2:x1+Ax>x1 e dx e AX
0 a=xy-x>0 e :(”g'c(xz)—uf'C(%(uz-C)M
/’ L Aumuy >0 AW, AW -0)/2_U(E-x)) e AT )
¢ > e = = —
l' W, (uy,x;) : AW, >0 ,
N S s-E’-d & D-E___———
%0 L e =% g TP
up U Falsch!

- Es ergibt sich (wegen der linearen Rechnung) zwar der richtige Betrag der Kraft F,,
aber das falsche Vorzeichen!

- Die zweite unabhangige Variable ist bei der Kraftformel mit W,* die Spannung u, die bei der
Ableitung nach x KONSTANT gehalten werden muss, und nicht Au = E-Ax variabel!

o AW AW -C) _uAC il Mo dlw) Wt e A @A _DE
T A 2 2 Ax 2 Ax x> 2 2 2 o
u=konst. Richtia!
ichtig!
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A TECHNISCHE
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Energiebegriffe

Achtung: Falsche Berechnung mit der Kraftformel (2)

- Eine falsche Kraftberechnung ergibt sich auch, wenn W, und W_* verwechselt werden.

Falsch: W, =C-u*/2

F__dWe__uz-dC__uz-d(g-A/x)_uz.8-A_5E2-A D-E
¢ dx 2-dx 2-dx ¥2 2 2 2

- Es ergibt sich wieder (wegen der linearen Rechnung) zwar der richtige Betrag der Kraft F,,
aber das falsche Vorzeichen!

Richtig: w, = 0% /(2C)

2 2 2 2
F:_dWe:_Q d(l/C):_ Y dx __u .(C,‘A:_(C,‘E AZ—DE'A:_pe,x'A

¢ dx 2.dx 2og-A-dx  ¥2 2 2 2

- Es ergibt sich der richtige Betrag der Kraft F, mit richtigem Vorzeichen!
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Energiebegriffe Ubung |

Beispiel 3: Kraft F, im Plattenkondensator (1):
Plattenabstand nimmt zu bei Q = konst.

» Beispiel 3: Q = konst.: Platten sind von Spannungsquelle getrennt! f E A
Plattenabstand x variabel von x; auf x, > x;: + | -
Wie groB ist Kraft F_ bei Plattenabstand x ? Qe g F 0
Erstellen Sie die Energiebilanz fur den Vorgang x;, — x, ! i —
2 — > X
Cx)=¢-A/x=>W,(Q,x)=0"/(2C(x)) .
b O(0,) Qa1 0 e x 0 1
¢ 0% logons. 2 xC(x) 2 xed 2 &4

* Die Kraft F, ist gegen die positive x-Zahlrichtung gerichtet, wirkt also Platten-anziehend !
« Alternativer Rechnungsgang (,virtuelle Verschiebung® x; u andert sich dabei nicht!):

C(x)-u2 B 8We*(u,x)‘ B u? 0C(x) _ u? 0 ¢&-4_ 2 &4

u
- Ox 2 Ox x 2 52

= F

We* (uax) = e PN

u=konst.

* Beide Rechnungswege fuhren zur identischen Kraft -, da am Ort x gilt: O(x) = C(x)-u(x)
. _uwl e A (QICx) e A QP X &4 0Q° 1
©2 52 2 x? 2 (e-4)?% x? 2 &4
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Ent_arg!ebegrlffe _ Ubung , TECHNISCHE
Beispiel 3: Kraft F, im Plattenkondensator (2): UNIVERSITAT
. . DARMSTADT
Plattenabstand nimmt zu bei Q = konst.
Qo X -0 0 Xy = x; + Ax -0
+ — > - E — Q — g + ) _ > - -
LB _ ed ¢ |, E ‘ _
& wezg-Ez/Z & F, F,
+ > - + > - >
™ Bezugspfeil fur F,
+ > -l u=E-x—> |+ > - |und
auldere Kraft F
. , .| Ddu=E-dx | R -
u, ' u,=u, +Au '

El. Feldenergie: W, =w, - (A - x;)

Au, AWeI

A

W,+AW,=w,-A-(x; +Ax)=w, -4 x5

u, W,

v

0 x,
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Energiebegriffe Ubung
Beispiel 3: Kraft F, im Plattenkondensator (3): ]
Plattenabstand nimmt zu bei Q = konst.

A TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

 Energiebilanz far den Vorgang x; — x,:

Q=konst. > dQ=0:dW,; =u-dQ=dW,+F, -dx =0

We(x2) Xy
= dW,=—F, -dx = AW, = .[dWe :We(xZ)_We(xl):_IFe(x)'dx:_AWmec
We(xl) X1
0% -(x, —x1) I 0> ¢ 0% (x, —x))
AW, = AW, = |F.(x)-dx=— N =—
¢ 2-¢-4 e J () 2-¢-A J 2-¢-A
1 1
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Energiebegriffe Ubung

575 TECHNISCHE
Beispiel 3: Kraft F_ im Plattenkondensator (4): (/") UNIVERSITAT
9’ DARMSTADT

.5

Plattenabstand nimmt zu bei Q = konst.

e Mit der auBeren Kraft F wurde die rechte Elektrode von der linken um den Weg
Ax = x, - x; wegbewegt gegen die bremsende elektrische Kraft F, < 0.

e Dabei wurde die mechanische Arbeit AW, .. < 0 verrichtet, also dem System
zugefuhrt, daher ist sie gemafl dem VZS negativ!

e Diese mech. Arbeit ist wegen AW, = -AW, . nun in Form erhohter elektrischer
Feldenergie AW, im erhohten Feldvolumen A- (x, - x,) des E-Felds gespeichert
(Energieerhaltung!).

e Umkehrung: Vorgang: x; - x, < x;
Von selbst bewegen sich die Platten durch die anziehende Kraft F, aufeinander zu
und verrichten dabei Arbeit AW,_..> 0
auf Kosten der abnehmenden el. Feldenergie AW, = -AW .. < 0!
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Energiebegriffe Ubung |
Beispiel 3: Kraft F, im Plattenkondensator (5):
Plattenabstand nimmt zu bei Q = konst.

o' _0%x
2C(x)_2-5-A
Qz-Ax:Q-Q-Ax:Q-E-Ax:Q-Au

« Anschaulich: W,(Q,x) =

AW ,(Q,x) =
(0) 2-¢-4 2-g-A 2 2
0
0 = konst. | 0=Cx)u] fAW,=Q Au/2
—
‘[/Q:C(xz)'u, Xy =X +Ax>x1
/. E
. .
,/, : . * Bei x-VergrolRerung steigt W, bei Q = konst. gemaf
¢ : der Dreieckflache.
LA—”> * Die in x-Richtung bremsende (negative) Kraft F,
*(u x;) : j ist proportional zur negativen Anderung
0 ! ! : (= negative Zunahme) von W, = F, < 0:
0 | : u
ul M2 aWe(an)
| | N F,=—2"et)
6 | | Ox
X Xy, X

%
20/ T\ 13od
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Energiebegriffe

Magnetische Energiedichte w,, (nichtlinear)

Selbststudium

* Analoge Vorgehensweise bei der magnetostatischen Energie

wie bei der elektrostatischen Energie!

= Magnetostatische Energiedichte w,,:

Durch elektrischen Gleichstrom 7/ UND magnetisierte Materie (J,,):

Differentiell kleiner Zuwachs an Energiedichte: dw,, = H(B)-dB

Energiedichte w,,:

w, (H,B) = j dw,, = Zfﬁ(B’)-dE’
0

Sonderfall: 1sotroper Werkstoff BTTH

B B
w, (H,B) = jﬁ(B')-dE' = jH(B')-dB'
0 0

Die Flache zwischen B-Achse und H(B)-Kurve ist w,!

dB |

v

Beispiel:
Nichtlinear magnetisierbarer isotroper
Werkstoff ohne Hysterese
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Energiebegriffe =l TG
Magnetische Energiedichte w_, (linear)

Hyx :uxy Hyz
Sonderfall: Anisotroper linearer Werkstoff B =| u,, u,, u,, |-H
Hzx :uzy Mz
z.B.: kaltgewalzte Transformatorbleche iy, L,y , €IC. = konst.
B-H

Far Hyy = Hyx = Hyz = Hzx = Hzy = Hyz =0 Wm(BaH):T

Sonderfall: Isotroper linearer Werkstoff B = J7E H U = konst. < BTTH

B B 2
¢ =~ -1 B B-H
W, (H.B)= [H(B)-dB'=— [B'-dB'="— = d
0 Ky 2u 2 Btay
B-H 2 dB |
"2 2 2
isotrop H H
0 >
Gleiche > H
Dreiecksflache w,, = W}’; ~B-H/?
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Energiebegriffe =l TG
Magnetische Energie W, (nichtlinear)

/i TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Der gesamte vom magn. Feld erfullte Raum ist Ort der dort verteilten Energiedichte w,:

W, = j w, (H,B)-dV = j W, (V)-dV Beispiel: Spule, N Windungen:
Volumen: dV =dA-ds
.- 1 —
W, ”H(B)dB’ dv = ﬂjH(B)dB' dA - ds ¥=N-[B-di z:—-§H-d§
N
CAO0 C
B v v — —
W, =[[$H(B) ds-dB'dd = ”N i-dB'-di=[i {N (5 dA] [iap Bev Ao
A0C 0 0
@ pt dw,
W, (¥)= {z(&”)-d&” . gor
= Die Flache zwischen ¥-Achse und T/
i(‘P)-Kurve ist magn. Energie W, Beispiel:
" Die Flache zwischen i-Achse Nichtlineare Induktivitat
und ¥(i)-Kurve nennt man (ohne Hysterese)
magn. Erganzungsenergie W _* /
(,,magn. Ko-Energie*) W, +W;: Y
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Energiebegriffe =l TG
Magnetische Energie W, (linear)

Sonderfall: Linear magnetisierbarer Werkstoff Beispiel: Lineare Induktivitat
¥Y=L-i:
b4 N 2 A dW
. ' [} T ' 5” yl m B
Wm(sv)zjz(sv)-dsr/_jL Ay = Y=L
0 0
i i 2 _j
. N g g g L1 ! R
Wm(l)—IY’(z)-dz —IL-l'dl == - .
0 0 : i
- Diagonale halbiert Rechteck (Flache y- i) in /
zwei gleiche Dreiecksflachen W, und W, — 777 -¥
2 2 2 " .
oyt DT LT W, + W=

2L 2L 2
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Energl_ebegrlffe - Belsplgl £ s
Magnetische Energie W._ zwischen Polen (1)

9P~ DARMSTADT

.5

* Magn. Energie W, ist im felderfullten Raum lokalisiert,
der mit der Energiedichte w,, ,erfullt“ ist!

* Die beiden Polschuhe 1 und 2 stehen unter mechanischer Spannung der sich
gegenseitig anziehenden magnetisierten Eisenflachen (,Fernwirkungsmodell®).

* Diese Kraft wird durch die wie ,Gummischnure® ziehende Kraftwirkung des
magnetischen Felds Bs zwischen den Polschuhen als ,Maxwell‘scher Zug p,,
vermittelt (,Nahwirkungsmodell®).

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 2. Grundlagen / 95
Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder

~§ %
20/ T\ 13od



Energiebegriffe

Einachsiges Magnetfeld zwischen 2 Polschuhen

1
@ / A/l \ Eisenpolschuhe (Eisenriickschluss nicht dargestellt)

Mo
Eisenpermeabilitat >> U,
THEL ) Ba [JFire fambo oonpemestiiitin > A
)& Sr. B-Feldlinienlange im Fe
//H Z ) . .
6 X H-Feld-Erregung durch Spule (N Windungen, Strom i)
Eisen L
N-i 0 Magnetischer Fluss: @ = IB-dA =Bs-A=Bp,-A
A

Durchflutungssatz: N-i = iﬁfl-dE =Hp, Sp,+Hg-0

C
N-i
H5:B5//u09 HFe:BFe/:uFe:B5//uFe<<H§ — HFeanB5:’u0.T

Selbstinduktivitit L =% /i=N-®/i=N-Bg-Ali=pN>A4/5

(aus w bestimmt):

Feld-Energiedichte: w,, = Bs-Hg/2  Zugkraftje Pol: F,, = p,, - A=(Bs-Hgs/2)- A
(MAXWELL-Zug, anziehend)
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Energiebegriffe - Beispiel L), s
Magnetische Energie W_ zwischen Polen (2) @5 DARMSTADT

.5

O 1/24// ,l Wm:jwm'dV szwm.dx.dA
14

M0 5
Hp,<<Hg 00
/HFe Bs I_EFe/ A=D1 £ o
/Hd / ) Naherung fur Hg, << Hg: w,, = 1, - Hs */2 = konst:
— 2

= Gespeicherte magnetische Energie W, ist bei Hg, << Hjsfast zur Ganze im Volumen A-5!/

= El. Durchflutung: @=N-i~Hs-6

H 2 A
W, =%-A-5=L-% = Selbstinduktivitat (aus W,, bestimmt): L = N? - Uo g

m
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Energiebegriffe

Kraft F_ zwischen zwei Polschuhen (1)

* Berechnung von F_ uber ,,Energiebetrachtung®:
(Prinzip der virtuellen Verschiebung)

- Anderung der Energien bei einer kleinen gedachten (= virtuellen) Verschiebung s = dx
der beiden Polflachen, wenn sich nur x, aber nicht i in der Spule andert

* Magnetische Energieanderung bei L(x): ¥ zeitlich veranderlich = Kleinbuchstabe y

R=0: u+u;=R-i=0>u—-dy/dt=0—>u=dy/dt i
- o—>
t)=u(t)- i1(t
Pei(t) =u(t)-i(1) ”l .L(x)
* Elektrische Arbeit der Spannungsquelle diW, an L(x): o
dy VZS
dWel:peldt:”ldtzjtldt:ld‘// v, dw, =i-dy
. . . * * A % T Z(W, X2)
Z'AW:l°l//2_l'l//1:(Wm,2+Wm,2)_(Wm,1+Wm,1) dl//,, / i x))
* * * i e
LAY =Wy =Wy )+ Wyo =W, 1) =AW, + AW,
s X, < X
i-dy =dW,, +dw, s
0 >
Beispiel: ss=dx<0=L,>L, 0 i

~,
iy
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Energiebegriffe

Kraft F_ zwischen zwei Polschuhen (2)

l// dWel:i'dl/f

dWw. = Anderung der gespeicherten magn. Energie W, 4 NOUED
und dy | K o
der von Kraft F, verrichteten mechanischen Arbeit: iy x)
AW, =dW, +F, -dx=dW, +dW,
0 ° >
* 0 . l
PRAMES) l
= m ]
dx ,Magnetische Spannung®:
Die magnetostatische Kraft F, wird bei Verwendung Vs=Hs-d
der beiden unabhangigen Variablen i, x aus der @ 1/ 2 1
partiellen Anderung der magn. Ko-Energie W,,* mit x 1o )
berechnet! 794
H B H LA=D -
Sonderfall: Linear magnetisierbar: s 0 ;é A=b-l
b _ W) _ d L(x)-i° L) i2 < e | F,
" dx dx 2 2 : 5 —X

Positive Zahlrichtung der Kraft F, 3
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Energiebegriffe
Kraft F_ in Abhangigkeit von (%, x) bzw. (i, x)

dw, =i-dy=dW, +F, -dx=dW, 6 =i-dy-F, -dx=>W, =W, (y,x)
 FUr die magnetostatische Energie W,,, sind die unabhangigen Variablen y und x.
* Der Strom i stellt sich je nach L(x) gemall i = y/ L ein.

- Vollstandige Anderung der gespeicherten magn. Energie mit y und x:

aw, (v,x) = Wy -dy + Wy dx=i-dy —-F, -dx
0 ox
i W) Wy (. X)
oy " Ox w taW, (v, x)

dy AW (i, x)

v

0di

w-i=W, (v,x)+W, (i,x)

(v, x)

~ % E
7711 e
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Energiebegriffe ), TECHNISCHE
LEGENDRE-Transformation

DARMSTADT

» Wechsel von der unabhangigen Variablen y auf i Uber die LEGENDRE-Transformation:
aw, =i-dy —F, -dx

dy-))=dy-i+y-di=dW, =dy-i)—y-di-F, -dx =

ow,, ow,

-di +
Ol Ox

p i =W, (%) + Wy, (i,x) = d(y i) = dW,, (%) + AW, (i,x)

=d(y-i)—dW, =dW, =y -di+F, -dx= dx=> W, =W, (i,x)

W, (i,x) . AW, (i,x) _OWnysx) o W (y,x)
== 4 ImE 0 m

i o1 Ox oy Ox

 Bei Verwendung der unabhangigen Variablen v wird F, aus W,
(mit NEGATIVEM Vorzeichen) berechnet,
bei Verwendung von i aus W_* (mit POSITIVEM Vorzeichen)!
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Energiebegriffe

Beispiel 4: Magnetfeld zwischen 2 Polschuhen

o - 27 Selbstinduktivitat: L = ygN>A/ 8 g, >> 1y
x Mo . 0= X: L(x)=y0N2-A/x
~Hre Bs fpc/ tA=b-1  Feld-Energiedichte: w,, = Bs-Hs/2
//Hd /& J Zugkraft je Pol: anziehend!
KR —— N a) MAXWELL-Zug: F,, ==p,,-A=—(Bs-Hs/2)- 4
N-i 0 Eisen b) Aus Energie:
Fpo-Wu__Oy" v Oy (NBA) ByHsd

" ax 2L 2uyN*4 Ox  2uoN*A  2uyN°A 2

Angaben: b=[=5cm, 6 =1 mm, N=500,i=1 A:
Hs=500-1/10" =500 kA/m, Bs = 47-1077 -0.5-10° =0.628 T
L=47-107"-500%-5%-107*/10> =0.785 H=W, = L-i*/2=0.785-12/2=0.39 ]

w, =0.628-500-10° /2 =157 kJ/m>, F, =25-107*-157-10° 5392.5N

« HOHE Energiedichte und hohe Kraft!
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Energiebegriffe

Achtung: Falsche Wahl der Formel fur W_,

» Wird bei der Kraftberechnung tber die virtuelle Verschiebung die falsche Formel fur W,,
gewabhlt, ist die berechnete Kraft FALSCH!

* Beispiel: Kraft zwischen zwei ideal magnetisierten Polen:
Polflache A, Abstand x, Spulenwindungszahl N: [(x) = yONzA/x
Statt w, (¥, x) = %2 /(2L(x)) wird falschlich gewahlt: W, (i, x) = L(x)-i* /2
Falsch: W, (i,x) = L(x)~i%/2
. 2 4 22 24 2
7 _ OW,(,x) _ pN“"A4-i” o(l/x) _ ,le-l -0

" Oox 2 ox 2x2
Richtig: W, (¥, x) = ¥* /(2L(x))
Fm:_an(yf,x):_ w:ooax) WP LRt N4 <0
Ox 2upN*A4  O0x  2uN’A  2u,N*4 2x°
ODER: oW, (i.x) _ uN*4-i* 0(l/x) _ pgN°A4-i* <0
" Oox 2 ox 2x?

* Bei der falschen Rechnung erhalt man (wegen der hier linear angenommenen
Verhaltnisse) zwar denselben Betrag, aber das falsche Vorzeichen.

Es wird anstelle einer anziehenden eine abstoltende Kraft berechnet! ﬁ
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i m P, TECHNISCHE
Energiebegriffe £ s
Magnetpole: Kraftformel aus W, anschaulich &l DARMSTADT

g ;
« ¥=Kkonst.: P w— ronst. AW, =¥ - Ai/2

Polabstand x variabel von x; auf x, > x,

T:L(xl)'i
g7
7ol | =L(xy) i

1 " §x2:x1+Ax>x1
' !
- ﬁ %// | A=x—x>0
— ) i
) o4r cAi=105—1; >0
/HFe/ Bs HF;/‘ rA=b-1 :Az ; 274
/ i :AWm>O
Jd—’ \ ‘ 0 :: : >
N-i 0 Eisen 0 i i l
v A
Fm — dWm( ,X) Fm — Wm <0
dx
r __T.Ai__N-B5-A.Ai__B5-A.A(N-i)
"2 M 2 2 Ax
Bs-A Bs-Hg

N

I
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i I TECHNISCHE
Energiebegriffe ), TECHNISCHE
Magnetpole: Kraftformel aus W*  anschaulich DARMSTADT

T . * .
w! V=L(x)i| (AW, =A¥ -i/2
« i = konst.: -1 A /
Polabstand x variabel von x, auf x, > x; w. A I ¥ =L(x;)-1
% ------------------------------- | Xy =X +Ax>x1
)
o - 27! | Av=0x, - x>0
xMo ‘ AV =¥, ¥, <0
= 5 o
H¥e Bs {/Hré/ tA=b-1 E AW, <0
AA //& J 0 - >
) N\ 0 .
%6_/ b i = konst.
.3 1Sén * *
N-i szdWm(Z’x):Fm_AWm <0
dx Ax
_AY i _iAL i* - A-N*- A1/ x)
"2 A 24 2Ax
(N-i/x)* py-A-Ax  H3-py-A Bs-Hg
2 Ax 2 2
%f_J

Pm,x
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Energiebegriffe Selbststudium
Beispiel 5: Kraft F, zwischen Polschuhen (1):

A TECHNISCHE

UNIVERSITAT
. .. DARMSTADT
Polabstand nimmt zu bei i = konst.
Beispiel 5: i = [ =konst; A¥= ¥~ ¥, <0 g, —0: L(x) = tgN>A4/x
Polabstand vergrof3ert sich von x; auf x,
¥ (xp)=¥ ) 1 1
AWy = [i-dP=I-[d¥=1-(F-¥)=1" -(L(xz)—L(xl)):Iz-,uO-NzA-(———j<O
¥ (x)=P # X2 X4
2 * 2 2
W;:L(x) I _)Fm(x):an _po AND? o) g A (NI
2 ox 2 ox 2x?
* 2 2 Kraft F., wirkt anziehend!
Allgemein: F, = AWy _d L(x)-17 =L'(x) L m
dx  dx 2 2
) X) * W2 AN T2
AWmec:ij(x)'dx:dem'dx: de;Zanz—W}:,;l:ﬂo A (N I) . 1 _L <0
dx * 2 Xy X
X1 X1 ml
Wi (x2) 2 2 2 2
. ¥ 1 A-(N-1 1 1
AW, = deszm(xZ)_Wm(xl)z 2 —1l = '(L(xz)—L(xl))='uO ( ) ( ——j<0
Wm(xl) 2L(X2) 2L(x1) 2 2 X9 X1

Kontrolle: AW, =AW,,,. + AW, <0
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Energiebegriffe Selbststudium
Beispiel 5: Kraft F , zwischen Polschuhen (2):
Polabstand nimmt zu bei i = konst.

A TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Beispiel 5: i = [ = konst.:

Wel(x) * /4 l(x) = v '])2 “Ho - A Wmec(x)’ Wm(x)‘

|

X

Well

AWy =Wepp =W <0

Wmecl, Wml
WelZ
: ! R Wmec2, Wm2 . !
0 : : g 0 : E >
0 X ) X 0 X Xy X

* Der Polabstand nimmt von x, nach x, zu, indem gegen die anziehende magn. Kraft F,
von aufden an dem System mech. Arbeit verrichtet wird, daher im VZS: AW, < 0!

mecC
* Auch die im B-Luftspaltfeld gespeicherte magn. Energie W, sinkt wegen i = konst.: AW, < 0!

* Die Stromquelle nimmt die Summe AW, . + AW,, als el. Energie 4W,, auf: AW, < 0!
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Energiebegriffe Selbststudium

TECHNISCHE
Beispiel 5: Kraft F_, zwischen Polschuhen (2): 4 UNIVERSITAT
Polabstand nimmt ab bei i = konst.
Beispiel 5: i = =konst.: tt, —> 0 : L(x) = 1y N?4/x= L(x5)> L(xy)
Wmec(‘x) b Wm(x)
N >0 AW >0
Wmec2, Wm2 ' = el g
Wmecl, Wml i
OO .);:2 .;Cl X AWH’IGC > 0
N-I)-py- A N-I)-py- A
Wmec (X) — ( ) Ho Wm (X) _ ( ) Ho

2x 2x

* Der Polabstand nimmt von x; nach x, AB, indem das System
uber die anziehende magn. Kraft F, mech. Arbeit verrichtet, daher im VZS: AW, .. > 0!

* Auch die im B-Luftspaltfeld gespeicherte magn. Energie W, STEIGT mit L wegen i = konst.:
AW, > 0!

* Die Stromquelle gibt die Summe AW, . + AW, als el. Energie AW, AB: AW, > 0!
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Energiebegriffe Selbststudium
Beispiel 6: Kraft F, zwischen Polschuhen:
Polabstand nimmt zu bei ¥ = konst.

S5 TECHNISCHE
(@‘/ UNIVERSITAT
o DARMSTADT

.5

* Bei ¥ = konst. steigt W,, mit steigendem x, da Erregerstrom i prop. x erhoht werden muss.

X9 >X1 . Wm(S”,xl) < Wm(T,X2), W,;:(il,xl) < W;(iz,)(fz) Fm Z—an(T,X) <0

Ox
SUA SU:L(X)Z ¥a SU:L(X)Z
W= konst. 1 ¥ = konst. 1
Lt 777000 L a2
Win (¥, x1) AP = L(xy) i Wi (¥, x2) /| ® .
i XZ = xl + Ax > xl o %
' /HFe Bd HFe/A
g /
N-i X HFC — 0
0 - > 0 A
0 i i 0 oot

¥ =konst.:dy =0,dW, =i-dy =0= W, = konst. . .
2 B*.47¢ B%- A4 Ax
AW,y =0=aW,, +dW,pe = AW, = =dWyoe => AWy = [ F,, - dx = - :
0
X X

Dem System zugeflhrte mech. Arbeit AW, .. < 0 in erhohter Feldenergie AW/, gespeichert!ﬁ‘
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Energiebegriffe

Plattenkondensator versus Magnetpole

* Bei 1, — o0 sind die parallelen Eisenpole mit ihrem B-Luftspaltfeld die analoge
Entsprechung zum Plattenkondensator mit seinem D-Plattenfeld.

» Daher treten analoge Energiebilanzen und Feldkrafte auf, wobei einander die Grof3en
NITund U, L und C, g und g sowie ¥und Q entsprechen.

* a) Pol- bzw. Plattenverschiebungen in x-Richtung (Langsrichtung) und b) seitliche Pol-
bzw. Plattenverschiebungen fuhren auf analoge (a) nichtlineare, b) lineare) Formeln
fur die Krafte und auf analoge Energiebilanzen.

» Elektromagn. Wandler (Krafte Uber magnetisierte Eisenteile) mit Langsverschiebung
haben ein nichtlineares Grof3signal-Verhalten und (linearisiertes) Kleinsignalverhalten wie
langsverschiebliche kapazitive Wandler: siehe Kap. 7: Wandler ,Typ 1“ und ,Typ 3“!
Wandler mit seitlicher Pol- oder Plattenverschiebung , Typ 4“ haben ein lineares
Grolisignalverhalten.

* Auch elektrodynamische Wandler (bewegte Spule im Magnetfeld, ,Typ 2%) haben lineares
Grof¥signal-Verhalten, entsprechen aber im physikalischen Aufbau nicht den linearen
magnetischen und kapazitiven Wandlern (,Typ 4).
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Energiebegriffe

Energie im Permanentmagnet W, = wy,,A,,/1y

Bwm
1)
Allf- B S
magnetisieren

mit Strom @
bis H

—Hcp

B
wy = [ H(B')-dB'

0

3)

BMA

1 Luftspalt 6 geoffnet

2)

Strom aus:

0=0,

/

WM2>O

Magnet /y
A -
M

W3

B/ Magnetisier-
X spule
® oJ0)

O=N-i

g >
0 Hs H M
Idealisierte B(H)-

Hystereseschleife

M | Bm 7

mit Aullerer Kraft F

Awpjeg
Br

Bs

Y

4
—
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Energiebegriffe

Energiebilanz beim Offnen des Luftspalts

A
T F B Magnetvolumen:
Awypz >0 !
v 5 . 4 MM = Ay
X 7o A :
T /Y B M3 By |2 Luftspa;volumen.
3 Vs=0-4
5 bl B5 \ Bd N WM2 5 M
1 4NN -
S 0 i
Vi \ M
. X X
W inec,auen = IF ~dx = _IFm -dx >0
X 0 0
Wmec:J.Fm'dx<0 Winec Wi Vs + dwyps -V =0
D — — J ¢ ~ J
0 <0 Ws>0 AWy pp3>0
Die am System verrichtete mechanische Arbeit W, , a6 > 0 Wird als Anderung der

magnetischen Energie im Magnet AW, ,,, und in der magnetischen Energie W im
Luftspalt 6 gespeichert!

%
20/ T\ 13od
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Energiebegriffe

Feldberechnung mit numerischen Programmen %

1) Methode der Finiten Differenzen:
Die Geometrie wird mit einem regelmafigen Netz diskretisiert.
Aus den Maxwell-Differential-Gleichungen werden Differenzengleichungen fur z. B. B, H
gebildet und fur entsprechende Vorgabe der Quellen (Ladungen, Strome) gelost.

2) Methode der Finiten Elemente:
Die Geometrie wird mit einem UNregelmaldigen Netz diskretisiert,
so dass die reale Geometrie BESSER angenahert wird.
Anstelle der Maxwell-Differential-Gleichungen wird Uber den Lagrange-Formalismus
das zugehorige Variationsproblem der ,minimalen erkung formuliert.
Damit wird z. B. das Vektorpotential A und daraus mit B= rotA Vx A
das Feld B naherungsweise (abhangig von der Diskretisierung) berechnet.
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i I W7 TECHNISCHE
Energiebegriffe ) Tcnsen:
9r'— DARMSTADT

Kraftberechnung mit numerischen Programmen

.5

El.-magn. Kraftberechnung auf einen Korper:

Fur finite Differenzen und finite Elemente:

a) Mit der ,virtuellen® Verschiebung ox wird das Feld fur zwei Korperlagen
(Verschiebung der Korper-Netzknoten um Vorgabewert s ) berechnet.
Aus beiden Feldlésungen wird Uber die Feldenergie-Differenz sW, bzw. sW,,
die Kraft F, = -6W,/ os bzw. F,, = -6W,,/ s auf den Korper in s-Richtung berechnet.

b) Aus den Feldwerten der Feldlosung werden die 4 oder 9 Komponenten
des Maxwell’schen Spannungstensors
auf einer vorgegebenen (geschlossenen) Oberflache um den Koérper berechnet, und
daraus die resultierende Kraft auf den eingeschlossenen Korper mit ihrer Richtung
anhand der einzelnen Kraftkomponenten ermittelt.
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Energiebegriffe
Beispiel: Elektrostat. & magnetostat. Energie

Ubung

TECHNISCHE

2\ UNIVERSITAT
DARMSTADT

Vergleich der gespeicherten Energie im elektrostatischen und magnetostatischen Feld:

a) Plattenkondensator:

s A=1m2d=1mm 7

H=Hy,E=E

-

F|-A I ZA b) Eisen-Polschuhe:
i ~ i /
> o N > S /
/ M

d

d

Energie im elektrostatischen Feld: £ =40 kV/cm (Durchschlagsfeldstarke in Luft bei d =1 mm)

8°E2

Wy=A-d-

~1-10m

3 8.854-107" As/(Vm)

2

2
.(4.106)2(X) =0.071J
m

Energie im magnetostatischen Feld B=1 T (< 1.7 T als Sattigungsflussdichte von Eisen)

B2

W.=A-d-—=1-10"m>-

2u

W, =0.071, W, =400]

12(Vs/m?)?

=397.91]

2-47-107 Vs/(Am)

W

€

—1 =5700!
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Ubung

Energiebegriffe

Einachsige Kraft im elektrostat. & magnetostat. Feld

a) Plattenkondensator: einachsig

* ) ’ . 2 A u

Fe:dWe:d gA-u = — gA .u F'e(_x:()):——2 [

dx dx\ld+x 2 (d+x)2 7 5
b) Eisen-Polschuhe: einachsi __1o_ 7w
) |sen; olschuhe: einachsig e .
F, = _d po-N*-A | ug-N*-4 i°
Toode de| d+x 2 d+x)> 2

2 .2 2 2
Foxe0yo o N A E L L W)
> 2 d 2 d 2L d

Negative Kraft: Gegen die x-Richtung der Platten- bzw. Polverschiebung =
Platten bzw. Polschuhe ziehen sich gegenseitig an

Magnetische vs. elektrische Kraft:

Fy(x=0) _1,,(0) _

= 5700
Fo(x=0)  W.(0)
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Energiebegriffe

Magnetische vs. elektrische Wandler

Anderung der Ko-Energie bei kleinen Weganderungen = Kraft: F=dW*/dx

= Beispiel:
Gleiches Luft-Volumen: Flache A = 1m2, Abstand d = 1mm

W.. | W, = 400/0.07 = 5700 (!)

» Das magnetische Feld erlaubt wesentlich grol3ere Energiedichten bzw. Krafte!

= Daher werden bei grof3eren Leistungen/Kraften bevorzugt
elektro-magnetische Wandler eingesetzt!

= Bei Mikro-Wandlern werden aber
a) Elektrostatische Krafte, b) Piezoeffekt-Krafte
verwendet (= elektrische Wandler), da sich
1) Ladungsanordnungen wesentlich besser miniaturisieren lassen als
elektrisch isolierte Draht-Spulen-Korper,
2) bei kleinen Abstanden (Sub-um-Bereich) die Durchschlagsfeldstarke E
deutlich erhont ist.

Die Krafte in elektrischen Wandlern sind aber i. A. sehr klein.
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A TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Elektromechanische Systeme
2. Grundlagen

= Dynamische Grundgesetze der Mechanik und Elektromagnetik
= Materialgesetze
» Kraftgesetze
= Energiebegriffe
= EinfUhrendes Beispiel:
Kopplung eines mechanischen mit einem el.-magn. System
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Einfuhrendes Beispiel ), TECHNISCHE
Magnetischer Wandler PARMSTADT
.// L(x)

I:Ilc(t) \*J) <
R i m X
u(t)l C) N R ——— _/\/\/\_E\ Rahmen
=0 x Zylinder
g //® &\ Diinne Spule
7 Eisenhohlzylinder

* |deale Spannungsquelle (Innenwiderstand = 0)
» Spannungsgespeiste Spule mit Innenwiderstand R und Induktivitat L(x)
* DUnne Spule (Windungszahl N) in Eisenhohlzylinder als Trager

» Reibungsfrei langsverschieblicher Eisenzylinder (Masse m, Positionskoordinate x),
uber masselose lineare Feder (Federkonstante k) an festem Rahmen fixiert

« Schwerkrafteinfluss vernachlassigt

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 2. Grundlagen / 119 A
Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder el

20/ T\ 13od



infi i i TECHNISCHE
Einfuhrendes Beispiel B, TEcHNiscHE
Symm. Lage: Angenaherte Induktivitatsberechnung (1) DARMSTADT
M >0
/ Sa
| /44 / s/ ACHTUNG:
4 wireys Diese Feldbild-Betrachtung ist zu
) ) G » .
‘ Ty , stark vereinfacht
5 - - L £ — 5 TR (wie spater gezeigt wird).
= > Deshalb ist die berechnete
ol e ~ Selbstinduktivitat L viel zu klein.
i )
Y / / P v 4

» Danne Spule (Dicke d, N Windungen) mit Luftspalt &
« Symmetrische Lage bei x = 0 = symmetrisches B-Feld, Magnetkrafte F, heben sich auf!

* Eisenpermeabilitat 4 >> 1y = Hg, im Eisen: Null

L . L e . R+ A T
« Stirnseitige ,mittlere” Feldlinienlange s, halbkreisformig angenahert s, = 5 +d+0 )
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Einfuhrendes Beispiel B, TecHnische
DARMSTADT

Symm. Lage: Angenaherte Induktivitatsberechnung (2)

N
N
N

[
|
|
|
f
|
|
|
|

A

T

Sa
> 3
Iu,—)oo (I_.
F
~
)
|/

Wzl

* Durchflutungssatz: Geschlossene Kurve C = Feldlinie B:

@:N-izﬁfl-d“zHFe-sFe+Ha 2s,~H,-2s, = B, = ugH , = uy - O/(2s,)

» Maxwell’ scher Zug F nach beiden Seiten entgegengesetzt gleich = Korper m ist kraftefrei!
 Flussverkettung der Spule: ¥ =N-@ =N IB dA~ N - B,-A=py- N2 i Al(2s,)
 Selbstinduktivitat:
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Einfuhrendes Beispiel ), TECHNISCHE
DARMSTADT

Asymmetrische Lage: Angenaherte Kraftberechnung

« Stirnseitige ,mittlere” Feldlinienlange gegentber symmetrischer Lage etwas verzerrt,
weiterhin mit s, abgeschatzt

* Durchflutungssatz: Geschlossene Kurve C = Feldlinie B, Hg, im Eisen Null, x > O:

. - -
O=N-i=§H dS~H, x+H, 25, = B, = ttH, =
X+2s
C a
* Krafte F, heben sich auf, Maxwell’scher Zug F, nach links
= Korper m wird magnetisch nach links gezogen S
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Einfuhrendes Beispiel ) Tcnsen:
97— DARMSTADT

Asymm. Lage: Angenaherte Induktivitatsberechnung

.5

A Sa

e 7

( XZO'LO 1+ x/(2
Sa/_’\_ _______________ —r ( ) +X ( Sa)
S ~ xg():L(x): 1

g S\ L) 1-x/(2s,)

N ,}Hz Lx) 1

Cox L(0)= ptg - N* - 41/(25,)
} L)/1(0)
1,0 <+——— Unphysikalischer” Knick:

Tatsachlich glatte Kurve
mit horizontaler Tangente bei x =0

02—
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Einfuhrendes Beispiel B, TecHnische
Asymmetrische Lage: Kraftberechnung F, DARMSTADT
- %/ 4// 21\
{ /
sa/\— ________________ —7
R B
{ o
ez
« Maxwell’scher Zug F; nach links — F; - &, _§T A=—¢, - [B; ((2u)-dA =~ Ho~(N-i)” - 4 8.
(= negative x-Richtung): Y 2-(x+2s,)°

* Alternative Berechnung:
Berechnung Uber ,virtuelle” Verschiebung: Nur x andert sich, alles andere (u, i) konstant!

_dw, d i) . i* d N4 i’ N4
—F _> x —_— - _ . .é F:—-ﬂ - —_—
3 dx dx[ () J “73 dx('uo x+2saJ * T (x+2s,)

1
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Einfuhrendes Beispiel
Kritik an der vereinfachten Induktivitatsberechnung

* Bei x = 0 ist das bewegliche Teil im Gleichgewicht:
Die resultierende Magnetkraft muss Null sein.

: . . L(x) 1 L :
 Mit der Induktivitat gemall x=0: = ist sie das nicht!
L) 1+x/(2s,)
L'(x)=— L) 5 ! = L'(0)=- L) <0
(1+x/(25,))" 25 25,

_dw, d i i

— F(0 L 0)-e,=e,-—| L(x)-— =e. -L'(0)-—

1(0)-e n (x=0)-e, =e, de (x) 2} . ey <f)) 5

« Genauere Induktivitatsberechnung erforderlich (z. B: Uber numerische Feldberechnung),
die z. B. auf folgenden Naherungs-Ausdruck fuhrt:

L(x) 1 , 2x/s? |
~ L'(0) = — L(0)- )
LO0) 1+(x/s,)* = L0 ©) (1+(x/s,)%)*
2 2
—F1<0>—dWm (x=0) = i[ux) —J - 1/0)- 2 =0

x=0
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Einfuhrendes Beispiel
Numerische Feldberechnung: Geometrie

Eisen-Hohlzylinder = magn. Ruckschluss

Spule
LEe ]l ' [

)
Hﬁ&*wa = f,‘//_,ff

A
<

|
o
. P
T —]
| ey |

v

lge = S0 mm
Axial verschiebbarer Eisenzylinder
6_=1 mm h,=1.5 mm
d=h,=15mm / ¥+ —9mm
A=r, —r; =1.5mm H ] _fL: o
R=r,=5mm NI | =
0=0,=lmm - rg; = 7.5 mm
r.=5mm e (FEMM)
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Einfuhrendes Beispiel
Ersatzstromdichte J,

. 6m =1 mm hc =1.5 mm
N Leiter i _7L
0000) NI | _1t
L. | 200
B e
q — .
L2 c H\-x__l__ ——— (FEMM)
kp=N-qc/ 4o kp=0.65  J,=3 A/mm?

» Runddraht-Spule-Fullfaktor k- = Leiter-Summenquerschnittsflache / Spulen-Querschnittsflache

* Ersatzstromdichte J, = El. Durchflutung / Spulen-Querschnittsflache

J, = N-I _ N-I
Aot N-q./kp

=kp-(I/q.)=kp-J

d.=075mm,q.=d> -7/4=044mm* [=2A,J=1/qg, =46 A/mm?,
N =110,k =110-0.44/(1.5-50)=0.65,J, = 0.65-4.6 = 3 A/mm”
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Einfuhrendes Beispiel
Numerische Feldberechnung (z. B. FEMM)

Magnetostatisches (d./df = 0), = @ & & & o e e e e e e e e e e — — — -

lineares (e, = konst.), ,Willkarliche” Feldraumbegrenzungen | :
rotationssymmetrisches Magnetfeldmodell beeinflussen das numerische Ergebnis | 1
Symmetrische Zylinder-Lage I
x=0 :
(FEMM) :
| el |
,,Jdeal* magnetisierbares |
Eisen: (&g, / tty =10°) :
B’ Erregende konstante el. Stromdichte J, I
(,Bereich der Spulendréhte®) _ HFEe >> Ho |
I
I
L] L] :
I
lLlO \\\h\u_?‘__ﬂ_ﬁ |
/ " X I

Achse der Rotationssymmetrie

/ HEe > Ho

TU Darmstadt, Institut fir Elektrische Energiewandlung | ,Elektromechanische Systeme®, 2. Grundlagen / 128
Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h.c. Andreas Binder



Einfuhrendes Beispiel TECHNISCHE
DARMSTADT

Asymmetrische Zylinderlage x

I Willkiirliche®
: Feldraumbegrenzungen
| beeinflussen das
- I numerische Ergebnis
B=(B,,0,B,) !
' ' : ' ' ' ' Rotationssymmetrie:
Zylinderkoordinaten:

r, Q,z

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
(FEMM) :
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Einfuhrendes Beispiel  TECHNISCHE
UNIVERSITAT
DARMSTADT

Variable asymmetrische Zylinderlage x

x,=1./2 <x,=3l. /4 <x,=1,

(FEMM)
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infii i i TECHNISCHE
Einfuhrendes Beispiel TECHNISCHE
Zylinder auRerhalb der Spule = B-Feld wird sehr klein DARMSTADT
= (FEMM)
B
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Einfuhrendes Beispiel G TcHmische
%' DARMSTADT

Numerisch berechnete Induktivitat aus der Feldenergie W,

. 100

L(x)~100 90 L(0)=121mH, N =110
L(0) sl
(%0)

70

P’ .

B0 L(x) 5 W, (x)

o0 & Bei x = 0: Horizontale Tangente

5l an den Induktivitatsverlauf =

Magnetkraft ist Null!
30 |
20}
]
10} X = lFe
0

0 10 20 30 40 50 60
Weg x inmm (Zylinderverschiebung)
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Einfuhrendes Beispiel

Vergleich:
Vereinfacht analytische und numerische L-Berechnung

&7 TECHNISCHE
"(@‘g UNIVERSITAT

Vereinfacht analytisch:
L(x=0)=py-N*-R*z/(2s,)=47r-10"" -110*-0.005% - 7 /(2-0.009) = 0.066 mH

Numerisch:
L(x=0)=121mH

Die vereinfacht analytisch berechnete Selbstinduktivitat L ist um ca. 1/20 viel zu klein.

Warum? Weil das Magnetfeld im Spulenraum vernachlassigt wurde!

Diese Feld ist aber der Hauptanteil des Spulenfelds!

l;—m Magnetfeld im Spulenraum vernachlassigt
Sa

‘//%//J » ulin!"ill [
& & # e
NN — — = _(' TR %

_F F
-

Splule
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] TECHNISCHE
@ UNIVERSITAT
%9'-2 DARMSTADT

Einfuhrendes Beispiel
Analytisch genauere L-Berechnung (1)

< 1 /2

Kurve C = B-Feldlinie
WOLIS O () | Seule [ e
I _-_______-_______;__é_m- l= lFe
R ; Fe-Zylinder
- ) —_
| 3 B —
E=112 B(é‘)l ! Kriimmungseinfluss vernachlissigt!
_ £=0
5£H ds =0 = pp, >0=Hp,=0: §3H ds =2H(&)-(h. +8,) =O(&) =25 h.-J,
N2/

B(&)=py-N -z-f/(l-(hc+5m)) —1/2<£<1/2
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Einfuhrendes Beispiel 2 TecHnische
Analytisch genauere L-Berechnung (2)

97~> DARMSTADT

* Anteil L, des Felds im Spulenkorper und Luftspalt (Bei mittig liegendem Zylinder x = 0):

[/2 p2
L-i212= jw dV =24 jB () ge A:(R Mj 27-(h, +6,)
0 IUO 2
,,Ringflache 4*
0 lLlO %/_,
(1/2)%/3

2 3 )
L =24 o NI (ke +3,)] Gj :[1+ 2R sz ty-N? -1

3/”0 hc +5m

2 -7 2
L, = 4o N™lpe [y, 2R | 47107 -110 0’05-(1+ 2-5 )-7[:0.995mH
12 h.+9,, 12 1

* Anteil L, des Streufelds hatten wir schon: |L, = 4, .N? -R%z/(zsa) =0.066 mH

* Selbstinduktivitat L:|L = L; + L, =0.995+0.066=1.06 mH| Numerisch:L =1.21 mH
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Einfuhrendes Beispiel
Analytisch genauere L-Berechnung (3)

« Selbstinduktivitat L:|L = L; + L, =0.995+0.066 =1.06 mH

Numerisch: L=1.21 mH

* Numerischer Wert um (1.21/1.06 = 1.14) 14% grolRer! Warum? a) Krummung vernachlassigt,

b) Weil das|reale Streufeld|deutlich grol3er ist als dasl analytisch modellierte Streufeld!

-

(l'ﬁ.lillil 1IMTEAOEET N AN ETANNRETRHNY

——r o,
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Einfuhrendes Beispiel

Numerisch berechnete axiale Magnetkraft (1)

&7y TECHNISCHE
@)=\ UNIVERSITAT
&' DARMSTADT

.5

100 , .
x*=7.5 mm
ad | F\ o= Fi(x*) = 93 mN
| Methode A:
20l F, aus Maxwell-Tensor
€ Methode B:
R F, aus Induktivitadtsdnderung
L(q% S0r Bei x = 0 ist die Magnetkraft Null!;
¥ 40l
30 +
20 -’
10 _
x= I, J
; ' ‘ ' ' %

0 10 20 30 40
Weg x inmm

Analytische Naherungs-
rechnung fur x*:

L(x) _ 1
L(0) 1+(x/sa)2
dw, i* dL(x)
_F’l: - .
dx 2 dx
Lo 2x/s
1 2 (1+(x/s,)?)>
L(0)-i* X -~ X
= O-L. 22 YT
] Sq (1+x ) Sa
dF; 1 % 2%
il ety e e
dx A+x7)" (1+%9)
)“6*2:1—>x*=isa

x*=5,=(R+A4+2d +20)-7/4=
=(5+15+2-(1.5+1))-7/4=9 mm
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Einfuhrendes Beispiel

Selbstinduktivitat L und axiale Magnetkraft F,

L(x)
L(0)
(o)

-100

100

A

80

80

fOr

60

80

40 t

30

20

10+

0

<
<

X = lFe
d | Lx) __ 11t
«—dx\ L(0) %7 S 26 mm
l\ .
\
\ d (L)) 2x/s, 11
S dx \ L(0) (1+(x/5,.)")%| _. 18 mm
Analytische
Abschatzung
L(x) 1 \wsch
LO) 1+(x/s,) —
0 10 20 30 40 50 60
s, =9 mm Weg x inmm

| numerisch/analytisch:
1 L(0)=1.21/1.06 mH

1 Maximale Kraft bei

Wendetangente:
e Numerisch:
2% 1.21 1000
| "' 2 1000 26
=0.093N
¢ Analytisch:
1 . 2% 1.06 1000
"2 1000 18
=0.1178 N
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Einfuhrendes Beispiel
Asymm. Lage: Resultierende mech. Kraftgleichung

W

e
u(®)| (] - Fo) Fe | S X -

D

* Resultierende Kraft auf Korper m (Schwerpunktssatz):

m-x-é,=> AuBere Krifte=—Fp-é, - F} - ¢, . B
- Feder k bei x = x, > 0 entspannt = Feder driickt bei x > x, nach links: Fp=—Fp-e
Fp =k-(x— %)
2
i© dL 2
X=eFo — F = —k(x— LLz= . dL
m-xX=—Fp—-—F=-k-(x x0)+2 T m-x—i—k-(x—xo)—%-d—:
x
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Einfuhrendes Beispiel
Systemgleichungen fur Bewegung der Masse m

, / L(x)
1 (t) A

R : - :
u(t)l | . M » Mechanische Glelchuzng.dL
x=0 x .
mo)'c'+k°(x—x0)—l?o (x) =0

dx

* Elektirische Gleichung: Kirchhoff sche Maschengleichung
Verbraucher-Zahlpfeilsystem

w(t) +u; () =R -i(t) = u(t)—dy /dt =R-i(t), u(t)=R-i(t)+d(L(x)-i)/dt

« Zwei Unbekannte: x, i; nichtlineares Gleichungssystem
wegen a) L(x), b) i2, ¢) Produkten aus L und i

» Losungsverhalten: a) Statische Kennlinie i(x) = I(X) fUr d./dt =0
b) Stabilitatsuntersuchung der Gleichgewichtslagen i(x) = 1(X)
c) Verhalten bei sinusformiger Anregung im Arbeitspunkt /(.X)

u(t)=U+U-cosaxt bei kleinen Signalen und groken SignalenU ﬂ.
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Eln_fuhrel?des Beispiel £ s
Gleichgewichtslage x =X &’ DARMSTADT
. | . I* dL
« Gleichgewicht: d./dt=0 u(t)=U=R-i(t)=R- 1= Fr=k-(X—-xp)=—"— =—-F
2 dx|._y
L'(x L(x) Gleichgewicht: — F| = Ff
0

m-xXx=—Fp—-F<0,x>X Statisch STABILE~+
moi=—Fo—F >0 x<X (" Gleichgewichtslage
AT TR T )

Stets in die Lage x = X zurucktreibende
Gesamtkraft —Fy — F; < Statisch stabil;
Ist abhangig von den Grol3en 7, k, x,
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Zusammenfassung:

- Mechanische und elektromagnetische Krafte
- Mechanische und elektromagnetische Energien
- Kopplung der mechanischen und elektrischen Systemgleichungen

- Nichtlineare System-Differentialgleichungen mit mehreren
mechanischen und elektromagnetischen Unbekannten
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