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Vorwort
Liebe Studentin! Lieber Student!

Die vorliegende Aufgabensammlung mit ausgearbeiteten Rechen-Beispielen umfasst die erste
Hilfte des Stoffumfangs der Vorlesung "Elektromechanische Systeme I" (Teil A, Prof.
Binder). Die Priifung ist schriftlich, wobei Rechenaufgaben und Verstindnisfragen zu
bearbeiten sind. Das Losen linearer gewoOhnlicher Differentialgleichungen mit konstanten
Koeftizienten wird in der Vorlesung wiederholt. Bis zur zweiten (und in einfachen Fillen zur
dritten Ordnung) sollte es beherrscht werden. Einfache nichtlineare gewdhnliche
Differentialgleichungen 1. Ordnung koénnen mit der Trennung der Verdnderlichen gelost
werden. Sie finden in den Musterldsungen typische, noch von Hand 16sbare Aufgaben, wie sie
auch bei der Priifung gestellt werden. Weiter finden Sie auch Verstindnisfragen zur
Selbstkontrolle, ob Sie den Lehrinhalt verstanden haben. Diese Fragen grenzen den
theoretischen Priifungsstoff ein und werden in dhnlicher Weise bei der Priifung gestellt.
Relevante Literatur zum Vorlesungsstoff und zu erforderlichen Grundlagen wie z. B. die oben
erwihnte Losung einfacher Differentialgleichungen finden Sie nachstehend aufgelistet.

Sollten Sie Fragen, Wiinsche oder Anregungen zum ersten Teil der Vorlesung haben, wenden
Sie sich bitte an meine Assistenten oder direkt an mich. Fiir die zweite Vorlesungshélfte (Teil

B) wenden Sie sich bitte an Prof. Kupnik. Ich wiinsche guten Erfolg bei Threm Studium und
gutes Gelingen bei der Priifung zur Vorlesung "Elektromechanische Systeme I'".

Prof. Dr.-Ing. habil. Dr. h. c. Andreas Binder Darmstadt, im Juli 2022
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Das griechische Alphabet

Aa Alpha Bf Beta 'y  Gamma Ao  Delta

Ee&  Epsilon Z¢  Zeta Hn Eta ® 9 Theta

11 Jota K x Kappa A A  Lambda My My (mue)
Nv Ny (nue) = Xi Oo Omikron IIr Pi

Pp Rho Yo Sigma Tr Tau Yv  Ypsilon
@ ¢ Phi Xy Chi Y Psi Qo Omega

Verwendete wichtige Formelzeichen

A Vs/m  Vektorpotential

A m’ Flache

B T magnetische Induktion (Flussdichte) (1 T =1 Tesla = 1Vs/m?)
C  As/V  Kapazitit

D  kgm®/s Konstanz des Drehimpulses

D  As/m® elektrische Flussdichte

E V/m  elektrische Feldstirke

f Hz elektrische Frequenz (1 Hz = 1 Hertz = 1/s)
f  N/m’ Kraftdichte

F N Kraft

Fn N magnetostatische Kraft

g kgm/s Konstanz des Impulses

H A/m  magnetische Feldstirke

1 A elektrische Stromstérke

j - imaginire Einheit v—1

J kgm® Trigheitsmoment

J A/m*  elektrische Stromdichte
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JIm T magnetische Polarisation

K N/m  Federkonstante (1 N/m = 1 kg/s)

kg - Runddraht-Spule-Fiillfaktor

kes N/m  Resultierende Federkonstante

[ m Lénge

L H Induktivitidt (1 H=1 Henry =1 Vs/A)

m kg Masse

M  Nm Drehmoment

N - Spulenwindungszahl

p W Momentan-Leistung

Pe pm N/m>  Maxwell’schen Zugspannung (elektrisch, magnetisch)
P W Leistung (1 W=1 Watt=1V'A)

P As/m® elektrische Polarisation

0 C elektrische Ladung (1C = 1 As)

R Q elektrischer Widerstand (12 =1 Ohm = 1V/A)
s m Weglénge

t S Zeit

u \% elektrische Spannung

U \Y% elektrische Spannung

v m/s Geschwindigkeit

wm J/m’  Energiedichte

w J Energie

Wi 1 kinetische Energie

/8 J potentielle Energie

Wao ] magnetische Energie

X m Koordinate

y m Koordinate

z m Koordinate

y rad  Drehwinkel

4 kg/m’ Massendichte

o m Luftspalt

¢ As/(Vm) Dielektrizitdtskonstante

® rad  Phasenwinkel

D Wb magnetischer Fluss (1 Wb =1 Weber =1 Vs)
¥ Vs magnetische Flussverkettung

4 Vs/(Am) magnetische Permeabilitét

1y Vs/(Am) magnetische Permeabilitit des Vakuums (47107 Vs/(Am))
e A elektrische Durchflutung

K S/m  elektrische Leitfahigkeit (1 S=1 ,,Siemens*“ =1 A/V)
o - Streuziffer

o N/m’ Normalspannung

T N/m?  Scherspannung
p As/m’ elektrische Ladungsdichte

w0, 1/s elektrische Kreisfrequenz

Q

- 1/s mechanische Winkelgeschwindigkeit
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Indizes
av Mittelwert
Blindkomponente
C Spule
Cu  Kupfer
d direct (langs), dc (GleichgroBe), Verluste (dissipation)
e elektrisch
Fe Eisen
G Gate
h Haupt-
hys  Hysterese
1 induziert bzw. innere
in zugefiihrt
k Kurzschluss-
LL  verkettet (line-to-line)
m Magnetisierungs-, magnetisch bzw. mechanisch bzw. maximal
max maximal
N Nenn-

out  abgegeben

p Pol bzw. Polrad

syn  Synchron

U,V,WBezeichnung der Wicklungsstrange im Dreiphasen-System
Wirkkomponente

Luftspalt

Streu-

Leerlauf

,2  primir, sekundér (beim Transformator)

Q o g

—_ O

Notationen

Kleinbuchstabe: z. B.: elektrische Stromstérke, Augenblickswert

Grof3buchstabe: z. B.: elektrische Stromstirke, Effektivwert oder Gleichstrom-Wert
unterstrichen: komplexe Grofen

Spitzenwert, Amplitude

auf Stinderwicklungsdaten mit i umgerechnet

Re(.) Realteil von ..., Im(.) Imaginirteil von ...

~ o~

!

Verwendete Naturkonstanten

co =299 792 458 m/s Vakuumlichtgeschwindigkeit

e=1.6021"10" As elektrische Elementarladung

2 =9.80665 m/s’ Normwert der Fallbeschleunigung

& = 8.854107"2 As/(Vm) elektrische Feldkonstante (Dielektrizititszahl des leeren Raums)
1y = 41107 Vs/(Am) magnetische Feldkonstante (Permeabilitit des leeren Raums)
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Aufgabe E1: Magnetischer Eisenkreis, Ampeére’scher Durchflutungssatz

Der geblechte magnetische Eisenkreis gemdll Bild E1.1 mit dem Querschnitt 4 = 30x30 mm’
hat einen Luftspalt 6 = 3 mm. Die Werkstoffkennlinie des warm gewalzten Elektroblechs
B(H) ist in Bild E1.2, Kurve 1, dargestellt. Die Erregerspule mit N Windungen fiihrt den
Gleichstrom 7, der im Luftspalt eine magnetische Flussdichte Bs = 1.8 T erregt.

T
2,4 T
B
|_—T (1))
2,0
120 —
| 1,8} L (2)a)
| —
Eisenkern P 1,6 /r — |
S / 4750 ﬁ
= / |
é :-——-FE ————————— g 12 : (1) a)
£ | 30 I
N 1 RiP s
I is PN 0.8 f—
& | < 14
: |_b Spule 0.4 !
I
! I ° l H_
= | !
[ <B____ a 00~ 80100 200 300 400 500A/cm b)
A 0 1 2 3 4 5 A/cm a)
Bild E1.1: Magnetischer Eisenkreis Bild E1.2: Gleichstrom-Magnetisierungskurven

1) Wie grof3 ist der magnetische Fluss @sim Luftspalt?

2) Wie groB3 ist die magnetische Flussdichte Br. im Eisenkern entlang der gestrichelt
eingezeichneten Feldlinie in Bild E1.1?

3) Wie groB ist die magnetische Feldstirke Hsim Luftspalt und Hr, im Eisen? Wie grof} ist
die magnetische Permeabilitdt 4 im Luftspalt und im Eisen?

4) Wie grof3 ist die erforderliche elektrische Durchflutung @ = N-7in der Erregerspule, um
die oben genannte magnetische Flussdichte Bs=1.8 T zu erregen?

5) Wie grof} ist der Wert von /, wenn die Spule N = 500 Windungen hat?

6) Wie grof} ist die magnetische Energie im Luftspalt und im Eisenvolumen? Nahern Sie dazu
die B(H)-Kennlinie (Bild E1.2, Kurve (1) b)) durch Dreieck- und Trapezfldchen an. Ist die
magnetische Energie im Eisen vernachléssigbar klein? Begriinden Sie?

7) Mit welcher Magnetkraft zichen sich die beiden Eisenfldchen, die den Luftspalt begrenzen,
an?

Aufgabe E1 (Losung): Magnetischer Eisenkreis, Ampere’scher Durchflutungssatz

1)
Polfliche im Luftspalt: 45 =30-30 = 900mm>

Magnetischer Fluss im Luftspalt: @5 = Lﬁ -dA = BsAs =1.8-900-107° = 1.62m Wb

2)
Eisenquerschnitt Ag, = Polfliche im Luftspalt 45 Da die Fliisse @sim Luftspalt und @p, im
Eisen gleich grof3 sind (Annahme: kein Streufluss vorhanden, vgl. Bild E1.1), gilt:

Ds =Dy, =), = AsB5 = Ap By, = Bp, = Bs (A5 Ap,) = B; =1.8T

e

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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3)
Im Luftspalt gilt: p= py=4r- 107" Vs /(Am), Hs=Bs/py=18/(4r- 1077)=14323954/m

Im Eisenblech gilt: B, = tp,(Hp,)=1.8T . Die Kennlinie 1 von Bild E1.2 liefert:
Hy,=80A4/cm=80004/m, pup, = Bg, /Hg, =1.8/8000=0.000225Vs /(Am) =179y,

4)
Ampeére’scher Durchflutungssatz ldngs geschlossener Kurve C (Bild E1.1):
O=N-1=Hs-6+Hp, sp, =1432395-0.003+8000-0.387 = 4297+ 3096 = 73934

Lénge von sz, = 2+ (120 —30) + 2 - (135—-30) — 3 = 387mm

5)
I=0/N=7393/500=14.794

6)

B;
2 4ty
W5 = [Wos - dVs =W, 58 A5 =3.487

=1289155.039.J / m>

Wy s :J-H(,-dB(S =

Wm,Fe

E1.2, Kurve (1) b)) werden zunichst Stiitzpunkte auf der Magnetisierungskurve bestimmt:
By =(04/cm,0T), P =(10A4/cm14T), P,=(254/cm1.6T), P,=(40A4/cm,1.77)
und P, =(80 4/cm,1.8 T). Die Fliche zwischen der Ordinatenachse und den Punkten P, und

B wird durch eine Dreiecksfliche angenéhert. Die Fliche zwischen der Ordinatenachse und

= I Hp, -dBf, : Zur numerischen Integration der nichtlinearen B(H)-Kennlinie (Bild

den Punkten A und P, sowie alle weiteren Fldchen werden durch Trapezflichen angendhert

(Bild E5.3).

_1.4-1000 ,, 5 (1.6—1.4)-(1000+2500)

Wm,Fe—TJ/m + J/m3+(17_16)(2500+4000)

4 4

JIm®+

. (1.8-1.7)- (8000 + 4000)
4
W, re = .[wm,Fe -dVys =W, po Vi =1337.5-[0.03-0.03-(0.132+0.135+0.12)] J = 0.466 J

Das Verhiltnis W, p, /W, s =0.134 ist gering und wird daher héufig vernachlassigt.

J/m*=13375J/m’

7)
B;
2

A5 =1160.24N

Aufgabe E2: Faraday’sches Induktionsgesetz - Ruhinduktion

Ein Magnetkreis (Bild E2.1) hat die Male 6 = 3 mm, » = [ = 30 mm. Die Erregerspule mit
N=500 Windungen wird mit Wechselstrom i(¢) =] -sin(27f - t), f =100Hz,] =7.84

gespeist. Die magnetische Permeabilitdt des Eisens ur. kann gegeniiber dem Wert 14 im
Luftspalt ndherungsweise als unendlich grol angenommen werden. Im Luftspalt des

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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Magnetkreises befindet sich eine quadratische Spule mit 30 mm Seitenldnge und N; = 10
Windungen.

1) Berechnen Sie Bgf) und skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf von i(z) und der
magnetischen Luftspaltflussdichte Bs(f) maB3stdblich!

Anmerkung: Der magnetische Fluss @, die magnetische Flussdichte B und die magnetische
Feldstirke H werden wegen der nichtlinearen B(H)-Kennlinie des FEisens stets als
Scheitelwerte angegeben, unabhédngig von der zeitlichen Kurvenform. Wenn sich z. B. der
Fluss @(¢) zeitlich sinusformig dndert, so ist die Angabe eines Effektivwerts des Flusses
physikalisch sinnlos, da die Eisen-Sattigung durch den Scheitelwert bestimmt wird. Daher
wird in der Bezeichnungsweise nicht zwischen den Symbolen @ und @ unterschieden,
sondern es ist mit @ stets der Scheitelwert gemeint.

2) Wie grof} ist die magnetische Flussverkettung yAr) des von der Erregerspule erzeugten
Magnetfelds mit der im Luftspalt befindlichen Spule?

3) Wie groB3 ist die induzierte Spannung u,(f), die in die Luftspaltspule induziert wird?
Skizzieren Sie ihren zeitlichen Verlauf maBstdblich!

4) Berechnen Sie die Gegeninduktivitdt M zwischen Erregerspule und Luftspaltspule!

MFe i( t)
a0

=N

|\
SN

—

Bild E2.1: Spule im Luftspalt eines Magnetkreises

Aufgabe E2 (Losung): Faraday’sches Induktionsgesetz — Ruhinduktion

1)
Eisenquerschnitt Az, = Polfldche im Luftspalt 45 Da die Fliisse @sim Luftspalt und im Eisen
@r, gleich groB sind (Annahme: kein Streufluss vorhanden, vgl. Bild E1.1), gilt:

@5 =Dp, =Py = AsBs5 = A Br, = Br, = Bs - (45/ Ar,) = B;s
Wegen der unendlich gro3 angenommenen Permeabilitit des Eisens ist die magnetische
Feldstirke im Eisen Null: Hp, =Bp,/ up, =0. Ampeére’scher Durchflutungssatz lings
geschlossener Kurve C (Bild E1.1):
Durchflutung @(t)=N-i(t)=Hs5-0+Hp, Sp,=Hs-0=B5-0/ gy = Bs(t) = 1y - N;(t)

Magnetische Luftspaltflussdichte:
Bs(r) = 4107 500-7.8-sin(27-100-1)
0.003
Schwingungsdauer 7 =1/ f =1/100 =10ms

=1.63T -sin(27100-¢)

2)
M = NSCD(Z) = NsAﬁBé‘(t) =

= (1) =10-30-30-107°-1.63-sin(27-100-¢) = 0.0147Vs -sin(27 - 100 -7)

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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i Bs
AAT
101,
! Bs=1,63T
1=7,8A! \ y
0 i T > t/ms
w 0 5 10
Ui
\ \/
10 :
5_\ /E\
0 ‘? i > t/ms
0 ! 10

Bild E2.2: Zeitverldufe zu Aufgabe E2.2

3)
: - : _ Ay _ 5
Faraday’sches Induktionsgesetz: u;(¢) = 7 27V cos(2af - t)

u; () = —27-100-0.0147 - cos(27 - 100+ £) = — 9.2V - cos(27 -100-£)

4)

Gegeninduktivitit ist der Verhiltnisfaktor zwischen dem mit der Spule 2 verketteten Fluss
und dem in der Spule 1 erregenden Strom:

_ W, (1) _ ¥ sin(2af - 1) :i: 0.0147 1 88mE

M=M A
= i@ Isin@afr) I 78

Aufgabe E3: : Faraday’sches Induktionsgesetz - Bewegungsinduktion

Ein Magnetkreis gemél Bild E3.1 (quadratische Querschnittsabmessungen b = / = 30 mm)
wird in der Erregerspule mit Gleichstrom / so erregt, dass im Luftspalt o eine magnetische
Flussdichte Bs = 1.8 T auftritt. Die im Luftspalt befindliche quadratische Spule (N, = 10
Windungen, 30 mm Seitenldnge, Innenwiderstand R; = 0.1 Q) liegt zum Zeitpunkt ¢ = 0 so,
dass die Spulenseiten genau iiber den Kanten der Polfldche liegen.

Bild E3.1: Bewegte Luftspaltspule (Prinzipskizze, Blick von oben auf die Spule)

1) Die Luftspaltspule wird ab dem Zeitpunkt # = 0 mit v = 20 m/s nach links durch eine
externe Antriebskraft aus dem Luftspalt gezogen (siehe Bild E3.1). Welcher physikalische
Effekt tritt auf?

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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2) Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf der in der Luftspaltspule induzierten Spannung u,(¢)
maBstéblich fiir den Zeitraum von 0 bis 2 ms.

3) Die Luftspaltspule wird mit einem Widerstand R = 1 Q belastet. Zeichnen Sie das
elektrische Ersatzschaltbild der belasteten Spule.

4) Berechnen und skizzieren Sie maBstdblich den in der Spule flieBenden Strom iy (7).

5) Wie groB} ist die auf die bewegte Luftspaltspule wirkende Lorentz-Kraft F ? Treibt diese
Kraft die Spule an oder bremst sie die Bewegung der Spule ab?

6) Wie wirkt die bewegte Spule als elektromechanischer Energiewandler?

Aufgabe E3 (Losung): Faraday’sches Induktionsgesetz - Bewegungsinduktion

D)

Es wird eine Spannung u; in der bewegten Spule induziert (Bewegungsinduktion), solange
sich die rechte Spulenseite durch das Magnetfeld im Luftspalt nach links bewegt (Bild E3.1).
Sobald die Spule den Luftspalt vollstindig verlassen hat, befindet sie sich im feldfreien Raum,
so dass die induzierte Spannung nun Null ist.

2)
Von den beiden zu / parallelen Spulenseiten befindet sich nur die rechte Spulenseite ab ¢ > 0
noch im Luftspalt. Die beiden Spulenseiten parallel zu b schlieBen mit der

bewegungsinduzierten elektrischen Feldstirke E =% x B einen rechten Winkel ein, so dass
E-ds =0 ist. Folglich ist die induzierte Spannung je Leiter u; = J(fz x B)-ds = v-Bg-l.

l
Induzierte Spannung fiir die gesamte Spule: u; = N, -v-Bs-1=10-20-1.8- 30-107> =10.8V

Nach der Zeit ¢ =b/ v=30-10"/20=1.5ms hat die Spule den Luftspalt verlassen; die

induzierte Spannung ist nun Null.

3)
Rj

NOINE

Bild E3.2: Ersatzschaltbild der belasteten Spule

w
=)
ST
+
c

Ommm

0
uj bzw. i - - )
' v B E U 1-1 - F Ui
U;=10,8V o ® F
Is=9,82A . -
T T T ’t/ms Bs Bs

0 051 15 2

ti=1,5ms VXﬁdzﬁ F:IS- 1 X Bg

a) b)

v 2 b
Q-iito 6 E = fE ds = U

Bild E3.3: Bewegte Spule: a) Zeitverldufe von Spannung und Strom in der Spule, b) Induzierte Spannung und
Lorentz-Kraft der Spule
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4)
U; 10.
ig=1,=—"—= 08:98LL0£tsq i, =0, t>¢
= R+R 0.1+1 =—— = =
S)

F=N,[i;-dsxB=N,-I,-1-B;=10-9.82-0.03-1.8 =5.3
/

Gemil Bild E3.3b wirkt die Kraft entgegen der Bewegungsrichtung der Spule; sie bremst und
muss von der externen Antriebskraft {iberwunden werden.

6)

Die Spule wirkt als Generator. Die externe Antriebskraft F,, muss die Spule gegen die
bremsende elektromagnetische Lorentz-Kraft F' mit der Geschwindigkeit v bewegen. Es wird
folglich der Spule mechanische Leistung P, = F, -v zugefiihrt und in elektrische Leistung

P, =U,I ,umgewandelt.

Aufgabe E4: Einfacher elektromechanischer Wandler

Ein elektrischer Leiter (Ldnge / = Im, Widerstand R = 0.2 Q) wird {iber zwei flexible
Zuleitungen aus einer Batterie (Leerlaufspannung Upy = 12 V, Innenwiderstand Rg; = 0.1 Q)
mit Gleichstrom / gespeist. Dieser Leiter befindet sich in einem Luftspalt zwischen zwei
Polschuhen, bestehend aus Permanentmagnetmaterial, die im Luftspalt eine magnetische
Flussdichte Bs= 0.8 T senkrecht zur Leiterachse erregen.

! lUB
Bild E4.1: Einfacher elektromechanischer Wandler als stromdurchflossener Leiter im Magnetfeld

1) Zeichnen Sie das elektrische Ersatzschaltbild von Batterie und Leiter und tragen Sie die
Stromflussrichtung 7/ ein. Wie grol3 ist /?

2) Welcher Effekt tritt bei dem im Luftspalt ruhenden stromdurchflossenen Leiter auf?

3) In welche Richtung zeigt die auf den Leiter wirkende Lorentz-Kraft F' und wie grof3 ist sie?
4) Zeichnen Sie das elektrische Ersatzschaltbild fiir die Kombination aus bewegtem Leiter
und speisender Batterie.

5) Auf welche Endgeschwindigkeit vy wird der Leiter durch F beschleunigt, wenn keine
bremsenden Kréfte auf ihn wirken? Wie grof3 ist der Strom / im Leiter nach Erreichen der
Endgeschwindigkeit?

6) Der Leiter erfihrt durch Reibung eine bremsende Kraft Fp = 10 N. Auf welche
Endgeschwindigkeit v beschleunigt nun der Leiter? Wie grof3 ist der Strom / im Leiter?

7) Welche mechanische Leistung P, ist erforderlich, damit sich der Leiter gegen die
bremsende Reibungskraft Fr = 10 N mit der unter 6) bestimmten Endgeschwindigkeit v
bewegen kann?
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8) Wie grof} ist die der Batterie entnommene elektrische Leistung P, zu Punkt 6) ? Wie grof3
ist der Wirkungsgrad 7 bei der Umsetzung von elektrischer in mechanische Leistung? Wie
wirkt der Leiter als elektromechanischer Energiewandler?

Aufgabe E4 (Losung): Einfacher elektromechanischer Wandler

1
) RBi 1
— 1 }—»—o—
Ugp +Jj

T

= =404
Rp+R 01402 —

£:

Bild E4.2: El. Ersatzschaltbild fiir Batterie und elektrischen Leiter

2)

Auf den stromdurchflossenen Leiter iibt das Magnetfeld eine elektromagnetische Lorentz-
Kraft F aus, die rechtwinklig zur Feld- und Stromflussrichtung wirkt. Da der Leiter iiber
flexible Verbindungen beweglich an die Batterie angeschlossen ist, wird er durch die Kraft F
im Luftspalt seitlich beschleunigt.

3)

Da Stromflussrichtung und Feldrichtung einen rechten Winkel miteinander einschlieB3en,
bildet die Kraftrichtung mit Feld- und Stromflussrichtung ein orthogonales "Dreibein". Es tritt
somit die maximal mogliche Kraft auf: F'=/-/-Bs=40-1-0.8=32N

Bild E4.3: Kraftrichtung von F: In diese Richtung wird der Leiter beschleunigt.

Rpi R I
— }F——1{ >

Ugo <> lUB C) Ui

Bild E4.4: Bewegter Leiter: a) elektrisches Ersatzschaltbild, b) Richtung der Lorentz-Kraft

Uj

by I Bs

4)
Wenn der Leiter durch die Kraft F' bewegt wird (aktuelle Geschwindigkeit v), so wird durch
Bewegungsinduktion im Leiter die Spannung u; induziert: u; =v-Bg /.

5)

Die Endgeschwindigkeit vy ist dann erreicht, wenn keine weitere beschleunigende Kraft auf
den Leiter wirkt, also F' = 0 ist (2. Newton'sches Axiom: Kraft = Masse x Beschleunigung).
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Wegen F =1-1-Bs ist dies im Luftspalt nur dann der Fall, wenn / = 0 ist. Aus dem
Ersatzschaltbild von Punkt 4) folgt: Upzq =(Rp; + R)- 1 +U; =>Upgo=U; =vy - Bs -1
Endgeschwindigkeit vy =—- _ 12 15m/s

= Bs-l 081
Induzierte Spannung und Batteriespannung sind bei der Endgeschwindigkeit vy im
Gleichgewicht, so dass die Stromaufnahme / Null ist.

6)
Die Endgeschwindigkeit v ist erreicht, wenn keine weitere beschleunigende Kraft auf den
Leiter wirkt, wenn also F' — F = 0 ist.

‘15;;:>T%6 [Fl=F=Fgr=IFg!

Bild E4.5: Kriftegleichgewicht nach Erreichen der Endgeschwindigkeit v

F=I-1'By=Fy=10N=1=—2_1254

.08 ——

Das Ersatzschaltbild von Punkt 4) liefert: U, = (Rp; + R)[ +U; . Mit U; =v- B -1 folgt:

Ugy—(Rp; +R)I 12-0.3-12.5
Bgs -1 0.8-1

<

=10.31m/s

7)
P,=Fr-v=10-10.31=103.1W

(=}

> /A
0 10 20 30 40

I T T T T > F/N
0 10 15 30 32N

Bild E4.6: Leiterendgeschwindigkeit v in Abhéngigkeit des Leiterstroms / bzw. der Leiterkraft '

8)

P, P .
P =Ugy-1=12-125=150W , p=Zou _Fm _103:1_ g0 20,
e — 1" p P 150

Gesamtverluste P; =P, — P, =150-103.1=46.9W oder
P, =(Rp; +R)I 2 20.3-12.52 =46.9W . Der Leiter bewegt sich gegen bremsende duBere
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Kréfte wie z. B. die Reibungskraft F. Er kann somit antreiben und wirkt daher als Motor. Er
wandelt elektrische Energie aus der Batterie in mechanische Energie um.

Aufgabe ES: Hubmagnet

Mittlere Feldlinienlédnge
im Stahlguss (St)

| !
Spule 2
Spule 1 N = 400
N =400
\. /
'q

o
Kzaoo

= - /4{5=0,5mm
— 1

2,80

S

Last (Gusseisen
Mittlere Feldlinienlange m, =(750 kg )
a

in der Last (La)

Bild E5.1: Querschnitt des Hubmagneten (Maf3e in mm)

BIT
16 -
/41&111943
1.4 /,
1,2 ’
1,0
G4 Bdisdn -]
Py
0,8 -
06 o H | Almm

0 2 4 6 8 10

Bild E5.2: Magnetisierungskennlinien

Ein Hubmagnet aus Stahlguss mit den Magnetjoch-Abmessungen laut Bild E5.1 soll eine
gusseiserne Last mit einer Masse von 750 kg tragen. Die mittlere Feldlinienlénge in der Last
S o betrdgt 280 mm, der flussfilhrende Querschnitt A4;, betrdgt 0.01 m? Beide in Serie
geschaltete Spulen haben eine Windungszahl von N =400. Der Hubmagnet besitzt einen
kreisrunden Querschnitt mit einem Durchmesser von 80 mm. Durch die Rauhigkeit der
Oberflichen von Magnet und Last entsteht eine mittlere Luftspaltweite von 6 = 0.5 mm.
Vernachléssigen Sie Streufliisse.
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1) Stellen Sie das Durchflutungsgesetz in der allgemeinen Form und in einer der dem hier
gezeigten Magnetkreis angepassten Form auf. Als geschlossene Kurve C verwenden Sie die
mittleren Feldlinienldngen.

2) Wie groB ist die auf die Last (Gusseisen) wirkende Gewichtskraft F; ? Berechnen Sie die

magnetische Flussdichte im Luftspalt B;s, die notwendig ist, damit die Last gerade schwebt.

3) Wie grof} ist die erforderliche Stromstirke / fiir die beiden Spulen? Zur Berechnung
verwenden Sie die unten abgebildeten Magnetisierungskennlinien fiir Stahlguss und Eisen.

4) Bestimmen Sie die Energie des Magnetfeldes im Luftspalt, im Magneten und in der Last!
5) Bestimmen Sie die Selbstinduktivitit der Spule bei angehobener Last!

6) Kontrollieren Sie die magnetische Energie iiber 4) und 5)!

Aufgabe ES (Losung): Hubmagnet

1)
Allgemeine Form: §131 -ds =@ = N -1 . Die auf den Magnetkreis zugeschnittene Form lautet:
C

§H-d5=0=2-H; 5+Hy 54 +H,, -5, =2-N-I
C

2)
Damit die Last gerade schwebt, muss die magnetische Kraft in den beiden Luftspalten F der
Gewichtskraft Fg entsprechen: F' = F; =m,, -g =750kg-9.81m/s*>="7357.5N .

2

Umgestellt ergibt die Berechnungsgleichung F = 23‘5 24,
Ho
-7
5, - [Fto :\/7357.5N 4210 Vs dm 3
A, 5.027-10"" m?

2 -3 2
mit der Magnetstirnfliche 4,, = 45 = (%) = (Wj - =5.027-10"m?.
3)
Da die flussfithrenden Querschnitte 4y im Magnetjoch und im Luftspalt A; gleich sind, gilt
fiir die Flussdichte: Bs = By, . In der Last ist der flussfiihrende Querschnitt groer, damit sinkt
die Flussdichte. Der Fluss @ bleibt konstant, damit gilt fiir die Flussdichte in der
Last: @ = konst.= Bs - Ay, = B;, - A;,. Umgestellt ergibt sich die Flussdichte Bi, in der
gusseisernen Last:
1073 2

B,, = B Ay g 3ep. 2027-107m* ot

4, 0.01m?

Nach dem Durchflutungsgesetz kann einzeln fiir jeden Teil der Kurve C des Magnetkreises
(Luftspalt (zweimal), Stahlguss, gusseiserne Last) iliber die magnetischen Spannungen
V' =H -5 aufsummiert werden.

Magnetische Feldstirke tiber einen Luftspalt:

_Bs 1.36T
ty 4r-107"Vs/ Am
Vi=2-Hs-6=2-1.082-10°4/m-0.5-10"m =1082.34 .

Hy =1.082-10°4/m .
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Stahlgussmagnetjoch: Mit B, = B; =1.36T liest man aus der Kennlinie (Bild ES5.2) fiir
Stahlguss ab: Hg, =1.04/mm.

Mittlere Feldlinienldnge im Magnetenjoch:

Sq =17+ 2 lgponier =100mm -7 +2-200mm = 714.2mm .

Vo =Hg -5, =1.04/mm-714.2mm =714.2A..

Gusseiserne Last: Mit B;, = 0.687 liest man aus der Kennlinie (Bild E5.2) fiir Stahlguss ab:

H,, =354/ mm.

V,,=H;,-s;, =354/ mm-280mm =980.04 .

Berechnung der Durchflutung:

O=2-N-1=Vs+Vs, +V,;,=1082.34+7142A4+9804 =2776.54.

Daraus errechnet sich der Strom, der durch beide Spulen flieBen muss zu:
O  2776.54

= = =3474.
2-N  2-400

4)

B;
“Ho
Ws :IWm,a dVs=w, 520 A5 =3.68J

= 735932 .46 J /m>,

W5 = | Hs-dBs = :

Wy e = I:F" Hp,-dBg,: Néherungsweise wird die Fliche unter der H Fe(BFe)-Kurve (Bild
E5.3) durch eine Dreieckfliche H ;e -B;e / 2 angendhrt (Vgl. Aufgabe E1). Das entspricht der

Annahme u, = konst. im magnetischen Arbeitspunkt (B;e, H,, )

B
N
“}??l
B —
0 — : > H
0 "

Bild E5.3: Bestimmung der magnetischen Energiedichte w,, durch Ndherung als Dreieckflache im Vergleich zur
genauen Losung (gestrichelte Flache). Bessere Approximation wire durch Trapez- und Dreieckfldchen (siche
Aufgabe E1).

_ 1.36-1000

Wsi = Wse A s, -5.027-107 -(0.2-2+0.1-7)J =2.44 J
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W ta =Wy ra Apa 110 = M 10.028-0.01J =3.33 J
8))
P =2.N-@ =2-N-Bs-As =2-400-1.36-5.027-10Vs = 5.469Vs ,
=2 349y 5760
1 3.47
W Sekanten -Induktivitit
N .
LA
/ a
0 T > ]
0 =
Bild E5.4: Sekanteninduktivitit L des Arbeitspunkts (¥, I')
6)
W =Wy s+ W, o +W, 1. =3.68] +2.44] +333] =9.45] .

Kontrolle iiber ,,Sekanten““-Induktivitit (Bild E5.4) mit der Selbstinduktivitat L:

w, =%-L-12 =1.576-3.47°J =9.49J .

Hinweis: ,,Sekanten“-Induktivitdt L des Arbeitspunkts (S’/ "1 *) gilt fiir konstantes g, im

*

Arbeitspunkt (B;e, H,, ): L= S; ~ tan(a). L sinkt mit steigendem /!

Aufgabe E6: Elektromagnet

Ein Elektrohubmagnet (Bild E6.1) besteht aus dem Eisenjoch 1 und den beiden in Serie
geschalteten Erregerspulen mit jeweils N/ 2 =100 Windungen. Die relative Permeabilitit des
Eisenjochs ist g re1 = 1000, die Querschnittsfliche 4 = 100 cm? und die mittlere Lange eines
Feldlinienabschnitts der Flussdichte Br.; im Eisen sps;=90cm. Ein Eisenteil 2 mit der
relativen Permeabilitét u, g2 =500 soll bei einem Luftspalt 6 =1 mm gehoben werden. Der
fiir die magnetische Flussdichte Bpe, relevante Querschnitt ist ebenfalls 4 =100 cm?, die
Liange des Feldlinienabschnitts sg.; = 30 cm. Das Eisenteil 2 hat ein Volumen V= 4000 cm?,
die Eisendichte betrigt pr. = 7850 kg/m?.

1) Wie grof3 ist die auf das Eisenteil 2 wirkende Schwerkraft F; ?

2) Wie groB} ist die erforderliche Luftspaltflussdichte Bs mindestens, um das Eisenteil 2 ,,in
Schwebe* zu halten?
3) Wie groB} sind die magnetischen Flussdichten Bg., Br.; und die Feldstarken Hs, Hre1, Hrer?
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1
pFe1=1000 M,
. — SFe1
N - o N
S0 |® & R
2
A f%
i v
2 =1 mm
' Y
.—\‘kh St
pF32=500 Mo

Bild E6.1: Querschnitt des Hubmagneten, Luftspalt 6 durch amagnetische Distanzscheibe eingestellt

4) Wie groB3 ist der erforderliche Erregerstrom I/, fiir ,,Schweben und [/, fiir eine
magnetische ,,Klebekraft* gleich Fi; /2?
5) Wie grof ist die Selbstinduktivitidt L? Bestimmen Sie die gesamte magnetische Energie ¥,

aus den magnetischen Energien im Luftspalt W, s und den Eisenteilen W, z.,,W,, !

Kontrollieren Sie die gesamte magnetische Energie W, mit W, = % L-T%!

Aufgabe E6 (Losung): Elektromagnet

1)
Fy = pp, -V -2 =4000-10"-7850-9.81 N = 308.03N
2)
B2
F = F;; fur ,,Schweben®: Umgestellt folgt aus F' = 2—‘9 24
Ho
-7
5 - [Foth :\/308.03N 4 1? Vs/Am _o oo
4 100-10"" m?

3)
Da die flussfithrenden Querschnitte 4 = 4y im Eisenjoch und im Luftspalt 4 = 45 gleich sind

und der der Fluss @ konstant bleibt, gilt fiir die magnetische Flussdichte:

Hpo = Bra ___0.1967 — A/m=156.534/m,
Uiy 1000-4-7-10
Hp, = Brep . 01967 ., =313.064/m.

Ury 500-4-7-107
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_B;  0.1967

Hg —A/m=1565294/m.

fs 4710

4)
N ~
@:2'?'I:H5'5+HF61 'SFe‘l ++HF€2 'SFez,
O =156529A4/m-0.001m +156.534/m-0.9m +313.064/m-0.3m =547.854,

Iy = % = % =2.744 . Fir magnetisches ,,Kleben* ergibt sich mit F =1.5-F;:

. . . . _7
5, [Foo :\/1.5 30803 - 4710 Vs Am :\/E-B5:0.2410T.
N 100-10~* m? 2

B
Fiir konstantes i, in den Eisenteilen 1 und 2 gilt: 7, = Z’”eu 1, =3.364.
s

S)
Y=N-®@=N-B;-A=200-0.1967-100-10"*Vs = 0.3934Vs .
ST 039 0144m .
I 274
2
Energiedichte in einem Luftspalt: w,, 5 = I Hs-dBs = 2B5 =15394 .62.J /m”.
’ "Ho

Energie in beiden Luftspalten: W, 5 = J- Wy dVs=w, s-2:6-4=0.154J.

Bei konstantem 1, gilt w,, 1, = .[fﬂ’ Hp,-dBg, =M:
Wm,Fel = Wm,Fel * A * SFel = 0.19672.156.53 * 100 * 1074 * O.9J = 0.139 J s
Wm,Fe2 = Wm,Fe2 A Sper = 01967231306 -100- 1074 -0.3J=0.092 J .

Gesamtenergie: W, =W, s+ W, py + W, rer =0.54J .

Kontrolle iiber Induktivitit: W, = % L-1*=0.54J .

Aufgabe E7: Ringkerndrossel

Eine Spule mit 400 Windungen sitzt auf einem torusformigen Eisenkern aus gepresstem
Eisenpulver (ur.=1000), der durch einen Luftspalt unterbrochen ist. Im Luftspalt soll ein
Magnetfeld von 0.8 T entstehen. Streufelder auBerhalb des Kerns sind zu vernachldssigen.
Das Feld im Eisenkern wird homogen angenommen. Folgende Werte sind gegeben: Mittlerer
Radius des Torus R =2cm, Durchmesser des Torus (Rings) d =Ilcm, Drahtdurchmesser
de, =0.5mm , Luftspalt ¢ = lmm .

1) Wie grof3 ist der Strom 7 in der Spule und die Leiterstromdichte J?
2) Wie grof} ist die Selbstinduktivitit L der Spule?
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3) Bestimmen Sie die magnetische Energie im Luftspaltvolumen W, s und im Eisenvolumen

2
W, r. sowie die gesamte magnetische Energie W, ! (VFE ~ d 2 z 2R-7 -6 )j

4) Wie grof} ist die magnetische Anziehungskraft der beiden Polflichen am Luftspalt 6 ?
5) Uberpriifen Sie mit W, = % .L-I* aus 2) das Ergebnis von 3) sowohl numerisch als auch

allgemein!

Aufgabe E7 (Losung): Ringkerndrossel

1)
§Fl-d§:(2n-R—5)-ﬁ+5-§=N-1,
C HFe Ho
[(27z-0.02—0.01)+0.001] 0.8
-7
I= 1000 L 14r10 g9yt - L8 gy 4
400 Ac, 052.% mm
2)
2 2
W-N.0=N-B,- 2 ﬂ=400-0.8-0'(){%Vs=0.0251Vs,
=L 005y o
I 178
3)
2 2
y,=s.97 =0.001-0'0{%= 78.5-10°m* = 78.5mm’,
2 2
v =47 0R 7-6)=20 7 (5.0.02. 7 -0.001) = 9791-10 m® =979 lmm®,
2 2
wm,(;:Bﬁ __ 08 JIm® =254648J /m’

2u, 2-47-1077
W, 5 =WpsVs=254648-78.5-10°J = 0.02]

2 2
_BreHre _BsHpe By _ By Wns 254688 ;5 54 68 md,

Win, Fe - - = =
' 2 2 2zuFe 2/”0 "My Fe Hy Fe 1000
W ke =Ware Vi =0.0025J, W, =W, s+W, r, =0.0225].

4)
2 2 2

F,=47 B85 0017 554648 - 20.08
4 2u, 4

5)

w, :%-L-Iz =%-14.12-10—3 -1.78% =0.224J

Allgemeine Uberpriifung der Identitit mit 3):
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1 2 1 d?-r N-I 1 d2 - ?
R NI V3 S I A A S
HFe Ho
’ 2 2 o
= m,§+Wm,Fe: m,§'V5+Wm,Fe'VFe:Wm,5' V§+ VFe = B5 d 72.- §+(2R 7 5)
Hy Fe 2 4 4 My Fe
2 ) )
_Bs d*>x  N-I .[Q+M}:1.N.d T g
2 4 2mR-0_ 5 [ Hre 2 4
Hre Ho

Aufgabe E8 [Pre]: Elektrostatischer Tropfengenerator

In dem in Bild E8.1a dargestellten elektrostatischen Generator zur Gleichspannungserzeugung
werden Wassertropfen vor dem Abreilen durch Influenz auf etwa Q, =10pC elektrisch
geladen und in einem flachen, isoliert aufgestellten Metallbehilter aufgefangen. Eine
Detailskizze ist in Bild E8.1b gegeben. Wie grof} ist die Spannung U zwischen dem Behélter
und Erde nach einer Stunde, wenn je Sekunde 5 Tropfen fallen, im Falle von Bild E8.1a und
im Falle von Bild E8.1b?

a)

Bild E8.1: a) Aufbau des Tropfengenerators: Negativ geladene Ring-Elektrode, positive Influenzladung auf den
Wassertropfen [Pre], b) Detailansicht mit positiv geladener Ring-Elektrode, negative Influenzladung auf den
Wassertropfen [Woo]

Aufgabe E8 (Losung): Elektrostatischer Tropfengenerator

Nach einer Stunde ist die Anzahl der Tropfen N =5-3600=1.8-10* und damit die
Gesamtladung Q= N-Q, =1.8-10*-10"'C =1.8-107C.

» 100-107*
-3

Uber die Kapazitit C ~ g, % =8.854-10"" F=17.7pF
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. o 0o 18107
folgt die Spannung fir Bild E8.1a zu U == =————V =10.2kV" >0
C 17.7-10°

und fiir Bild E8.1b zu U =-10.2kV <0.

Aufgabe E9 [Pre]: Kapazitive Anordnung mit verschiebbarer Mitten-Platte

In der skizzierten Plattenanordnung aus Bild E9.1 mit der wirksamen Plattenfliche A4 ist die
mittlere Platte parallel zu sich selbst aus der Mittellage verschiebbar (Lagekoordinate x).

1) Berechnen Sie den Verlauf der Kapazitit C), als Funktion von x/a ohne
Beriicksichtigung von Abweichungen des E-Felds vom Homogenverlauf an den
Plattenridndern!

2) Skizzieren Sie berechneten Verlauf der Kapazitit Cj,(x)!

=1 \\ //

1

0
| | . ~10 —08 —06 —04 —02 0 02 04 06 08 1,0
X x/a —————»
Bild E9.1: Aufbau der Platten- Bild E9.2: Verlauf der Kapazitit in Abhdngigkeit der Verschiebung [Pre]
anordnung

Aufgabe E9 (Losung): Kapazitive Anordnung mit verschiebbarer Mitten-Platte!

1)

Unter Vernachlédssigung der Randstorungen ist

a+x a-—x 1—(x/a) a
2)
siehe Bild E9.2!

Aufgabe E10: Maxwell sche Spannung

Die Formel fiir den Vektor der Maxwell’schen Spannung p. eines D-Felds im leeren Raum
(Dielektrizitdtskonstante &) an einem (differentiell) kleinen gerichteten Flachenelement dA
(Normalenvektor ¢, ) lautet (Bild E10.1)

Pe=(8,-D)-D/gy—(&, D*)/(2&,).
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1) Wie lautet diese Formel in der Formulierung mit D und E, so dass sie auch fiir Rdume, die
mit (auch nichtlinear) isotropen, anhysteretischen Dielektrika (13 =f (E’) = g(E)-E’ ) erfiillt
sind, gilt?

Bild E10.1: El. Flussdichtevektor D und Vektor p, der Maxwell’sche Spannung an einem (differentiell) kleinen
Flachenelement d4

2) Der Vektor D ist gemill Bild E10.1 gegen die Normale auf das Flidchenelement dA
(Normal- und Tangential-Einheitsvektor ¢€,, ¢,,

én|:|ét|:1) um den Winkel o geneigt.

Zeigen Sie mit den Normal- und Tangential-Einheitsvektoren e_, €, é:| = |E ¢| =1 fiir den

Vektor D, dass in isotropen Dielektrika p, um den Winkel 2« aus der Flichennormalen

geneigt ist und den Betrag E-D/2 hat!
3) Wenn in einem isotrop anhysteretisch magnetisierbaren Medium (B= f (H) = Lu(H)- H),

das einem magnetischen Feld ausgesetzt ist, der Vektor B analog zu Bild E10.1 gegen die
Normale auf das Flichenelement d4 um den Winkel o geneigt ist, wie grof} ist dann der
Betrag der Maxwell’schen Spannung?

4)

In trockener Luft bei Normalluftdruck sind im Homogenfeld el. Feldstirken E bis ca.
30 kV/cm bei 1 cm Schlagweite ohne Uberschlag méglich. Magnetflussdichten B in Luft an
Eisenoberfldachen sollen 1.6 T nicht iiberschreiten, um dass Eisen nicht zu sittigen. Wie grof3
sind die zugehorigen Maxwell-Spannungen?

5)

Eine anschauliche Regel besagt, dass man an der Richtung der Feldlinien die Richtung der
Kraftwirkung auf einen el. polarisierbaren Korper im el. Feld (bzw. auf einen
magnetisierbaren Korper im Magnetfeld) erkennen kann. Stimmt diese Regel nur
ndherungsweise oder exakt?

Aufgabe E10 (Losung): Maxwell sche Spannung

1)

Im leeren Raum: D:go E= P, =(é, -E)-E—én (D-E)/2
Isotropes Dielektrikum: Parallele Vektoren ETTD

2)

é =é_-cosa—é, -sina, é,-E=E, =E-cosa ,

p,=(é,-E)-D—¢é,-(D-E)/2=E,-D-é_—(é_-cosa—¢é, -sina)-(D-E)/2,

Po=E-D-cosa-e_— -é_-cosa+ e, -sina,

L= . DE
p.=D-E-cosa-e_—

-é_-cosa +
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Im (e_,é ) -Koordinatensystem:
. DE
Pe=

-(cosa,sina) = |13e|=¥-\/cos2 o +sin’ :%_

Das (e_,e,)-Koordinatensystem ist gegeniiber dem (é,,¢,)-Koordinatensystem um den

Winkel « gedreht, so dass im (é,, ¢, ) -Koordinatensystem gilt: p, = -(cos2a,sin2).
3)
Mit den Entsprechungen p, < p,,, D < B, E < H folgtim (e,,e,)-Koordinatensystem:
Dy = B-H -(cos2a,sin2a), |p,,| =¥-\/cos2 2a +sin* 2a =¥.
4)
D.E . CE? 8854-107'%.(3.10%)2
p =D E_DE_&E°_ 885410 7-G-100)7 _ 59 ¢ n\ym?,
2 2 2 2
= 2 2
pp=Z I BB IOy gp.108 Nim?
2 2 2y 247107
5)

Bei a =0 stimmt die Regel exakt, da dann p,, D, E bzw. D> B,H parallel sind. Bei kleinen

Winkeln « gilt die Regel ndherungsweise. Gar nicht gilt die Regel bei @ =90°. Dann ist der
Feldvektor parallel zum Flachenelement d4 gerichtet, und die Maxwell’sche Spannung tritt
als Zugspannung normal auf das Flidchenelement auf (Bild E10.2a). Daher tritt in einem
elektrischen bzw. magnetischen Feld stets IN Richtung der Feldvektoren eine Zugkraft auf,
und seitlich (= tangential) eine NORMAL dazu gerichtete Druckspannung. Das passt gut zum
Modell einer Gummischnur unter Zugspannung, auf die auch eine seitlich nach innen in die
gedehnte Schnur gerichtete Druckspannung auftritt (= Querschnittsverringerung der
Gummischnur), Bild E10.2b.

a1
AR

Lowr”

a) b)

Bild E10.2: a) El. Flussdichtevektor D parallel an einem (differentiell) kleinen Fldchenelement dA, daher
a=90°. Die Richtung des Vektors p, ist mit 2= 180° normal auf das Flaichenelement d4. b) Im el. bzw. magn.
Feld tritt in Richtung der Feldvektoren (z. B. D) eine Zugspannung p. und seitlich normal dazu eine
Druckspannung p. auf.

Aufgabe E11: Kraft an einer dielektrischen Grenzflache

An der Grenzfldche 4 zwischen zwei unterschiedlich elektrisch polarisierbaren Materialien 1
und 2, die einem elektrischen Feld E bzw. D ausgesetzt sind, tritt eine elektrische Kraft F, auf,
die normal auf die Grenzfliche 4 so gerichtet ist, dass sie vom Material 2 mit héherer
Dielektrizititskonstante (Permittivitit) & zum Material 1 mit niedrigerer Dielektrizitits-
konstante & < & wirkt. Ursache dafiir ist die ortsfeste groBere Dipol-Ladungsdichte im
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Material 2, die an der Grenzfliche durch die ortsfeste kleinere Dipol-Ladungsdichte (mit
negativem Vorzeichen) im Material 1 nicht vollstdndig kompensiert wird.

Achtung: Diese im Material ortsfest gebundenen Ladungsdichten diirfen nicht mit frei
beweglichen Flachenladungen an Grenzflichen verwechselt werden, die zusitzlich (z. B.
durch elektrostatische Aufladung) auftreten konnen und ebenfalls eine elektrostatische
Coulomb-Flachenkraft bewirken.

Die Formel fiir die Kraft F, lautet mit den Normal- und Tangentialfeldstirke-Komponenten
E,, E; an dem Flachenelement A4:

& —¢& & - -
L 5 2 {E,ZZ +g—2-E52]e1_)2 |e1_,2| =1: Normalenvektor von 1 nach 2
1

F,=A-

1) Leiten Sie mit Hilfe der Maxwell-Spannungen fiir eine geschlossene ,,dosenformige*
Hiillfliche O gemil Bild E11.1b (Dosen-Boden- und Deckfldche A4, sehr kleine Dosenhdhe 4,
daher: O=2-4) die Formel fiir F her. Dazu muss gemif3 Bild E11.1b die Fliche O die
Grenzfliche zwischen Material 1 und 2 einschlieBen. Beachten Sie die

Stetigkeitsbedingungen Dnl =l3n2, Eﬂ =Et2 an Grenzflichen, die keine frei beweglichen
Flachenladungen aufweisen (Bild E11.1a)!

| % N 2 | > 2
Dnl DH’? £ “E
—_— : A

)
=
St
2
4
=
r
AnLInE
=
(]
h
A
=

a)

Bild E11.1: a) Stetigkeitsbedingungen fiir Normalenvektor der el. Flussdichte D und Tangentialvektor der el.
Feldstirke E an einer Grenzfliche zwischen Materialien 1 und 2, b) Dosenfoérmige geschlossene Fldche O = 24
bei kleiner ,,Dosenhdhe® / zur Berechnung der elektrischen Kraft F, auf das eingeschlossene Material

b)

2) Wie groB ist die Kraft pro Fliche Fo/4 bei &,/& =6, ¢, =1.5 und E, =(E,,,E,,) mit
Epn=1kV/cmund Ey, = 0.5 kV/cm? Wohin zeigt sie?
3) Wie groB sind £ und E,? Unter welchem Winkel ) bzw. o sind die beiden Feldvektoren

El , EZ zur Flichennormalen geneigt?

4) Wie grof} ist im Vergleich zu 2) die Kraft F'./4 bei E
welche Richtung zeigt sie?

lneu = —E, und E2,neu =—F, und in

5) Stimmt es, dass unabhédngig vom Vorzeichen des Feldes E bzw. D stets die Kraft F/4
vom Bereich mit hohem ¢, zum Bereich mit niedrigem ¢, weist?

Aufeabe E11 (Losung): Kraft an einer dielektrischen Grenzflache

1)

Die Kraft F. auf die von der Dosenfliche O eingeschlossene Grenzfliche (Bild E11.1b) wird
durch die Integration der Maxwell-Spannungen p. an der Oberfliche O berechnet. Da /4 sehr
klein ist, kann dessen Flachenbeitrag vernachléssigt werden.
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F,=§T,-dd=§p,-dd= [p, -da+ [p,,-dAd=F, +F,
0 0 4 A,
Gemif Bsp. E10 gilt auch p, =(é,-E)-D—é,-(D-E)/2.
E, D,~ED,

po=E, (D,-é,+D,-é)—¢,-(D,-E,+D, -E,)/2= +E,-D,-¢,

1Dy —E;f-Dy - -
"12 : tl'enl"'Enl'Dtl'etljl'dA

el = Ipel dA= I(pnl +pt1) dA = _[[
4 4
Da die Dosenfliche A beliebig klein gemacht werden kann, kann die Anderung von E, D iiber
A vernachléssigt werden, so dass das Integral durch die Multiplikation mit 4 ersetzt wird.

- E.-D,—-FE.,-D,, _ -
Fele'|: al "12 fl tl'enl+Enl'Dtl'etl:|

E->-D>,—E»-Dy _ -
A-{ 12 ”22 = tz'en2+En2'Dt2'et2:|'

In gleicher Weise folgt: F,, =

Nunist e, =—e, =—€,,, &) =—€, =—¢p,
Dy =Dy €y ==Dy1 €y =Dyy =Dyp €y, By =Eyy €y =—Ey-€p=Ep=Ep-ép,
daher -D,, =D,,, —E,;=E,,. Weiterist D; =¢-E|, D, =&, -E,,daher: F,=F, +F,,

En2 'Dn2 _EtZ 'Dt2 -

~ E.-D,—-E,-D, _ - -
Fe:A'[ al n12 4 ﬂ'enl_"Enl'Dtl'etl:l"'A'[ 5 'en2+En2'Dt2'et2:l
Fe :A.{(Dnl 'Dnl/gl;_Eﬂ -Etl - &1 'énl +Dgnl & 'Etl 'Etl}'i'
1
(D,y-D,»/&)—E;»-En-&y D, -
+A{ n2 “Pn2 22 27028 5 82 &y-E,p -8,
2
Fe=A' —( 2/81)2 Etz “.¢ =Dy Ep-ep+ (Dnz/82)2 Etz 2 €+ DyyEpy et2:|
_ (1 1) p? EX] g —e, &2 E2 E2
Fo=d|| —=— 22 4(5y— &) =2 |- e = 4| 222 15— 5,) =2 |- &
&y &1 2 2 &1-& 2 2
Mit e,, =¢€,,_,, folgt die Formel:
. E—&y | & 2 2 | = & —& 2
ezA'%'{—z'EnzﬁLE;z]enz—A'g'{—'ﬁ‘ »+ES } 1 sy
&1 2 &1
2)
= l1-(& /) | & 2 2 | - 8854151 6 2 2 10,3
FlA=gy- & —— 20| 2By +Ep |85, = P [61 +0.5 ]10 €n1—2
2 & 10

F,/A=-2.075N/m” ¢

nl—2
Die Kraft F, wirkt von Material 2 auf Material 1 normal zur Grenzflache.

3)
By =105 Y B =17 4057 =1.118%Y | B, =E,,, By =Dy — Eyy =2 .
cm cm &

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Einfithrung / 22 Elektromechanische Systeme 1

E =(6-1, 0.5)k—V= (6, 0.5)k—V, E =V6%+0.5% = 6.021k—V,
cm cm cm

Enl 6 o
tana; = =—=12—> o =1.488rad =85.2°,

E, 05

En2 1 o - : . 3
tana, = 2. 05 2> a, =1.107rad = 63.4°. Der Vektor £ wird beim Ubergang von 1

12 .
nach 2 vom Lot gebrochen, da Medium 2 die hohere Permittivitit hat.
4)
FolA=g-¢, ela), 8_2'(_En2)2 +(E,) | e = 8.85‘;1.5 20 [6-1+025]-10° ¢, ,,
2 & 10 2

F,/A=-2.075N/m* &, ,,
Die Kraft F, wirkt von Material 2 auf Material 1 normal zur Grenzflache.

5)
ﬁe/A =& &n _—{_(Enz)z +(Et2)2:|'énl—>2 ~ (1_(5r2 /5r1))'énl—>2

Fir den Fall, dass ¢,, <¢&,, ist, zeigt die Kraft unabhidngig von der Feldrichtung von E bzw.
D von Material 1 auf Material 2 normal zur Grenzfliche, also vom Bereich mit hohem g,
zum Bereich mit niedrigem ¢, . Fir den Fall, dass ¢,, > ¢,, ist, zeigt die Kraft unabhéngig

von der Feldrichtung von E bzw. D von Material 2 auf Material 1 normal zur Grenzfliche,
also vom Bereich mit hohem ¢, zum Bereich mit niedrigem ¢, .

Aufgabe E12: Kraft an einer magnetisierbaren Grenzfléche

An der Grenzflache 4 zwischen zwei unterschiedlich magnetisierbaren Materialien 1 und 2,
die einem magnetischen Feld H bzw. B ausgesetzt sind, tritt eine magnetische Kraft F},, auf,
die normal auf die Grenzfliche 4 so gerichtet ist, dass sie vom Material 2 mit héherer
Permeabilitét 15 zum Material 1 mit niedrigerer Permeabilitit ¢ < 1 wirkt.

Achtung: Zu dieser Kraft kommt gegebenenfalls noch eine Lorentz-Kraft auf mogliche
Flachenstrome in der Grenzfldche hinzu.

Die Formel fiir die Kraft F}, lautet mit den Normal- und Tangentialfeldstirke-Komponenten
H,, H; an dem Flachenelement A4:

E = A~%-{Hé +%~H§2]él_)2 |él_>2| =1: Normalenvektor von 1 nach 2
1

1) Leiten Sie mit Hilfe der Maxwell-Spannungen fiir eine geschlossene ,,dosenformige™
Hiillfliche O gemil Bild E12.1b (Dosen-Boden- und Deckfldche A4, sehr kleine Dosenhdhe 4,
daher: O ~2-4) die Formel fiir F;,, her. Dazu muss gemdl Bild E12.1b die 1Fldche O die
Grenzfliche zwischen Material 1 und 2 einschlieBen. Beachten Sie die

Stetigkeitsbedingungen B, = B,,, H, =H, an Grenzflichen, die keine Flichenstrome
fiihren (Bild E12.1a)!

2) Wie groB ist die Kraft pro Fliche Fi/d bei g, / g =1000, g, =1 und B, =(B,,,B,,) mit
By =1Tund By =0.5T ? Wohin zeigt sie?
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/NN I Z NS
BF?] Bj,lz - E 4
—_— EJ

=uft
_
T
n
A J
A
s
=
el
L J

a) “ b)

Bild E12.1: a) Stetigkeitsbedingungen fiir Normalenvektor der magn. Flussdichte B und Tangentialvektor der
magn. Feldstirke H an einer Grenzfliche zwischen Materialien 1 und 2, b) Dosenformige geschlossene Flache
O = 24 bei kleiner ,,Dosenhdhe* # zur Berechnung der magnetischen Kraft F,, auf das eingeschlossene Material

3) Wie grof} sind By und B, sowie H; und H,? Unter welchem Winkel ¢ bzw. o, sind die
beiden Feldvektoren H 1> H > zur Flachennormalen geneigt?

4) Wie grof} ist im Vergleich zu 2) die Kraft F\,/4 bei El’neu = —El und E2,neu :—Ez‘? In

welche Richtung zeigt sie? Ist sic vom Vorzeichen der Feldvektoren B bzw. H abhingig?
5) Stimmt es, dass unabhidngig vom Vorzeichen des Feldes B bzw. H stets die Kraft Fy,/4
vom Bereich mit hohem g, zum Bereich mit niedrigem gz, weist?

6) Um wie viele GroBenordnungen ist die Kraft F,,/4 groBer als die Kraft F/4 aus Aufg.
E11?

Aufgabe E12 (Losung): Kraft an einer magnetisierbaren Grenzfldache

1)

Die Kraft F}, auf die von der Dosenfldche O eingeschlossene Grenzflache (Bild E12.1b) wird
durch die Integration der Maxwell-Spannungen p,, an der Oberfliche O berechnet. Da 4 sehr
klein ist, kann dessen Flachenbeitrag vernachlissigt werden.

Fp=§T,-dAd=§p, -dd= [P,y -dd+ [P, -dd=Fyy +Fy
0 0 4 4,

GemiB Aufg. E10 gilt auch p, =(é,-H)-B—¢,-(B-H)/2.

H, 'B";Hf'Bf -6, +H,-B, ¢

ﬁm :Hn (Bn én +Bt'ét)_én (Bn 'Hn +Bt'Ht)/2:

le = J.ﬁml dA = J‘(ﬁnl +]_5t1)'dA=J.

4 4 4
Da die Dosenfliche 4 beliebig klein gemacht werden kann, kann die Anderung von H, B iiber
A vernachléssigt werden, so dass das Integral einfach durch die Multiplikation mit 4 ersetzt

wird.
F IZA_[HM B, —H, B, .
2

m

[Hnl'Bnl_Htl'Btl_

> énl+Hnl'Btl'ét1j|'dA

e, +H, B, 'et1:|

Hyy By —Hp By
2

In gleicher Weise folgt: F,, = A[ €, +H,, By ~é,2} :

—

Nunist e, =—e, =—€,,, &) =—€, =—¢p,
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Enlanl'énlz_Bnl'én2:En2=Bn2'én2’Fltl:Htl'éﬂ:_Htl'éﬂ:HtZ:HtZ'étZ’
daher -B,, =B,,, —H, = H,,. Weiter ist El =1y -1:11, Ez =l -ﬁz, daher:
Fm:le+Fm2
- H.,-B.-H, B, _ - H,-B,-H,-B, . -
FmZA'|: l "12 i tl'enl+Hnl'Btl'etl:|+A'|: a2 "22 2 tz'en2+Hn2'Bt2'et2}
~ (B,;-B,/my)-Hy-Hy- 14y . B -
szA{ nl " “nl 12 t1 t1 l'enl+/jl':ul'Htl'etl +
1
(B,y By ) —H,;y-Hpy - pty . B -
+A'|: n2 " Pn2 22 t2 12 2'en2+;2'ﬂ2'Ht2'et2
h
= I (Byy/m)—Hp - py - L By w)-Hp »
F,=4-- ) €~ By Hp-ep+ ) €+ B, -Hpy ey

(1 1) B H5 | -y 15 H? H |
Fy =4 (———j'ﬂ"f(ﬂl—ﬂz)'—tz e =4 ATl 5 2t (1 — )= |6
H | M1 2 2

Mit e,, =€,,_,, folgt die Formel:

. H— H _,Uz 2 2 |5 H— H _,Uz 2 2_ ~
F =4———H,+H,|e,=4-———=|—=-H,+H, |-€,,,.
m 7 _,Ul n2 t2j| n2 7 _,Ul n2 t2_ nl—2
Da in Aufgabenteil 2) die Flusskomponenten B, und By gegeben sind, ergibt sich:
F ooyt &B_V%ZJFB_IZZ 8, =AM { B +Bt22 B,
m nl— nl—
2 R ,uz2 ,uzz 2 Hy - My ﬂzz_
P =A./Jl_/u2. Bsz+Bz22]él ,
m nl—
2wy | M
2)
_ - B - ST
F /A= 1= /1) JB: 12 8 =ﬂ.107.[12 +0_5]en1_>2’
2ttty (thr ! 1) (1t 1) 2471000 1000
F,/A=-3.976-10° N/m®-¢, ,.
Die Kraft F,, wirkt von Material 2 auf Material 1 normal zur Grenzfliache.
3)
B,=(1,05T, B, =+1*>+05% =1.118T, B,, =B,,, H,=H,, > B, ="1.B,,
Hy
B, =(1,0.5/1000) T = (1,0.0005) T, B, =+/1% +0.0005* =1.000 T,
B
tang =21 = ! =2000— o, =1.570rad =89.97°,
B, 0.0005

o]

tana, = —22 =i=2—>oc2 =1.107 rad = 63.4°.
B, 05

Der Vektor B wird beim Ubergang von 1 nach 2 vom Lot gebrochen, da Medium 2 die
hohere Permeabilitit hat.
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2
Foae_ 1mUnlm) N p oo CB) |, 1-1000 -107,[”0.25]5”%
2 phy -ty - (ty | ) (1 11y) 2-47-1000 1000

F,/A=-3.976-10° N/m*-¢ Die Kraft F,, wirkt von Material 2 auf Material 1 normal

nl—2 -

zur Grenzflache und ist unabhéngig vom Vorzeichen der Feldvektoren B bzw. H.
5)

- 1—(u, / BY |- ,
E, /A= iy 114) A Bl 2 8,10 ~ (1= (tya | p11)) €150
2-py -ty (o /) (12! 1)

Fiir den Fall, dass s,, < u,, ist, zeigt die Kraft unabhiingig von der Feldrichtung von B bzw.

H von Material 1 auf Material 2 normal zur Grenzfliche, also vom Bereich mit hohem M,
zum Bereich mit niedrigem 4, . Fiir den Fall, dass u,., > u,, ist, zeigt die Kraft unabhéngig

von der Feldrichtung von B bzw. H von Material 2 auf Material 1 normal zur Grenzfliche,
also vom Bereich mit hohem x, zum Bereich mit niedrigem g, .

6)

— . 5 2
F, /A4 _-3976:10 N/Zm _1916.10°
F,/A  -2075N/m

Die Kraft an der magnetisierbaren Grenzfliche ist um 5 Grofenordnungen grofer als die
Kraft an der dielektrischen Grenzfldche!

Aufgabe E13: Plattenkondensator mit zwei Dielektrika in Serie

Ein Plattenkondensator (Plattenabstand d, Plattenfliche 4) ist geméf Bild E13.1 im Bereich
0<x <X mit einem Dielektrikum mit der rel. Permeabilitit &, >1 ausgefiillt; der Bereich 2

X <x<d ist mit reiner Luft (&, =1) gefiillt!

“XI g >1 le, 1 lx

- !

Bild E13.1: Plattenkondensator mit teilweise gefiilltem Dielektrikum ¢, > 1

1) Bestimmen Sie — mit Vernachldssigung der Feldrandeffekte an den Plattenrindern — die
Funktion der e. Feldstirke £, (x), 0<x<d, in Abhingigkeit der angelegten Klemmen-

Gleichspannung U allgemein! Skizzieren Sie den Verlauf E (x) qualitativ!

2) In reiner Luft im Homogenfeld E betrdgt die Durchbruch-Feldstirke Ep bei Schlagweite
A=1cm: Ep=30kV/cm, bei 4=1 mm: Ep =40 kV/cm. Dazwischen kann nidherungsweise
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linear interpoliert werden. Geben Sie die el. Feldstirke im Bereich (1) und (2) als Ey;, Ex; in
Abhangigkeit des Fiillgrads X/d, 0< X /d <1, allgemein an, auch mit einer Skizze Ey;(X/d),
Ew(X/d)! Findet bei U = 10 kV, d = 1.2 cm, ¢, =6, bei bestimmten Werten X/d fiir

2mm < X <11 mm ein Uberschlag statt?
3) Berechnen Sie die im Bereich (1) und (2) gespeicherte el. Energie W, und W, in
Abhingigkeit von X/d! Skizze! Bei welchem X/d ist W, =W, + W,, maximal. Geben Sie den

Wert fiir 4 =16 cm” an!

4) Unter welcher mechanischen Spannung p. steht das Dielektrikum (1) als Funktion des
Fiillgrads X/d allgemein? Ist es eine Zug- oder Druckspannung? Berechnen Sie p.(X/d) mit
der aus der Maxwell’schen Spannung berechneten Zugspannungsformel von Beispiel E11!
Skizzieren Sie den Verlauf p.(X/d) und bestimmen Sie p. fiir X/d = 0.5!

5) Bestimmen Sie die Formel von 4) fiir p. aus der virtuellen Verschiebung X der
Grenzfliche zwischen (1) und (2) iiber die daher auftretende Anderung der gespeicherten el.
Energie W!

6) Berechnen Sie den Kapazitits- und Ladungsverlauf C(X/d), Q(X/d) allgemein und
skizzieren Sie ihn!

Aufgabe E13 (Losung): Plattenkondensator mit zwei Dielektrika in Serie

)
Homogenes E-Feld angenommen: IE ds=U=Ey - X+Ey, (d=X), Dy, =€,6,Ey,
d

Dy, =&yEx,

Beliebige, geschlossene Hiillflache O iiber (+)-Elektrode und Ladung Q:
§D-dd=Q=[D-dd=Dy-4— Dy, =Dy,

0 4

U
& Evi=¢Ey, > U=E, X+ Ey(d-X)=>FE, =————,
0cr~Xl1 0~X2 X1 r Xl( ) X1 X+8r(d—X)
e U
Evy,=—""——,Ey,=¢.Ey, (BildE13.2).
X2 X+e (d—X) X2 xi ( )
E (X)
E,=&,E, Gt
E\l
T T T T X
X d

Bild E13.2: Feldstirkeverlaufs des Plattenkondensators
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2)
U/d U/d U/d
Ey = / = / = / (Bild E13.3),
Mo a-®y Lae)re 1, X
d r d d r r 8,, 1—(1—;);
Ey=U/d, Ey,=¢,Ey. £ >1: EE"Xlz ! ,EEX2= 11 ¥
0 gr(l_(l_l).X] 0 1-(1-—)- =
e, d e, d
Eq Eo
6

h

z |
! i
0 : : : i X
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 d
Bild E13.3: Feldstérkeverlauf tiber Fiillgrad
EO:Q:IOW:8.33k—V,@(d—X:1mm)= ! _ | =4.235,
d 12cm cm  E, 1_(1_1)'2 0.2361
6" 12

Ey, =35.3k—V, Ey, <E, fiir 2< X <10mm — kein Uberschlag (Bild E13.4)!
cm

Bild E13.4: Feldstérke und Durchschlagfeldstirke Ep im Bereich 2
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3)
m:jwedV:j%dV,
4 4

Ev D A-X A-X U, 1 1
We =V Xlz A= 2 'EXl'gogrEXlngng'(g)' 5 >
&
' (1—(1—1))(}
g d
A X 21 X
LB Ay XA ed gy UL Xd
g, 2d 1 X d 2 &, 1 X
I-(1- )2~ 1-(1-—)=
g d g d
ExsDy, Ald-X &’e U 1
WeZZVz X22 = (2 )'g”EXl'gOgrEXlz - OA(d—X)(g)z 2’
grz(l—(l—l)XJ
g d
2 1 X 2 1 X
i i 2
18 _goAU d CoU d W:COU
2 a4 2 27 2 20707
I, ¢ 1 X
1-(1- )~ 1-(1- )™
g d g d
Beispiel; - =0.5: el 0> -=025, Ve _ 0> - =1.47.

1
Wy 6 1
(1—(1—6).0.5J

W, +W
Bei 2 =1 ist W, maximal: 2.2 _ ¢ (Bild E13.5),
d W,

_g,A_8.854-107%.16-107

Wo (1—(1—2)0.5)

Cy A =118.053-10"% =1.18-107"* = 1.18 pF ,
d 1210
2 -12
w, =C0U7=%(10-103)2 =0.59-10* J=59J,

W, :We%:l):g,Wo =6-59=354.15p],

Wel FVeZ

6

T T T E {
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 d

Bild E13.5: El. gespeicherte Energie im Bereich 1 und 2 in Abhéngigkeit des Fiillgrads
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4)

e yp=€,E,=0,E,=Ey,), & =£¢&), & =&,

ﬁe =P, A :Agl ;82 |:Et22 +8_2En22]51—>2s
&1

U -
CE e =20 (2. &r e
Pe > X2 ST, (d)

26
&, & 1. X
1-1-—)—
>0
Es tritt eine Zugkraft auf den Bereich (1) auf! Formel gilt nur fiir X/d > 0, denn es muss ein
Bereich (1) vorhanden sein (¢, >1)!

- _(e.-Dg & &

X X gy U 1 X o€ U, 1 15

50,5 <«< )20 (D) 1-—), p(=D)=Lr e —1)(2)?, 1-—=1-—=2,
pe(d 7 ) 2(d)( Er) p(d ) 2(8 )(d) c 6" 6
&,(¢,—1)=5(6-1)=30 (Bild E13.6).

1
_ 1-=
X 8.854-107"* 10* |, 6 N
2 _05: p, = =7.53—.
d P 2 (1.2-10—2) 1 2 m?
1-q —g).o.s

Bild E13.6: Zugspannung auf Bereich 1

5)
*
Virtuelle Verschiebung: X — X +0X , F, = w. =— ow. W, =W, +W,,,
oX oX

e A . 2 2
o ftd o _gd oy O CUT BiiE3 ),

X d-X 2C 2
TU Darmstadt
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T T T IAQ
Bild E13.7: Energie W, und Ko-Energie W, *
Serienschaltung von C; und Cy:
& &-A &-4
C= 1 _ GG X d-X __ &-°&-4 .
i_,_i C+C, 50'5V'A+50'A g (d-X)+X
Zur Kraftberechnung ist W: zu verwenden, da U vorgegeben ist und nicht Q!
ol U [ et 0P eeoD
ox 2 (6:(d = X) + X) 2 (s,@d-X)+X)
2 l_i 2 l_i
eU &, eU &,
= A s= 4 =
2d X, 1X 2d 1. X
1-—>)+—— I-1-—)—
d ¢&.d g d
R
E_afUY e
Py "2 \a Y
1-(1—-—)—
-
6)
X X :
Q(g)zC(g)U,da U=konst. = QO ~ C (Bild E13.8)!
A
C%:O):%zcozl.lspl?,Q=104-1.18-10—12:1.18-10—80:11.8110,
A
C(§:1)= ‘9°d‘9’ —&.Cy=6-1.18pF = 7.08 pF, 0 =10*-7.08-1072 =70.8 nC
X:O.S:C:Z.OZpC.

d
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Bild E13.8: Verlauf von C und Q (fiir U = konst. = 10 kV) in Abhéngigkeit des Fiillgrads

Aufgabe E14: Plattenkondensator mit zwei parallelen Dielektrika

Ein teils mit einem Dielektrikum (Bereich 1,&, = 6) gefiillter Kondensator (Abmessungen
d=12mm, [ =h=40cm.) (Bild E14.1) liegt an konstanter Gleichspannung U =10kV .

1) Wegen [,h >>d bestimmen Sie das sich ndherungsweise einstellende elektrische Feld im
Bereich (1) und (2) in x- und y-Richtung allgemein und mit Zahlenwerten! Wird die
Durchschlagfeldstirke in Luft 30 kV/cm (giiltig fiir ca. d = 12 mm) iiberschritten?

2) Berechnen Sie mit der Formel aus Aufg. E11 die auf die Trennfliche zwischen (1) und (2)
wirkende mechanische Spannung p,! Ist es Zug oder Druck beziiglich (1)? Hangt p, vom
Fiillgrad X /1 ab? Wie groB3 sind p. und F.?

3) Berechnen Sie p, allgemein mit Hilfe der virtuellen Verschiebung 6X der Trennfliche

zwischen (1) und (2) aus der Anderung der el. Energie W, und aus We* .

4) Geben Sie den Verlauf p, (?j , C(Kj , Q[?j an!

/
< . Z B
‘h/' - = d=12¢n [=40¢cnH
e, e o
O ) = i h=40cm U=10kV
al | IE 7 IE,: le, C
— hi>>d
S;go SG v

rFy
A J
—

Bild E14.1: Kondensatoranordnung

Aufgabe E14 (Losung): Plattenkondensator mit zwei parallelen Dielektrika
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1)
U:Eyl.d:EyZ.dﬁ E

2)

n=Eyp=E =U/d=83kV/cm<30kV/ecm, E,; =0, E,, =0.

51
- U
=€, Et2:Ey2 = Ex2 _EnZ =0, E

7 1=0,¢6=¢2¢8,¢6,>1,86=¢g.

2
D, = %E e, = %)(%J (&, —1): Zugspannung auf (1) nach rechts! p, ist konstant

10*
1.2-1072

12
und  unabhingig von  X: p _8.854-10 (

¢ 2
F,=p,-d-h=1537-0.012-0.4=0.074 N..

2
] (6-1)=15.37 N/m?,

3)
_ 2
Clzé:,goXh’ szgo(l X)h, C=C1+C2=M[SVX+Z—X], We:Q(X),
d d d 2C(X)
2 * 2 2 2
o COUE W 0 CUP_Ulawh oy gy = ©
2 X X 2 2 d 2C(X)
W, _ Q% 8 disgh) _Q* (&, —1)-dNgeh) _U? goh(g )
oX ¢ 2 0XeX-X+1 2 (g X-X+1)> 2 4 " 7
F, F,  U?s, O(Uj . .
=f=—°¢ —— (¢ -1)=—— ¢. —1). Identische Ergebnisse!
Pe=—r=70=> PEAE ) > |7 (e, -1 g
4)
p, 2 C
N/m* pC nF
18 8 08 ;e .
16 7 0.7 b R e E
14 6 06 sl Sttt n feidin ok So s D Sy S i ok e e o B i o S bl o B Sl ok Sl o e e gl S e Dl e s |
iz | e e e L
10 C.0
T A i L
8
B B e e O — L
4 2 02 B L R il U, RSN ARV ./ RSP UNE R SIS | 15 OSSOSOV -
SO AE . Y S CRCUUENIVIN IRV US| SOV T -—————— L
0 0 0 | ; . . X
0 0.2 0.4 0.6 0.8 I ¢

Bild E14.2: C, p., O in Abhangigkeit des Fiillgrads X// bei U = konst. = 10 kV
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go-h-1 8854-107%.40-107-40-107°
d 12-1072

CX=D)=¢,- C(X=0)=0.708 nF,

0=C-U, O(X=0)=118-107""-10* =118-10° =1.18 uC, O(X =1)=7.08 uC.

C(X=0)= =118-107"° =0.118nF,

Aufgabe E15: Kraft auf Plattenkondensator

Ein Plattenkondensator (Plattenfliche 4) mit gasformigem Dielektrikum (¢, =1) wird mit
konstanter Gleichspannung U betrieben. Der Plattenabstand x wird nun halbiert: x, = x, /2.

1) Wie dndern sich die Ladungsmengen O, -0 auf den beiden Platten? Und warum?
2) Skizzieren Sie im Q(U)-Diagramm fiir x; und x, die Flachen, die die gespeicherte Energie

W, und die Koenergie W, angeben! Wie veréndern sich W, und W, ?

3) Bestimmen Sie die Coulomb-Kraft F, zwischen den geladenen Platten aus der Anderung
der Koenergie und der Energie bei Anderung des Plattenabstandes allgemein? Wie wirkt die

Kraft F.? Skizzieren Sie die Ladung der positiv geladenen Platte und |Fe| in Abhéngigkeit

von x bei U = konst.! Kommentieren Sie das Vorzeichen bei F. (x)!
4) Die beiden Platten werden nun von der Spannungsquelle getrennt, so dass die Ladung je
Platte konstant bleibt: O = konst.! Skizzieren Sie wie in 2) im Q(U)-Diagramm die Flachen

W,, W, bei Anderung des Plattenabstands von x; auf x, =2x,! Wie verindern sich 7,
w9

5) Begriinden Sie mit dem E -Feld bzw. D -Feld zwischen den Platten das Ergebnis von 4)!

6) Bestimmen Sie wie bei 3) die Kraft F..! Skizzieren Sie Q(x), Fe|(x) und U(x)! Begriinden
Sie das Ergebnis fiir F.!

Aufgabe E15 (Losung): Kraft auf Plattenkondensator

1)

Q=C-U:Zustand 1: x=x,, C; :505r£, 0 =C U,
X

X2
Die Ladung je Platte verdoppelt sich! Es flieBt el. Ladung aus der Spannungsquelle durch
weitere Ladungstrennung auf die Platten nach!

2)
2 2 2 2 2 2
« CU 2
WeZQ—Zf(Q)aWe: = f(U), VKIZQ_ISVIQZZQ_Z:@:Q_IZNVQD
2C 2 2C, 2C, 22C, G
2 2 2
Wy = G Wy = . 2U = 2C12U =2W,,, W, und W, verdoppeln sich bei halbem

Plattenabstand (Bild E15.1).
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0
A
0,
0
A WeZ
, A
Ql (.l =808rx_l * |
Wel We2
Wel
0 | | > [/ > [/
a) 0 U =konst. b) U =konst.

Bild E15.1: Q(U)-Diagramm fiir a) x; und b) x, = x;/2 mit der gespeicherte Energie und Koenergie

3)
U? . * 2 772
We*zsze(x,U),Fe:M:i-ﬁ-U—z—m (2] ,
2 dx dx x 2 2x
e =2 om=cwu=Lu-L -1,
X X X X X
2 2 2
We(x,Q): 0 ,Fe:_%:_ig_i:_Q_izmit 0=C-U folgt:
2C(x) dx dc 2 ed 2 &
2 2
Fe:_(c(x) Uy 1 _ o ‘j (Bild E15.2).
2 &A X
0 |F]
N

|F|(U = konst.) ~ %

O(U =konst.) ~ !

-~ X
S o /
-y

Sy

0 — X

0

Bild E15.2: Ladung der positiv geladenen Platte Q und |F e| in Abhéngigkeit von x bei U = konst.

Bei VergroBerung von x tritt gegen diese VergroBerung die anziehende Kraft F,, auf, die daher
in positiver x-Richtung gezéhlt ein negatives Vorzeichen hat!

Hinweis zu F,: Bei der Verwendung von W, sind x und U die unabhingigen Variablen, bei

Verwendung von W, sind es x und Q. Beim partiellen Differenzieren nach x bleibt die zweite
Variable daher jeweils konstant!
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_SAUZ.G

€x

Kol Aemrlide=-5

o
Tl

>
b dx

Bild E15.3: Richtung der Kraft auf die Platten

4)

y 4 2 2 H?
Clzg—’czzg—zg’ We1:Q_:>We2:Q_: g =20,
X, X, 2 2€, 26, 2C,

2 2 >
Wejz%: We’;:%:%.@?) —C, U =2W,.

W, und We* verdoppeln sich bei Verdopplung des Plattenabstands (Bild E15.4)!

Q
A
G G =62
0 = konst.
Wel
el
i Zadl >0
a) 0 U, U,
Q
A
QO = konst.
WeQ
WeZ

0 > U

Bild E15.4: Q(U)-Diagramm fiir a) x; und b) x, = x1/2 mit der gespeicherte Energie und Koenergie

5)
Homogenfeld zwischen den Platten angenommen < C (x) = ﬁ:
X
U eU . .
—>E=—,D=—,D-A=Q =konst.= D =konst.— E =konst. £ und D sind unabhingig
X X

vom Plattenabstand x, solange Homogenfeld angenommen werden kann (= keine
nennenswerten Randeffekte).
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0

. .. D-E )
=>U=F-x= Zr A_ -x~x, Energiedichte w,= T =konst.—> Energie W, als
£ £

D-E

~X .

We=Iwe-deA-Iwe-dsz-we-Idx:A-we-
v x x

(V = A4-x: Volumen zwischen den Platten).
Die el. Spannung zwischen den Platten und Energie und Koenergie nehmen linear mit x zu!

6)
* 2 2 2 2 2
p o) _dC&)UP_dedU” 1AV 1 aAQ”  Q° |
dx dx 2 de x 2 X2 2 x*2C*x)  2e4
2 2 2
Fve:_dVVe(xaQ)):_i Q :_iQ_i:_Q_:konst.
dx dx2C(x) dx 2 ed  2ed

Da stets Homogenfeld auch bei Anderung von x angenommen wird, O aber konstant ist,
bleiben £ und D konstant und somit auch die Kraft F, ~Q-E. Dies zeigt auch die

MAXWELL-Zugkraftdichte pe (Bild E15.5)!

2 2
F’e:_pe.A:_Q.A:_D_.A:_Q_:konst‘
2 2¢ 2&4
0 |F| U
A
Q = konst., |F,| = konst.
e e .
7% N , ;
0 f —> X
O xl Xz

Bild E15.5: Verlauf von Q(x),

F, |(x) und U(x)

Aufgabe E16: Berechnung der Coulomb-Kraft auf Plattenkondensator

Ein Plattenkondensator (Plattenabstand /, Plattenfliche A) weist zwischen den beiden Platten
die el. Potentialdifferenz U auf.
1) Wie groB} sind bei angenommenem homogenem elektrischem Feld £ zwischen den Platten

die elektrische Energiedichte w,, die el. Energie W, und die Koenergie W:? Von welchen
Variablen hdngen sie ab, wenn sowohl U als auch / verdndert werden kénnen?

2) Geben Sie aus a) W, bzw. b) W: allgemein die Coulomb-Kraft F, zwischen den Platten an!
3) Zeigen Sie, dass bei Nichtbeachtung der korrekten Wahl der Variablen fiir /7, und W: die
Kraftberechnung gemal3 2) falsch ist!

4) Wie lauten die entsprechenden Beziehungen fiir wpn, Wi, W,: und F,, bel zwel

Eisenpolschuhen (Polfldche 4, Abstand /, Permittivitdt x zwischen den Polfldchen) mit den
korrekten Variablenangaben, wenn das Magnetfeld H zwischen den Polen von einer Spule mit
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der Windungszahl N und dem Spulenstrom / erzeugt wird? Der Eisenkreis selbst habe die
ideale Permeabilitit 1 — oo!

Aufgabe E16 (Losung): Berechnung der Coulomb-Kraft auf Plattenkondensator

1)
2
E=U/l=k0nst.,we=M=g £ )
2 2
/ 2 2
W,=[w, dv=a-[w, di=45 B _ED(ED) ea U c=c2. baw.
) ) 2 2 I 2 !

2 2
We:Al-D = ! -Q—mitD-AzQ.
& 2 c-A 2

Variablen sind entweder /, U fiir We* oder /, Q fiir 0!

. 0? : U? )
Mit Q=C-U folgt: W, = =W ), w, =C{l)—=W,U,l).
IQ Og e ZC(I) e(Q’ )’ e () 2 e( ’)

2

a; F. aus W.: Variablen sind /, O:

o Q) 0 d 1 _ 0 1 d_ 0" 1
¢ dl 2 dic(l) 2 edd 2 ed

b) F. aus W: : Variablen sind /, U:

* 2 2 2
Fe:We_wzv_.ic(,)zv_.m.i(zj:_v_ﬁmitQ:C.Ufolgt
dl 2 dl 2 di\1l 2 2
2 2 2
F, :—Q—-ﬂ-L: oL (identisch mit a).
207 17 e 2 &

Die Kraft ist gegen die positive /-Richtung (Abstandsvergroferung) gerichtet; sie wirkt
anziehend zwischen den Platten!

3)
a) F, aus W, aber es wird fdlschlich nicht Q als unabhingige Variable betrachtet, sondern als
abhéngige Grofle: O = C(l ) -U, so dass U als unabhéngige Variable eingefiihrt wird.

2 2
F, :_M:_i ;.Cz([).(]z = U ded _U” &
dl di\ 2c¢(1)
Gegeniiber 2a) tritt ein positives Vorzeichen bei sonst gleichem Zahlenwert auf. Die Kraft
wird félschlich als plattenabstof8end berechnet!

b) Fe. aus W:, aber es wird neben / filschlich statt U die Grofe O als unabhingige Variable

* 2 2 2
gowihit: 7, = 97e (l,Q):iC(l).U_:iﬂ. Q- d0 1 _Q d_ Q0
dl dl 2 dl 2 C*) dl 2 C() 2ed dl 2ed

Gegeniiber 2b) triit zwar derselbe Zahlenwert auf, aber das falsche Vorzeichen auf!

4)
Durchflutungssatz: §I:I -ds=N-1=H-I, da im Eisen wegen u — o die magnetische
Feldstarke A Null ist.
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) I )
wm:B'H:ﬂ'H ,Wm:jwm-deA-wm-J.dl:A wm-l:Al’UH ,
2 2 v 0 2

A-l-u-N*-1? 5 A I? 2 4
W, = =u- N> S =L mitr =y N2
m 2.12 MU D mit L=u-N ;

ALB e v
24 24 u 24 N*.u 2L

Mit B-A=® und N-@ =¥ folgt w =

L2 2
Variablen sind /, I fiir W, : W, :M bzw. [, ¥ fir w _ .
2L(7)
aw, 1> dL(l) I*> u-N*-4 aw, wid o
F,=—"=——Y=——— D — = bzw. F=—— = —
"oodl 2 dl 2 I? dl 2 dl yu-N*- 4
w2 N> y? H*>- 4> N*-I* 1

F,=- =— = -—-u-A. Die Kraft ist negativ in
" 2 u-N%*-4 2-u-N?>-4 > 2

Richtung /, als anziehend zwischen den Polschuhen.
Achtung: Wenn bei Wy, falschlich /, I bzw. bei W,: falschlich /, ¥ als unabhingige Variable

gewahlt werden, so wird fiir F,, zwar derselbe Zahlenwert erhalten, aber das falsche (positive)
Vorzeichen, was PolabstoBung bedeuten wiirde.

Aufgabe E17: Kraft auf Plattenkondensator mit nichtlinearem Dielektrikum

Bei einem Plattenkondensator (Plattenabstand /, Plattenfliche 4) mit parallelen Platten kann

wegen [ << JA4 ein homogenes E-Feld zwischen den Platten bei Anliegen einer el.
Potentialdifferenz U zwischen den Platten angenommen werden. Randeffekte werden somit
vernachléssigt! Das Dielektrikum zwischen den beiden Platten verhélt sich nichtlinear. D(E)

zeigt ein Sattigungsverhalten gemdl D/ D, =, E/E, (Bild E17.1).

D/ D,

A

1 —

04 > [/ E,
0 1

Bild E17.1: Sittigungsverhalten geméB D/ D, = /E/E,
1) Berechnen und skizzieren Sie die Q(U)-Kennlinie dieser Kondensatoranordnung! Bei

Abstand / =/ ist die el. Spannung U =U! Geben Sie bei der Skizze Q(U) die Fille /> [,,

[=1,und / </, an!
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2) Berechnen und skizzieren Sie C(U) wieder fiir die drei Félle von 1)!

3) Berechnen und skizzieren Sie We(Q,7) und W, (U,!) fiir die drei Fille von 1)! Begriinden
Sie die Kurvenverldufe!

4) Skizzieren Sie W, und W: im Q(U)-Diagramm und zeigen Sie, dass W, + We* =0-U gilt!

5) Berechnen Sie die Coulomb-Kraft F, zwischen den geladenen Platten a) aus W, b) aus W:
und zeigen Sie die Identitét der Ergebnisse!

6) Skizzieren Sie |Fe|(Q/ Q,) und |Fe|(U /U,) und diskutieren Sie die Ergebnisse! Beachten

Sie die drei Falle [ >/, [ =1, und / </, !

Aufoabe E17 (Losung): Kraft auf Plattenkondensator mit nichtlinearem Dielektrikum

1)
J-ﬁ -dA = QO : Geschlossene Flache O um eine Platte. AuBlerhalb des Plattenzwischenraums ist
0

D~=0! jﬁ-d;l =D-A=Q, E ist homogen: E = konst. = D =konst.und ebenfalls

[ [ [
homogen! [E-ds =U = [E-ds=E-[ds =E-1.Bei E=E, =U,/l,.
0 0

O=D-A=Dy-\JE/Ey-A=D,-U/1)/{Uy/1y)-A: O=D, - A- 5 l;
0
Mit O, = D, - 4 gilt: Q. /i-\/g (Bild E17.2).
Oy Uy VI
o
O
A i<l
e [ > [
U
0 4 > —
0 1 Yo

Bild E17.2: Q(U) die Félle [ > [, [ =1, und [ <

c(U) % \/7\/? \/ﬂ\/ﬁ N F((BlldEl73)
O 0
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c(U)
A
C 1<l
0 AN 0
}\
O v '>_
0 1 2 37 Yo

9 ¢ 1 (oY I 1 0 U0, 1 (0Y
):.[U(Q).dQ:J'UO._.(_J .dQ:UO._.Q_._:M._.(_J ’
0

3

U2 Q0 I, (U )2
:0) IQ v IQO ( U'7'3/2 R
0 0

W.: Bei VergroBerung des Volumens zwischen den Platten A4-/ (l >1,) bei konstanter

Ladung Q= 0Q,, also gleichem D-Feld und damit gleicher Energiedichte w, =

, steigt
die el. Energie gemidll W, =w, -dV ~ [ (Bild E17.4)!

W, : Bei gleicher Spannung U = U, und groBerem [ > [, sinkt das E-Feld E =U, /[ ; daher
D-E

~E*~1/1? , S0 dass trotz grolerem Volumen W, und W: sinken!

3
2
Mlt— / \/7 (Uj -\/E(BildEITS):
QO UO UO l
3
3 hd
ot =VoQ 1 (O uzﬁ Uy
3 lO QO 3 l Uo
3 3 3 3
Y Qo |1 LU (I flo (U] UoQ | Jlo (U125
3 10 UO l l U() 3 l UO

~Uy- 0y [QQ ﬂ U-0
0 0

sinken D und w, =
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//

20,U¢
3
[ <y

0, /

=1

> S

3 /
0
0 > Q_
0 1 0
a)
Wy I<ly I=ly 1>,
20,0, 4 /4
3 7
[N /
3
0 = =
b) 0 1 Yo

Bild E17.4: a) W.(Q,7) und b) W, (U,1)die Falle [ > 1, [ =1, und [ <1

Bild E17.5: W, und W, im O(U)-Diagramm

5)
3 3
VE, __8We(QJ)__£[Uo 1% .L.[Q] J___UO'QO .l.(gJ (Bild E17.6),
ol ol 3 I, \Q, 31, | g,
3 3
by = WU _ 0] 0V &.(gjz Q_Uz(ijﬂ(gj
al ol 3 1 U, 3 2) 3 |U,
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3 3
o QU (L) (U
¢ 31, l Uy )

Negative Kraft F, =anziehende Plattenkraft!

6)
|F,| <l
Z = ZO
Oy A /
3
0 > £
a) 0 1 it
|Ff:| fiir alle /
Oy A
31,
Y
0 = Q_o

b) 0 1

Bild E17.6: a) |F,|(0/Q,) und b) |F, (U /U, )die Fille [ > [y, [ =1, und [ <1

Bei Vorgabe von Q an den Platten ist wegen des angenommen Homogenfelds wegen D ~ Q
die Kraft F. unabhingig vom Plattenabstand, was nur solange ndherungsweise gilt, wie

l<<\/z.

Bei Vorgabe von U ist die Ladung Q je Platte abhidngig von Q=C (l )-U ,damit />], die
Kapazitit C < C, sinkt, wird auch die Kraft F kleiner.

Aufgabe E18: Eisenpléttchen im Magnetfeld zwischen zwei Polschuhen

Zwischen zwei planparallelen ideal magnetisierbaren Polschuhen (Polfliche 4, Abstand
20 +d) eines C-Magneten erregt eine Spule (Windungszahl N, Spulenstrom /) ein
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Magnetfeld H! In den Luftspalt wird ein ideal magnetisierbares Eisenpldttchen (Dicke d)
geschoben, dessen beide Flachen parallel zu den Polschuhfldchen liegen (Bild E18.1).

1) Wie grof3 ist das Magnetfeld Hg. im Inneren des Eisenpldttchens und der Polschuhe?
Nehmen Sie ein Homogenfeld in den beiden Luftspalten an! Bestimmen Sie H im Luftspalt
(1) 0 —x und im Luftspalt (2) 6 + x!

2) Wie groB3 ist die resultierende Kraft F;, auf das Eisenpldttchen bei einer bestimmten

Verschiebung |x| < ¢ aus der Mittenlage bei angenommenem Homogenfeld im Luftspalt?

3) Beriicksichtigen Sie nun gemill Bild E18.2 das magnetische Randfeld in einem dafiir
vereinfachten Feldmodell nach Korndorfer! Wie groB3 sind nun H 5 und H () in den beiden

Luftspalten in der Polachse in Abhéngigkeit von der Plattenverschiebung x? Fertigen Sie eine
qualitative Skizze H 5(1)(x), H 5(2)(x) an!
4) Berechnen Sie aus der Koenergie W,: die Kraft F, auf das Pléttchen in Abhédngigkeit von

x! Wie grof3 ist sie bei x =0 und bei x + 6 ? Skizzieren Sie Fin(x)!
5) Erldutern Sie das Verhalten des Plittchens im Magnetfeld!

NI J Y
©/ i

: E N o

0+ x
H x
; N\ h 04—2+——> H(¥)
®§—x xé 7 @ T Polachse
* E Halbkreis A A2

Bild E18.1: Anordnung des magnetisierbares Bild E18.2: Magnetisches Randfeld in einem vereinfachten
Eisenplattchen in Bezug auf die Polschuhe Feldmodell nach Korndérfer

Aufgabe E18 (Losung): Eisenpléttchen im Magnetfeld zwischen zwei Polschuhen

1)

Magnetfluss @ je Pol: @ = IE .dA=B-A= HoH - A im Luftspalt.

Flusskonstanz: Im Luftspalt (1): o—-x und (2): J+x herrscht derselbe Fluss
By B, )

—)B(l)-AZB(z)-AZCD—)H(l) :L:H(z) :L:—_
Ho Ho M4

B
Im Eisen: g, = 0: By, = Bjy =By =@/ A— Hp, =—"¢=0.
Hpe
Im Eisenplittchen und in den Polschuhen ist die magnetische Feld H,, =0.

7 N-1
Hy=H,=H; >¢H -ds=N-I1=Hp}-(0—-x)+H, - (0+x)=H;-20,H; =—— in
(1) (2) g i; (1) ( ) () ( )=H; 5= 08
(1)und (2)
2)
25 2 28 un - H2 2 72 2 4 2
Wm:IWdeIAIﬂO Hé‘-dS:A 20 Ho H52A5ﬂON 21 :N 4 ’UOI_
i 0 2 2 46 20 2
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2 2 *

* -A- aw
Wm:L-I—:Wm mitL:M, F, =—"™ =0, da L unabhidngig von x!

2 20 dx

Die Kraft F, ist Null, was gegen die Erfahrung spricht, dass ein magnetisiertes Eisenpldttchen
dazu neigt, an einer der Polschuhoberfldachen zu , kleben®.

3)
Flusskonstanz:
hi2+A/2
®=[B-dd=1- - IH(y)dyzl-,uO-{Z-A-ﬂ+h-H5}:,uo-l-(h+éj-H5
A —h/2-4/2 2 2 2
(1) 4=06—-xund (2): A=0+x:
P
D D 2
H sy = s Hso) = =Hs0)——— (a)
ﬂyl(h+5_xj yml(h+5+xj h+5+x
Hﬁ(l)-(5—x)+H§(2)-(5+x)=N-I (b)
h+5;)€
(@)+(b): H )+ (6 —x)+ Hyq -W.((SH): N-I
h+——
2
oo N-1 _ N-1-(2h+65+x)
i (Gax) 0% (G=2) Q54 x)+(5+2)-Che5—)’
2h+0+x
N-1-(2h+5+x) _ N-1-(2h+6+x)

Hoo = - ,
) S S —2h x+8% —x2 42h-0+2h-x+0% —x°  4h-5+25% —2x°

_NLRhe5x) g ycs
A5+ 257 —2x

Sonderfall x =0: H ) = Hy(p)

H 55
_N-1-(2h+6) _N-1

26-(2h+6) 26
_ N-I-(21+26) _N-[-(2h+25):N-1'(1 1}

2

hs

4h-5+25% =267 4h-5 2
N-1-(2h) _N-I
4h-5 28
Wy g CV L hes-x)(). Ly,

A ah-5+26° 2x (405 +25% —2x?)
454267 =227 )+ (2 + 5 - x)-4x =0,

—4h-5 =257 +2x> +8h-x+46 - x—4x> =0,

~2x% +4x-(2h+5)-28-(5+2h)=0, x* —2x-(2h+5)+5-(6+2h)=0,

x5 = 2h+ 8+ (2h+ 8 —5-(5+2h) =20+ 5+ 5 -2h+0)+ 2h-(2h+5)-5-(5+2h),

Xio =2h+8\2h-(5+2h).

Fiir 5 << h und mit /2A- 5+2h):2h-,/1+i;2h- 1+2 ] =on4 8 folgt
2h 4h 2

|x| =0: H5(1)

H ) = (Bild E18.3).
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I
SY)
|

x1’252h+5—2h—§ g

A
N1
20
5 g ’ 0 9 5 >
2 2

Bild E18.3: Verlauf von Hg(l)(x) und Ha‘(z)(x)

¥(x) N-o(x) N

I(x)= 2 :_.ﬂo.,.(hﬁ

-X N
.H = — .l. h+
i i i 2 j o) =7 o ( 2

Lx)= po-N*-1 2h+8-x)-2h+5+x) _py-N>-1 (2h+5) -

4h -5+ 252

2 4h-5+26% —2x* 4 (h+6)5-x*
2
Sonderfall: x=0:L(0)=”° N '1.(2h+5).
4 5
W*:L(x)-lz s (x):dW,jj _HyN?-1-1* d (2h+6) -
" 2 " dx 8 dx 2h+6)-6—x*
N2 772 _ 22
Fo()<Ho NI 2x __ (2h+6) —x _(c29)],
8 (2h+6)-6-2> (2h+6)-5-x2)
£ ()< Ha N2 LT (2%)-|@n+6)-5 x> = (2h+6) =]
8 (n+6)-6-x2F
2 2
Fo(x)= Mo N0 2x 2-[—2h-5—52+x2+(2h)2+4h-5+52—x2],
8 (@n+8) 6-x%)
2 2 2 2
Fm(x)z“"'N g1 2x : [ Y som. 5] o N*-1-1°  2x-2h- (5+2h)2’
8 ((2h+5 ¢ 5 (o) s-v)
2 2
F(x)= Mo N0 (5+2h) _, BildE18.4: F,(0)=0: Labiles Gleichgewicht!
2 ((2h+5) s-x*f
F(g):yo-zvz-z-ﬂ. 5-h-(6+2h) _pg-N>-1-1> 5-h-(5+2h)
! 2 (@n+6) 5-06F 2 (2n -5}
" (5):/10-N2-l-12'(5+2h):,u0-N2-l-12 (z+lj
" 2 4h -5 8 5 h)
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£y

m

A

— Fiy (5)

0 )x

0 0

Bild E18.4: Verlauf von Fi,(x)

5)

In der geometrischen Mittenlage x =0 ist das Plattchen kréftefrei! Bei einer geringen
Auslenkung in z.B. pos. x-Richtung tritt eine pos. Kraft F,, auf, die das Plattchen aus x =0 in
x-Richtung weiter treibt bis zum Anschlag an der Polflache bei x =6 . Die Lage x =0 ist
somit ein labiles Gleichgewicht!

Aufgabe E19: Dielektrikum-Seitenkraft im Plattenkondensator bei konstanter Plattenladung

In einen Plattenkondensator (Bild E19.1, Plattenabstand d = 10 mm, Plattenbreite » = 40 mm,
Plattenhdhe / = 30 mm, Luft zwischen den Platten, Durchschlagfeldstdrke 30 kV/cm) wird ein
PVC-Block (& = 7, Durchschlagfeldstirke 30 kV/mm) als Dielektrikum seitlich
eingeschoben. Die Plattenladung @ = 20 nC bleibt auf Grund der offenen
Kondensatorklemmen konstant.

+o | 2. |-0 +o | 2, ]-0
] [s = —) (O— i h—)
E E,
50 &
&
Zustand 1 Zustand 2

Bild E19.1: Plattenkondensator links ohne und rechts mit Dielektrikum

1) Wie groB3 sind el. Feldstirke E,, die Kapazitit C; und die gespeicherte el. Energie W, vor
dem Einbringen des Dielektrikums und danach (el. Feldstirke E,, die Kapazitit (,
gespeicherte el. Energie W.,)? Gibt es einen Platteniiberschlag?

2) Stellen Sie die Energiebilanz fiir den Vorgang vor/nach Einschieben des Dielektrikums
(Zusténde 1 und 2) auf!
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3) Zeigen Sie mit 2), dass das System beim Ubergang vom Zustand 1 zum Zustand 2
mechanische Arbeit Wy, geleistet hat und bestimmen Sie diese und die dabei im Mittel
wirkende Seitenkraft F auf das Dielektrikum beim Ubergang von 1 nach 2!

4) Das Dielektrikum wird beim Einschieben zwischen die Platten im Bereich 0<x </
bewegt. Wie dndern sich die el. Feldstirke E(x) und die Ladungsanteile auf einer Platte Q;(x)
(Bereich /—x, wo noch Luft zwischen den Platten ist) und O,(x) (Bereich x, wo bereits das
Dielektrikum zwischen den Platten ist)? Skizzieren Sie die Verlaufe E(x),0<x</, und
01(x), O2(x)! Geben Sie eine Formel fiir die elektrisch gespeicherte Energie W.(x) an!

5) Berechnen Sie die Seitenkraft gemif3 F'(x)=—-dW,(Q,x)/dx und alternativ dazu mit dem

Maxwell schen Zug p. an der Grenzfliche zwischen Dielektrikum und Luft im Kondensator!
Skizzieren Sie den Verlauf F(x)! Berechnen Sie damit die mechanische Arbeit Wy, und

iiberpriifen Sie das Ergebnis mit 2)!

Aufeabe E19 (Losung): Dielektrikum-Seitenkraft im Plattenkondensator bei konstanter
Plattenladung

1)
A=b-1=40-30=1200mm?>:
Zustand 1:

E =D/gy=(0/A)/ gy =(20-10"°/0.0012)/(8.854-1071?) = 1.88kV/mm < 3kV/mm:
Kein Platteniiberschlag!

Co=¢y-A/d =8.854-10"1%2.0.0012/0.01 = 1.0625 pF,

W =0%/(2C)=(20-107) /(2-1.0625-10712) = 0.1882mJ

(oder W, =0.5-(D-E;)-A-d =0.1882 mJ ).

Zustand 2:

E,=D/s=E;/g, =E;/7=0.269kV/mm < 30kV/mm : Kein Platteniiberschlag!
C,=¢-A/d=Cy=¢,-C, =7C; =7-1.0625 = 7.438pF,

Wy =0 1(2C)) =0 (25, -C)) =W, /&, =W /7=0.0269m] ,

(oder Wy =0.5-(D-E,)-A-d =0.0269 mJ ).

2)
Wel =& 'Wez :Wel :AW+WC2, AW:WC] —Wez :Wel '(6‘1. _1):6'Wel =0.161mJ .

3)
Da beim Ubergang von Zustand 1 nach 2 das Dielektrikum in den Kondensator eingebracht
wurde, hat das Plattenfeld das Dielektrikum elektrostatisch mit einer Seitenkraft /' gezogen

und lings dem Weg / (Bild E19.1) die mechanische Arbeit W, =F -/ verrichtet. Diese
Kraft F hiangt von der Grofle x des in den Plattenraum hineinragenden Dielektrikums ab,
deshalb ist F der mittlere Wert ldngs /. Diese Arbeit wurde der el. Feldenergie W, entzogen,

so dass sich diese verringert auf W,, =W, — AW . Daher muss fiir die mittlere Kraft gelten:

Wiee =AW = F =AW /1=0.161/30=5.378mN..
4)
Gemil Bild E19.2a gilt:

U(x) = E(x)-d, Dy (x) = £gE(x) = 0y (x) (I - x)-b), Dy (x) = 6E(x) = 0, (x)/(x-b),0 S x < ]
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j— = — . . . . . . = Q
O=01()+ () =(=x)-b-&-E()+x-b-&-E(x)= E(x) b-(I-&y+x-(e—¢&))

) B ) _ﬁ_E(x)_ 1 B 1
Mit £, =(Q/ A4)/ g, folgtmlté—l. E _1+(x/l)‘(8r—1)_1+§-(£r—1)
O/ _Q©)_ 1-& Q) _05(&) &L

0 0 1+i(e-D)7 Q0 0  1+&(s -1
E19.3.

und daraus

0< £ <1, siehe Bild

2 f_jelz_’f_?nlal'Dz‘E*fz

n2—1

(1) ‘Ta Dy(x).E(x) ()
/ @ ly @) 132 (x).f(.\‘)

e
}3&2 = _éni—rl 'Dl B2 e

‘6111—>2| = ‘9112—}1‘ =1
a) b)

Bild E19.2: a) Das Dielektrikum wird zwischen die Platten gezogen, da b) die Maxwell’sche Zugspannung p.,
grofBer als p, ist (o= 7/2).

E
A
0, (<)
o
Q<)
= E(2)
E
1 i
] e h
0 . c
0 1

Bild E19.3: Verlauf der Ladungsanteile O, O, und der el. Feldstarke £ beim Verschieben des Dielektrikums
zwischen die Platten (Q =20 nC, £, = 1.88 kV/mm, &= x/[, =30 mm, & =7)

We(x)=—D2(x)2'E(x)-x-d-b+—D1(x)2'E(x)-(l—x)-d-b,

0 jz'l-d-b'(g—go)-§+eo

W.(&E) =
(e (80-17-1 2 (1+&(e 1)

5)
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Py WeQ.0) W05 d ( 0 Jz_l-d-b_(e—e())-&«so
dx 1-dé 1-dé|\ gy b1 2 (1+&-(g, 1))
d (6-&))c+é& _ £- &g _2.(e —1)- (6-89)-c+s __ £-&
A (1+&(e,-1)°  (1+&-(e, —1))2 T e (e D) (14 E (g - 1))
0 £- & F(&) 1 .
F(x/l)=F , -
D =F©= ( bl j 2 Wreem-D2 Ry (eee-n)y
2
. [0 d-b
F(O)_FO_(go-b-lj - (e=20),
-9 2
Fo=( 29}10 j D0100% ¢ 6 85410712 =37.65 mN .
8.854-107°°-0.04-0.03 2

Alternativer Berechnungsgang mit Maxwell-Spannung:

Beim Hineinbewegen des Dielektrikums zwischen die Platten tritt die Grenzflache zwischen
Luft und Dielektrikum auf (Bild E19.2b). Die in Richtung e,;_,, positiv gezdhlte Maxwell-
Zugspannung p.; auf den Luftbereich tritt mit dem Winkel 2« zur Grenzflichen-Normalen
auf und ist wegen der parallel zu Grenzflache auBBerhalb des (eingeschlossenen Luftbereichs)
verlaufenden Felder E(x), 152 (x) (deren Winkel zur Grenzflichen-Normalen ist o = 7/2)
entgegengesetzt zu é,;,_,, gerichtet. Die in Richtung e, ,; positiv gezdhlte Maxwell-
Zugspannung p,, auf den Dielektrikums-Bereich ist aus dem gleichen Grund

entgegengesetzt zu é,,_,; gerichtet und wird mit den auflerhalb des (eingeschlossenen)

Dielektrikums wirkenden FeldgroBen E(x), Dl (x) berechnet. An der Grenzfliche tritt
folglich die resultierende Maxwell-Zugspannung p, = p.; + P, auf, die in Richtung

€n2_>1 :__.nl—>2 pOSitiV ISt
De =—€n12 Dy E-05+ (=€, Dy -E-05)=¢y, - E-(Dy —D;)-0.5=¢,,_,; pe

F(x)=p,(x)-b-d=b-d-E(x)?-(¢—&y)-05=b-d-E}- EE(ZX) g 250’
1

F bd=b-d-E> 0.5, F(&)=b-d-E2 .20 !
(x)=p- (= 20)-0.5, F(&) = S

5 identisch mit obigem Ausdruck!

2
0 j d-b E—&)
go-b-1) 2 (1+&-(g,-1)
oder Berechnung direkt mit der Kraftformel aus Aufgabe El1 in Richtung e, ,; mit
grl :1, 872 :gr,Enz :0, Etz :E(X):

F=b-d-g-¢, .(‘5‘2/‘;—1)_1.{5_2.(15”2)2 +(E,2)2}=b~d~go-gr_l

identisch mit obigem Ausdruck ist (Darstellung siche Bild E19.4).
dé Fyl ‘tda  Fyl ( 1}

F(x/l)zF(f)z(

.E(x)*, was ebenfalls

&r

F(x)-dx=1-[F(&)-dE=Fyl- - 2
Wimee f (x)-dox = j (6)-ds=Fo (I)(l E(e =) &1 qa® &l

a

1
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=0.161 mJ, identisch mit 2).

mec

W Fyol I—L _ Kyl _0.03765-0.03
g —1

Bild E19.4: Verlauf der Seitenkraft /(&) beim Verschieben des Dielektrikums zwischen die Platten
(Fp=37.65 mN, &= x/l, [ =30 mm; mittlere Kraft F=5.38 mN, g =7)

Aufgabe E20: Dielektrikum-Seitenkraft im Plattenkondensator bei konstanter Spannung

In einen Plattenkondensator (Bild E20.1, Plattenabstand d = 10 mm, Plattenbreite » = 40 mm,
Plattenhohe / = 30 mm, Luft zwischen den Platten, Durchschlagfeldstdarke 30 kV/cm) wird ein
PVC-Block (& = 7, Durchschlagfeldstirke 30 kV/mm) als Dielektrikum seitlich
eingeschoben. Die el. Spannungsdifferenz zwischen den Platten U = 20 kV bleibt auf Grund
der speisenden idealen Spannungsquelle ohne Vorwiderstand konstant.

U
i"

+0 | 2u |0 w0 | P2 |l-0

I E Ou— = —)

b ’

g |7 el .

&
Zustand 1 Zustand 2

Bild E20.1: Plattenkondensator links ohne und rechts mit Dielektrikum
1) Wie groB sind el. Feldstirke E, die Kapazitit C, und die gespeicherte el. Energie W, vor

dem Einbringen des Dielektrikums und danach (Kapazitit C,, gespeicherte el. Energie W.,)?
Gibt es einen Platteniiberschlag?
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2) Das Dielektrikum wird beim Einschieben zwischen die Platten im Bereich 0<x </
bewegt. Wie dndern sich die el. Gesamtladung Q(x) und die Ladungsanteile auf einer Platte
01(x) (Bereich /—x, wo noch Luft zwischen den Platten ist) und O»(x) (Bereich x, wo
bereits das Dielektrikum zwischen den Platten ist)? Skizzieren Sie die Verldufe
0(x),0<x <!/, und QOi(x), Ox(x)! Geben Sie eine Formel fiir die elektrisch gespeicherte
Energie W,(x) an!

3) Berechnen Sie die Seitenkraft gemdl F(x)=d We* (U,x)/dx und alternativ dazu mit dem

Maxwell’schen Zug p. an der Grenzfliche zwischen Dielektrikum und Luft im Kondensator!
Skizzieren Sie den Verlauf F(x), W.(x)! Berechnen Sie damit die mechanische Arbeit Wiec!
4) Stellen Sie die Energiebilanz fiir den Vorgang vor/nach Einschieben des Dielektrikums
(Zustinde 1 und 2) auf! Zeigen Sie mit 3), dass das System beim Ubergang vom Zustand 1
zum Zustand 2 mechanische Arbeit Wy, verrichtet hat. Woher kommt die Energie fiir Wpe.?

Aufgabe E20 (Losung): Dielektrikum-Seitenkraft im Plattenkondensator bei konstanter
Spannung

1y
A=b-1=40-30=1200mm?. Unabhéngig von der Lage x des Dielektrikums ist wegen der

eingepragten el. Spannung die el. Feldstdrke konstant:
E=U/d=20kV/(1cm)=20kV/cm <30 kV/cm : Kein Platteniiberschlag in Luft!

E =20kV/em <300 kV/cm : Kein Platteniiberschlag im Dielektrikum!
Zustand 1: C; = &y - A/d =8.854-107'%2.0.0012/0.01 = 1.0625 pF,
W, =CU?/2=1.0625-10""2-(20-10°)?/2=0.2125mJ ,

(oder W =0.5-(D;-E)-A-d=0.5-5y-E*-4-d =0.212mJ ).
Zustand2: Cy =¢-A/d=Cy =¢,-C; =7C, =7-1.0625 = 7.438pF,
Wy =CU?/2=¢, Wy =7-0212=14875mJ

(oder Wy, =0.5-(Dy-E)-A-d=05-5-E*-A-d =1.4875mJ).

2

G)em'eiﬁ Bild E20.2a gilt:

U=E-d,Dy=yE=01(x)/(({=x)-b),Dy =6-E=0,(x)/(x-0),0sx</,
O1(x)=gU-(I=x)-b/d, Q,(x)=¢&U-x-b/d, O0=01(x)+0,(x), 0=<x<I,
E=x/1:0,(&)=eU-1-(1-&)-bld, O,(x)=8U-1-£-bld, 0<EZI,
0,(&)=goU-1-b/d+(s—6y)-U-1-£-b/d, 0<E<I,siche Bild E20.3.
0,(0)=g,U-1-b/d =8.854-10712-20-10%-0.03-0.04/0.01=21.25-10"°C = 21.25nC,

2 2
woo=L2E gy PUE eE7 &

(I-x)-d-b=

(I-x)|-d-b,

&y go'Uz

2
Wo(x/1) =W, (&) =g, -&+1-¢&] 2E d-b-1=[1+& (s, - D] b=, (&),

C,-U?
2

W (&) =[1+& (e, - D) =[1+& (e, =D Wy, W (D) =&, - Woy =Wy, =TW,,

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Einfithrung / 52 Elektromechanische Systeme 1

Auf Grund des linearen Systems sind Ko-Energie und Energie numerisch identisch. Aber die
Ko-Energie hiangt von U, die Energie von Q ab. Da Q sich mit x d&ndert, muss der Ausdruck
der Ko-Energie fiir die Kraftberechnung verwendet werden.

—_—

o 0 €51 Pe1 =€y Dy - E/2
1) T&\ 151 (\2 E(x) (1) '&\I
/ p) y ) i z
2z 2 } @ _yDz(ﬂ-E(ﬁ)

€n1—s2

f’ez = _§n2—>1 'Dl -E/2

= ‘Enl—ﬂ‘ =1

Bl e
a) b) ‘nl—>_

Bild E20.2: a) Das Dielektrikum wird zwischen die Platten gezogen, da b) die Maxwell’sche Zugspannung p.;
grofBer als p, ist (o= 7/2).

(1) = 0,(1) = 70(0)

0(0) = 0,(0) 1< 2,9
0 1

Bild E20.3: Verlauf der Ladungsanteile O, O, und der Summenladung Q je Platte beim Verschieben des
Dielektrikums zwischen die Platten (Q;(0) =21.25 nC, £=x/[, I =30 mm, & =7)

3)
* * 2 72
Fy=WeU) LW U.0) _d oo )2 4 p). 500" 4
dx / dé dé 2d 2d
Die Seitenkraft ist konstant, unabhiangig von x!
772 1n-12 2
F:(gr—l)-‘90 v -17:(7—1)-8'854 12000120000 -0.04 =42.5mN..

Alternativer Berechnungsgang mit Maxwell-Spannung:
Beim Hineinbewegen des Dielektrikums zwischen die Platten tritt die Grenzfliche zwischen

Luft und Dielektrikum auf (Bild E20.2b). Die in Richtung e,;_,, positiv gezdhlte Maxwell-
Zugspannung p.; auf den Luftbereich tritt mit dem Winkel 2« zur Grenzflichen-Normalen
auf und ist wegen der parallel zu Grenzfliche auBlerhalb des (eingeschlossenen Luftbereichs)
verlaufenden Felder E,D, (deren Winkel zur Grenzflichen-Normalen ist a = m/2)

entgegengesetzt zu e,;_,, gerichtet. Die in Richtung e, ,; positiv gezdhlte Maxwell-

nl—>
Zugspannung p,, auf den Dielektrikums-Bereich ist aus dem gleichen Grund

entgegengesetzt zu é,,_,; gerichtet und wird mit den auflerhalb des (eingeschlossenen)
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Dielektrikums wirkenden FeldgroBen E, D; berechnet. An der Grenzfliche tritt folglich die
resultierende Maxwell-Zugspannung p. = p.; + P, auf, die in Richtung €, ,; =—¢€,1_,»
positiv ist.

Pe==€q152 Dy E-05+ (=€, Dy-E-05)=ep - E-(Dy—=Dy)-05=ep ;1 pe
F=p,-b-d=b-d-E* (¢-&y)/2=b-d-(U/d)*-&y-(¢, —1)/2, identisch mit obigem
Ausdruck! Darstellung siehe Bild E20.4.

2 2
gyU C,-U
Wwe = F-1=(g, 1) °2d b-l=(g —1)- 12 = (&, —1)- W, =6-02125=1.275m] .
............................................... O
W&
F(&) = konst.
WQ(D) = Wel_
0 — O
0 1
Bild E20.4: Verlauf der Seitenkraft F(£) und der gespeicherten elektrostatischen Energie W,(&) beim
Verschieben des Dielektrikums zwischen die Platten (& =7, &= x/1, [ = 30 mm; Kraft F =42.5 mN,
We = 0.2125 ml])
4)

AWy =U-AQ0=U-(Q, —Q))=U-(6=5)-U-1-b/d =(=5¢)-U* -1-b/d
AW, =Wey =Wy =(Cy—C))-U?12=(s—¢y)-U*-1-b/(2d),

¢ -U?

Winee = (& —1) =(s—6y)-U?-1-b/(2d) = AW,,

AWy = AW, +W,

e =24W, =(s—5y)-U*-1-b/d .

Die Spannungsquelle liefert beim Ubergang vom Zustand 1 zum Zustand 2 sowohl die
mechanische Arbeit Wy, zum Hineinziehen des Dielektrikums als auch den Beitrag zur
Erhohung der gespeicherten elektrostatischen Energie, indem sie bei konstanter Spannung el.

Ladung auf die Platten nachliefert.

Aufgabe E21: Seitenkraft auf ein Anker-Stiick bei konstantem Strom

In einem ideal magnetisierbaren Eisenkreis mit recheckigem Querschnitt / x b (Bild E21.1,
Luftspaltweite 6 = 1 mm, seitliche Lange / = 20 mm, Breite » = 30 mm) ist ein quader-
formiges schwach magnetisierbares ,,Anker*“-Stiick eines Aktors (rel. Permeabilitit 1 = 10,
Hoéhe # = 15 mm) seitlich verschiebbar (Koordinate x, 0 < x < /) angeordnet. Seitliche
Streufliisse werden vernachlissigt sowie das tatsdchliche 2-dimensionale H-Feld gemdf Bild
E21.2 durch zwei eindimensionale Feldlinien (Bereiche H, u. Hi-H,) ersetzt, so dass sich das
B-Feld entlang der idealisierten Feldlinien (Kurven C;, ;) ausbreitet. Die ideale Stromquelle
1=2.7 A speist die Erregerspule mit N = 1000 Windungen.
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1) Welcher grundsitzliche Fehler wird bei der verwendeten Vereinfachung eindimensionaler
Felder gemdll Bild E21.2 gemacht? Wie grof3 sind die magnetischen Feldstirken H und
Flussdichten B im Eisenkreis, an den beiden Luftspalten o, im Anker und seitlich daneben
(H1, By) allgemein fiir eine Lage x? Geben Sie Zahlenwerte flir die Lage x = 5 mm an!

2) Berechnen Sie aus den FeldgréBen iiber H und B die Flussverkettung #(x) und die
Induktivitit der Erregerspule L(x). Geben Sie die Zahlenwerte L(0) und L(/) an!

3) Berechnen Sie die magnetisch wirksame Seitenkraft vorzeichenrichtig gemal

F,(x)= dW;l (/,x)/dx und geben Sie Zahlenwerte fiir x = 0, //2, [ an!
4) Stellen Sie die Energiebilanz fiir den Vorgang des Einschieben des Ankers von (1) x = 0
bis (2) x = [ auf und diskutieren Sie die dabei auftretenden physikalischen Effekte! Zeigen Sie
mit 3), dass das System beim Ubergang vom Zustand (1) zum Zustand (2) mechanische
Arbeit Wy, verrichtet hat. Woher kommt die Energie fiir diese Arbeit?

h

Bild E21.1: Eisenkreis mit seitlich verschiebbarem Anker-Stiick und elektrischer Erregung

l
MRS T H, !mmfr : |
J_ b4 I_"'* sz H++++[* +H,

a) b)

Bild E21.2: Zu Bild E21.1: a) 2D-Feldverlauf (real), b) 1D-Feldverlauf (idealisiert)
5) Zeigen Sie, dass bei 6 — 0 die Feldberechnung mit der Einhaltung der Bedingung der
Stetigkeit der Tangentialkomponente H; = H; mdglich ist. Geben Sie fiir diesen Fall H;, H,, Bi,

By sowie L(x) und F}, an! Stimmen diese Losungen mit den Ergebnissen von 2) und 3)
iiberein?
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Aufgabe E21 (Losung): Seitenkraft auf ein Anker-Stiick bei konstantem Strom

1)
Bild E21.2: An der Stelle x (Grenzbereich der Feldabschnitte H; und H, bzw. H, und H;) wird
in Bild E21.2b die Kontinuitdt der Tangentialfeldstdrke verletzt, denn es miisste dort gelten:

H;=H,, H, = H,. Diese Kontinuitit ist beim 2D-Feld Bild E21.2a im realen Feld lokal
tiberall erfiillt. GemdB3 der nachfolgenden Rechnung ist H; # H,, H, # H;, so dass alle

Berechnungsergebnisse nur ungenau mit numerischen Ergebnissen iibereinstimmen.
Rechnung mit Modell Bild E21.2b:
Ideal magnetisierbares Eisen: Hg. = 0! Ampere’scher Durchflutungssatz lings C; und C;:

§H-ds =Hp,sp, +H -(26+h)=N-I=konst.= H, =N -1/(25+h), B, = uy - H,.
G

Aus Symmetriegriinden ist A, am oberen und unteren Luftspalt ¢ gleich grof3:
$H-ds=Hp,sp,+Hy-2-6+H;-h=H,-2-6+H;-h=N-I = konst.

&)

By = poHy, By = pu-H; = po-pt, - H;.

Flusskonstanz an den Anker-Trennfldchen:
Dy(x)=x-bBy=x-b-B;=>B,=B;,=>H,/u.=H;,

Hy, 2-6+Hy) - (h/pu,)=N-I1=>H,=N-1/(2-6+(h/n.)), H;=N-1/(2-6-u,.+h) .
Flusskonstanz an den Eisenkreis-Trennfldchen: @(x)+ @, (x)=@f,(x),
D1(x)+Dy(x)=(U—-x)b-By+x-b-By =1l-b-Bp,(x)=DPp,(x),

N-I N-1T
(I=x)bpty b pty 5 = 10b B (),

26 +(h/ )

X 1 X 1
Bro(x) =ty N-1-|(1-2) ——+%. Hyp =0
re () = Ho [( D 2sen 2§+(h/,u,,):|’ Fe =0

N-I N-T
Bi=uy s By=po 57 —=B:
26+h 26 +(hl )

Folgende Werte sind unabhingig von x:

Hpy=0, H =N-1/(26+h)=1000-2.7-10%/(2-1+15)=158.8 kA/m,

By =y -H =47-1077-158.8-10° =0.1996 T,
Hy=N-1/(2-8+(h/pu,))=1000-2.7-10° /(2-1+(15/10)) = 771.4kA/m, H, # H, !
By =p1y-Hy=47-10""-771.4-10° =0.9694 T = B;,

H; =B; (uyp,) = 0.9694/(47z-10_7 10)=77.14kA/m, H, # H; .
Folgender Wert ist abhidngig von x:

3 3
107 20" 2-1+15 20 2-1+(15/10) |
Anmerkung:
i 3
By, (x = Omm) = 47-1000-2.7 | 10 —0.1996 T =B,

107 2-1+15

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Einfithrung / 56 Elektromechanische Systeme 1

3
By, (x = 20mm) = 221000 2'7-{ 10 }=0.9694T=Bz.

107 2-1+(15/10)
2)
¥(x)=N- [Bp,-dA=N-Bp,(x)-b-1=py-N*-1-b- i=x , al
Lo Fe Ho 25+h 26+(hiw) |
Fe
[—x X
L(x)=¥(x)/I =y -N* b +
() =FCIT= o [25+h 25+(h/yr)}’
L(0)= gy -N? -b- L 471077 105301073 . —20 =4435mH ,
20+h 2-1+15
2 [ ~7 a6 3 20
L()=py-N* b | ————|=47-107-10°-30-10° . ———=215.42 mH.
28+ (h/ u) 2-1+(15/10)
3)
W, (x,1)=L(x)-1? /2, F,(x)=dW.(I,x)/dx=L(x)-1*/2,
b -1 1 b-h 1-(1/ u,)
Fo=u -(N-?.-=. + = (N -1)?. . r )
m = Ho - (N-1) 2{25”@ 25+(h/,u,)} Mo N S ) 26 + (T )

Die Magnetkraft ist bei konstantem Strom UNabhéngig von x und wirkt in Richtung von x
positiv! Der Anker wird in die Eisenkreis-Liicke hineingezogen.

471077 -(2.7-1000)% -30-20-10°  (1-(1/10))-10°
2 (2-1+15)-(2-1+(15/10))°

Fn(0) = Fi(1/2) = Fy () =

F.(0)=F, (I/2)=F,(l)=41.57 mN .

4)
AW =1-A¥ =1-(F()-¥(0)) = I*-(L()- L(0)),
w2 ¥P*(0) _ I?

L) 2L(0) — (L) = L0),

AWm = Wm(l)_Wm(O) =

x=I x=l
Wiee = | Fn(x)-dx=Fp - [dx=Fpy-1,

x=0 x=0

72

AWy =AW AW oo D Winee =Fm 1= AWy =AW, = 7-(L(l) —L(0))>0: Das System hat
durch das Hineinziehen des Ankers mechanische Arbeit W verrichtet.

2 2 2 2
I R

21 21 |26+ (h/u,) 26+h
p MNP bh I 1-(1/ )
m 2 Q8+ (h!uw))-25+h)|

Dieser Ausdruck ist identisch mit dem unter 3) hergeleiteten Wert fiir die Magnetkraft, so
dass die Energiebilanz erfiillt ist. Die Stromquelle liefert beim Ubergang vom Zustand (1) bei
x = 0 zum Zustand (2) bei x = [ sowohl die mechanische Arbeit Wy, zum Hineinziehen des
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Ankers als auch den Beitrag zur Erhohung der gespeicherten magnetischen Energie, indem sie
bei konstantem Strom die Flussdichte im Eisen von B; auf B, erhoht.

5
Icieal magnetisierbares Eisen: Hp. = 0! Ampere’scher Durchflutungssatz lings C; und C;:
§H-ds=H,-h=N-I=konst. = H, =N-1/h,By =y H,,
G
§H-ds=H;-h=N-I=konst. = H; =N-1/h=H,B;=u-H,,
G
Dr,(x)=(-x)-b-B+x-b-B;,

L(x)=¥(x)/I=N-@(x)/I=py-N* -%-[l+x-(yr—l)],

W (x,D)=L(x)-1*/2, F,(x)=dW.(l,x)/dx=L(x)-1>/2, F, = uy-N* -%-(,ur ~1)
Vergleich mit 2) und 3):

l—x X D) l-x u -x}
L(x)=py-N*-b- + =y, -N°-p| —= 4L =
(x) = Ho {25% 25+(h/ur)L ;0 [h Ak

-1 1
+
26+h 25+(h/w,)

Die Losungen von 2), 3) sind flir 6 — 0 mit 5) identisch!

b b-h -1
Fm:/,lo(N])25|: i| :‘Llo(NI)Z—'ur—
0—0

2 Rt

Aufgabe E22: Eisenséttigung im Wandler Typ 1

In einem vereinfachten magnetischen Wandler Typ 1 (Bild E22.1, Streufliisse vernachlissigt)
mit der einheitlichen Eisen-Querschnittsfliche 4 = 10 mm x 10 mm wird von einer Spule
(Breite b, = 15 mm, Hohe A, = 50 mm, Kupferfiillfaktor 4 = 0.65) mit der Windungszahl N =
1420 tiber den Strom i ein Magnetfeld B erregt. Eine typische Feldlinie Kurve C umfasst den
doppelten Luftspalt 2-(d + x) mit dem amagnetischen Distanzstiick (Dicke d = 1 mm) fiir
den Minimalluftspalt und den Weg in den Eisenteilen sg. = 175 mm. Die Eisensittigung
Upo(B) = g - 1, (B) wird gemil Bild E22.2a beschrieben durch

1. (B)=1+ ”;1 (1=2 - arctan(Z=B1y) | f4,,=7900, B, =125T, B, =79.75 mT.
4 b
Kurve C B
|2 |ere
. "4 Masse m
1 :
o—» L k

I
1 1 1 1 1 1 17
[

<

—
| I |
L1 1 1 1 1 11

A A F

d x
Bild E22.1: Vereinfachter magnetischer Wandler Typ 1
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Bild E22.2: Relative Eisenpermeabilitit z4(J) in Abhidngigkeit der magnetischen Polarisation J: a) Analytische
Néaherungsformel mit J = B - 1sH = B " (1 — (1/1(B))); b) Gemessen bei der Frequenz von 50 Hz (Quelle: Voest-
Alpine, Linz, Osterreich). Die ,,Anfangspermeabilitit* fiir / < 1 T wird mit a) zu groB berechnet. Wegen des real
immer noch iiber 3000 liegenden Werts macht dies aber keinen wesentlichen Unterschied, sobald — wie hier -
Luftspalte ebenfalls zu magnetisieren sind.

1) Berechnen Sie den Magnetfluss @i, x) und daraus die Spuleninduktivitdt L(i, x) allgemein
und fiir x = 0 bzw. i = 0!

2) Berechnen Sie fiir x = 0 mit (B) fiir 0 < B < 2.0 T mit Schritten von 0.5 T mit
malstdblichen Skizzen die Kurven B(i, x) und L(i, x). Vergleichen Sie dazu die Kurve By(i, x)
fiir konstante maximale Permeabilitit z4max! Ab welcher Eisenflussdichte tritt merkbare
Sattigung ein?

3) Berechnen Sie fiir i = 2.4 A die Stromdichte J in den Spulenleitern! Kann dieser Wert
dauernd bei natiirlicher Luftkonvektion betrieben werden, wenn dafiir nur eine Stromdichte
von max. 3.5 A/mm’ zulissig ist? Wie groB ist der erforderliche Leiterquerschnitt 4¢ und
Runddrahtdurchmesser dc, berechnet ohne Lackisolierung?

4) Tritt auch beim maximaler x-Position x = 5 mm Eisensittigung bei Stromwerten bis 5 A
auf? Wie konnen Sie diese Frage mit einer abschitzenden Rechnung schnell beantworten?
Wie grof3 ist L? Héangt L vom Strom ab?

5) Bestimmen Sie die Magnetkraft F,(x) fiir x > 1 mm allgemein und bei x =5 mm, 3.5 A! Ist
sie anziehend oder absto3end? Warum diirfen Sie mit Hinblick auf 4) bei Stromwerten bis 3.5
A mit g4 = . max = konst. rechnen? Um wie viel nimmt die Kraft beim Ubergang von x = 5
mm auf x =2 mm zu?

6) Wie grof} ist die Magnetkraft Fy,(x) fiir x =0 mm und B =2.5 T?

Aufgabe E22 (Losung): Eisensittigung im Wandler Typ 1

1)
Einheitliche Eisen-Querschnittsfliche 4 — konstante Flussdichte B = Bg. = Bs bei
vernachldssigtem Streufluss:

§H-d5=Hpsp, +Hs-(2d+2x)=N-i, ®/A=B = g, (B)-Hp, = pty-Hy,
C
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Mo N-i

(B/ tpo(B)) s +(B/ 1) (2d +2x)= N -i , B(i,x) =

b

L+2d+2x

#, (B()
@(i,x)=B-A=A- S,Uo-N.z D= 0,x) = SA-ﬂo-N.O 0.
—Fe 4 2d +2x SFe 4 od +2x
Hr(B(i)) Hr max
My 2 B 7900 2 1250
My max = /ur(B =0)=1+ ; '(1+;-arctan(B—ll))) =1+T-(1+;-arctan(79.75)) =7740,
' 2
o(ix=0)= 40N =N o= LN
e +2d —Fe 12d +2x
#,(B(D)) 1, (B(i))
2 2
Li=0x)=— 2N =g = A
SFe 404 4 2x L‘{+2d
Hr,max #,(B(D))

Durch die implizite Losung B(i, x) muss i zu vorgegebenem B und x berechnet werden.
2)
(1) Bei ungesittigtem Eisen und x = 0:
By(i,x=0) = ;‘0 NE ‘S‘O NV -y ,
Fe_y2q e 424

/Jr,max :ur,max
i = By(i,x =0) (SEe gy By(i,x=0)-107° . 175 +2.0)
Ho N 1y max 47-1077-1420 7740 ’

iy = By (i,x = 0)-1.133 A/T,
N*-4 _ 47-107-1420%-0.017

L(i=0,x=0)= ‘;0 = =1253mH,
Fe 4o P22 9.0.01
My max 7740

B (ZFe_ 404y,

(ii) Bei gesittigtem Eisen und x = 0: i(x =0) =

Ho N :ur(B)
x=0mm:
B/T 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
o/ A 0 0.57 1.13 1.71 2.26 2.84 3.40
i/ - 7740 7635 7125 777.5 267.4 161.2 115.5
i/ A 0 0.57 1.13 1.87 2.98 4.32 5.91
L/ mH 125.3 125.3 125.2 113.9 95.5 82.1 72.1

Tabelle E22.1: Flussdichte B im Luftspalt des Wandlers, rel. Eisenpermeabilitit und Spuleninduktivitét L in
Abhingigkeit des Spulen-Gleichstroms i bei minimalem Luftspalt d = 1 mm.

Diskussion zu Bild E22.3:

Bei Minimalluftspalt 1 mm ist der Anteil der Eisenmagnetisierung an der gesamten
magnetisierenden Durchflutung N -i mit steigender Durchflutung ab etwa 1.5 A wegen der
steigenden Flussdichte und damit einsetzenden Eisensdttigung erheblich, so dass B(i) eine
degressiv gekriimmte Kurve ist.
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Bild E22.3: Flussdichte B im Luftspalt des Wandlers und Spuleninduktivitit L in Abhangigkeit des Spulen-
Gleichstroms i bei minimalem Luftspalt d = 1mm. Zum Vergleich ist die Flussdichte B, bei konstanter
maximaler relativer Eisenpermeabilitit p, . = 7740 eingetragen.

3)

J(@=24A)=N-i/(b, -h, kr)=1420-2.4/(15-50-0.65)=7.0 A/mm?.

Der Strom 2.4 A kann bei natiirlicher Luftkonvektion nur kurzzeitig betrieben werden, da die
zuldssige Stromdichte fiir Dauerbetrieb 3.5 A/mm” um 100% iiberschritten wird.

Ac = (b, -h, -kp)/N =(15-50-0.65)/1420 = 0.34 mm? oder
Apo=1/J=24/7.0=0.34mm?,
di-7ld=Ac = do=[44c /7 =4-034/ 7 =0.66 mm .

4)

Bei 6-fach vergrofertem Luftspalt ((x+d)/d =(5+1)/1=6) dominiert der Anteil der
Luftspaltmagnetisierung an der gesamten magnetisierenden Durchflutung N -i, wobei der
hohe magnetische Widerstand des groen Luftspalts bei gleichem Strom etwa nur 1/6 der
Luftspaltflussdichte von 2) zuldsst, so dass KEINE Eisensittigung auftritt.

Abschétzung:

Bei maximalem 4 max = 7740 ergibt sich wegen der dann minimalen Eisenmagnetisierung die
groffte Flussdichte bei vorgegebener Durchflutung durch die Spule. Ist selbst diese
Flussdichte unter 1.5 T, ist gar keine Eisensittigung zu erwarten:

Ho-N-i  47r-107*.1420-5

By(x =5mm,i=5A) = S 175 =0.74T<15T,

—“Fe 42d+4+2x 421425

Hr,max 7740

Daher tritt keine Eisensittigung auf, so dass mit guter Ndherung mit z4 max = 7740 gerechnet
wird.

to-N*-4  47-107.1420% 107

_SFe Lo 42x 7172)+2-1+2-5

Hy max

Bis 5 A ist L auf jeden Fall (nahezu) stromunabhingig!

L(x =5mm) = =21 mH .
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5)
. 47-107%-1420-3.5
By(x=1mm,i=3.5A) == =1.55T~1.5T. Es tritt ab x = | mm eine
175
+2-1+2-1
7740

ausreichend kleine Eisenflussdichte < 1.5 T auf, so dass sich auch beim Kleinstwert x = 1 mm
(nahezu) keine Eisensittigung beim Stromwert 3.5 A ergibt. Deshalb kann mit z4 = f4max =
7740 gerechnet werden.

Fpi= @ o L E P d g NTA P 2 N
m\”> s
dx dr 2 2 dx SFe ogi0x 2 (SFe og40x)?
,ur,max :ur,max
5 4r-1077-1420% 107
F,i=35A,x=5mm)=-3.5"- 175 =-21.5 N anziehende Kraft!
(——+2-1+5)>-107°
7740
5 4rz-1077-1420%-107*
F,(i=35A,x=2mm)=-3.5" =-3.98-21.5N=-856N.

175 b _6
—+2-(1+2))"-10
(7740 ( )

Die Kraft steigt um ca. das 4-fache beim Ubergang von x = 5 mm auf x = 2 mm, was mit der
Maxwell’schen Spannung kontrolliert wird:

47-107%.1420-3.5

B(x=5mm,i =3.5A) = 75 =0.519T,
——4+2-1+2-5
7740
2 2
Foi=35Ax=5mm)=—p, 24=—2—24=——21 5104 _ 514N,
21y 2-47-10~
-7 2 104
<ﬂﬂ=35AJ=2mm%:%52-f%10 14207107 421 4N=-856N.
(——+2-(1+2))*-107¢
7740

6)
Bei x =0 ist bei B =2.5 T gemél} Tab. E22.1 das Eisen gesittigt (i = 4.32 A), so dass L auch

von [ abhdngt. Es gilt nicht mehr W,:(i,x)zL(x,i)-iz/ 2, sondern

l
Wm* (i,x)= .[l//(x,i)-di > L(x,i)~i2 /2. Es gilt weiterthin F, (i,x)= dWm* /dx , aber nicht
0
mehr generell wie bei Pkt. 5) F,, (i,x) = (dL(x)/a’)c)~i2 /2. Es kann aber immer mit der
Maxwell schen Spannung die Kraft F, berechnet werden:
B? 2.5%
F,(B=25T)=-p,, 24A=——-2A4=—

—7-2-10‘4 — 497 N .
2 1 2-4x-10

Anmerkung:
Im vorliegenden einfachen Feldlinienmodell (Bild E22.1) dndert sich durch die Lagednderung

x das Feldbild nicht, so dass sich trotz der z-Anderung und W,:; (i,x)> L(x,i)-i 2/2
weiterhin derselben Gradient d Wm* (i,x)/dx und damit die richtige Kraft F,, ergibt:
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2
F x):dWm* _ my-N*-i(BY-A4 _ 24 | py-N-i(B) _ 248
m H )
¥ (SR iogiox? 2| SEe ooy 2Ho
1, (B) 1, (B)

2 2 -7 2 b
F,(i=432A,x=0)=——. 2;‘0 N4 4302, 4”1712 1420710 ° _ 497N

2 (SFe_yogy? (2 1212107

14,(B) 161.2
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Aufgabe G1: Magnetantrieb mit zwei Spulen

Der Magnetantrieb mit den Abmessungen in Bild G1.1 besteht aus einem Hohlzylinder aus
hochpermeablem Eisen (x, — o), der am Innendurchmesser zwei Spulen mit je N = 660
Windungen trdgt, die von unterschiedlichen Strémen /; und I, durchflossen sind. Der
zylindrische Aktor (Anker) aus hochpermeablem Eisen ( z, — ) mit dem Radius r ldsst sich
in x-Richtung beschrankt |x| <d . Zwischen Aktor und Hohlzylinder liegt eine diinne (/4 << r)

unmagnetische, in Bild G1.1 nicht dargestellte Distanzhiilse Der magnetische Streufluss der
Spulen wird vernachléssigt.

ﬂ: = 30 mm- g a= 20 mm g 4

;.f = lu“ | [ A . A
E A e 2r=2-5mm
4 i
h= F -
0.5 mm
n— o

-’11 l I 1 l =30mm < x < 30 mm

Bild G1.1: Skizze des Magnetantriebs: » =5 mm, 2 = 0.5 mm, @ = 20 mm, d = 30 mm, -30 mm < x < 30 mm

1) Bestimmen Sie mithilfe des Durchflutungssatzes entlang der in Bild G1.1 eingezeichneten
Pfade und mit dem magnetischen Hiillenfluss fiir den Aktor die magnetischen Flussdichten
Bi(x) und B>(x) in den beiden Aullenbereichen und Bs(x) in der Mitte!

2) Geben Sie die magnetischen Flussverkettungen ¥;(x) und ¥, (x) beider Spulen an!

3) Berechnen Sie die Spulenselbstinduktivitdten L;(x), L>(x) und die Gegeninduktivitit L;»(x)

zwischen beiden Spulen! Stellen Sie diese in bezogenen Grdfien %‘5) mit & :g,
0
Uy - 27r- N 242 a . . . .
Ly = 0 , k, =— graphisch fiir -1 < £ <1 dar. Wie groB ist Ly? Kommentieren
h-(a+2d) d
Sie die Graphen!

4) Wie grof3 ist der magnetische Anteil der kinetischen Ergéinzungsenergie W,;k (Iy,1,,x)?

5) Geben Sie Bi(x), Ba(x), Bs(x) von 1) an in bezogenen GroBen B;/By, B./By, B3/By in

Abhingigkeit von &, iy = 1i/1y, i = L/1y, By = M ! Bestimmen By fur /p=0.3 A!
h-(a+2d)

6) Stellen Sie fiir Differenzspeisung I; = Iy + Al I, = I, - Al maBstiblich die Graphen B;(&)/By,

Bz(f:)/B()’B?,(f:)/Bo fir-1< 4§< 1 fiir a) A= 0, b) Allly=1, C) Allly = -1 dar.

7) Berechnen Sie die Magnetkraft Fy, aus W,; (i1,ip,x) fir Differenzspeisung allgemein und

speziell fiir Al.x/Ip =1 bei £=0 und &= 1! Diskutieren Sie das Ergebnis auch in Hinblick auf
die Gleichgewichtslage xo!

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Grundlagen / 2 Elektromechanische Systeme 1

8) Berechnen Sie alternativ zu 7) die Magnetkraft mit dem Maxwell-Zug analog zu Aufg.
E19, E20, E21 bzw. G18!

Aufgabe G1 (Lésung): Magnetantrieb mit zwei Spulen
1)
Wegen h << r ist die Radialflussdichte B iiber / etwa konstant!

f.H-ds=0: i-(Bl+B3)=N-11 und i-(32—33)=N-12.
Ho Ho
§Al§-dgl=0: 27r-r-[(d+x)-Bz+a-B3—(d—x)-Bl]zo.

Es ergibt sich daraus das lineare Gleichungssystem (I ... III) fiir By, B>, Bs:

I: a-B, +a-B; :,uO-N-%-Il, II: a-B, —a- By :,uo-N-%-Iz,

I (d—x)-B,—(d+x)By—a-B; =0,
Auflésen der 3 Gleichungen mit 3 Unbekannten By, B,, B3 gemal

L (a+d —x)- B, —(d +x)- B, =,u0-N-%-11,

I-L: —(d —x)- By +(a+d +x)- By = 1 'N%-lz,
liefert mit der Cramer’schen Regel und der Regel von Sarrus

B, &-[(a+d+x)-ll+(d+x)-lz],

" h-(a+2d)
-N
Bz :#—de)'[(d—)(f)'ll‘i‘(a‘i‘d—)(f)'lz] ,
1 -N
By=po NIy =By 2%'[(d—x)'11—(d+x)'lz]

2)

W =N -2m-(d—x)B =y N° -;Z—'fz;){ug( —gj—(gﬂ-llJ{l—(gﬂ-lz}
¥, =N-2m-(d +x)-By = iy - N -;Z—f;d){l%ﬂ-ll{ns(ngj(gﬂ-zz}

3)

O a0 SR B Gl

2 L)
Lu(x)=Lo-1—(gj ,k,=ald=20/30=0.667, IL =l+k, —k,-E-&,

Ul
QU=

L2(§):1+ka +ka .éf_é:Z, L12(§):1_§2, Ll,max :Ll(_1/3)_
Ly Ly L, Ly
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Lo = N2 2m-d® _4r 5 27-0.005-30

h-(a+2d) 107 0.5-(20+2-30)
(Bild G1.2) zeigen das symmetrische Verhalten der Gegeninduktivitit L, auf Grund des
symmetrischen Aktoraufbaus Bild G1.1. Bei x = *d ist jeweils L; bzw. L, Null, da die
flussfilhrende Fliache links bzw. rechts der jeweiligen Spule Null wird, denn Streufliisse

aullerhalb des beweglichen Teils wurden voraussetzungsgemal vernachléssigt.

= 0.387 H. Die Induktivitiatsverlaufe

2,0 . . . .
| | | | e
[ TP | S T s T 3
A | EO S — SO— P R— e o 142/3 -2/3¢-¢
| L | TR T A e, L [ 2
5f3——————.l"—"————J————:l‘:~e"f————J ————— o T Ll
- [ ool e | | e,
——— e - ——— e R~ b D — —
~ | | 3 hS | |
—,,7'————1— ————— 1—“?‘————-————\\1 —————— T
R | [ N
413 | F A |
[ L b . S IO ——
| | Y |
e e L e B e e e Jass
" [ [ [ *, [
j 1.0 == 1'__.?'___7__':_-"""“:::7____\7‘_1' ——————
AR . SROTR .. OO | IR S R Y IR
| ] [P |
ottty Pttt e e st R S R . AT e
Bl G | | ~ I,
2 S e ina e et Pesteaases e
I,' | | LS.
I B " 'I"\_ ‘i‘____
NI - 0. X WO N | S—— R L v
A | | [
13—k it Bl e KEs Rt R R ey
I *
i | | [ | W
[P e e e T ol i A
A [ [ [ [ W
F [ Y I
0 | | | | b
-1 2/3 1/3 0 1/3 2/3 1

Bild G1.2: Verlauf der bezogenen stellungsabhingigen Induktivititen fir k, = 2/3: L,/Ly = 1+(2/3)-(2/3)-&&,
Ly/Lo=14+(2/3)+(2/3)-&&, L1y/Lo = 1-& mit £= x/d.

4)
x 1 1
Wic (s 10, ) = Ly () 17 + - Ly () 13 + Lip () Iy - 1

5)

B, o B, . o

B_:(1+ka)'ll+12+(ll+l2)'§7 B_:ll+(1+ka)'12_(ll+l2)'§7
0 0

B . . .. ..
B—3:(1—§)-11—(1+§)-12:(11—12)—(11+12)-§,
0
. . . _7- .
By = HoNdo 4 103 660-03 _ o oot
h-((a/d)+2) 0.5-107°(0.667 +2)

6)

B B B
AA[=0: i, =iy =1, =L =24k +2-&, =2=2+4k, —2-&, 3 =-2.&,
) 1 2 B() a é: BO a § BO é:
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0 0 0 BO

.
-

E=x/d

0 0 0 0

7)

AW, _dW; _Li(x)- I} s Ly(x)- 13

Fm(ll’IZax): dx B B

+Li(x)- 11,
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E=x/d
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|

Bild G1.5: Verlauf der bezégenen stellungs- und stromabhéngigen Radialflussdichten B, B,, B; fiir Al = -1

Bei Differenzspeisung:

Fm(IO,A],X) — Ll(x)'(lzo

a 2x

14 14 2 1
Li(x)/ Ly =TT Ly(x)/ Ly :;_Z_d_’zc, Li5(x)/ Ly = -

F =2Z—02-[(—a—2x)-(1§ + 200 Al + AI*) +(a = 2x) - (I =21, AI + AI*) — 4x - (1] —4112)]

+Liy(x)- (I — AI*)

+AD? | Ly(x)- (Lo - Al
2

2x
d_za

m

L s
——0-[—a-410A1—4x-(1§ + AI?)—4x- (12 —mz)]zgg-[%-loﬁlwx-lg]

" g2
272 242
Al,zﬂ:Fm:_ﬂO NIO 47z7’d££+2_x :_:u() NIO 4727" d[kaAl—I—Q,g]
I, h-(a+2d) d I, d h-(a+2d)

Durch die Differenzspeisung ist die Magnetkraft linear abhingig von Ai. Durch die
geometrisch symmetrische Anordnung ist die Kraft linear symmetrisch abhéngig von x. Sie ist
iiber Ai unabhéngig von x einstellbar und iiber x einstellbar unabhingig von 4i. Sowohl bei Ai
= 0 als auch bei x = 0 ist die Magnetkraft Null. Sie ist maximal bei x = +d und bei Ai,x. Bei
positiver x-Auslenkung (nach rechts) wirkt die Kraft nach links u. u., also stets zuriickziehend.
Bei I} > I, zieht die Kraft nach links u. u. Die Ankerbewegung wird iiber Al gesteuert,
wiéhrend [ die KraftgroB3e einstellt (,,magnetische Vorspannung®).

N%I§ -4mr-d _ 4r-660%-0.3% -47-5-30

— — Ho
AlpaxtTo = 1: Alyax = 0.3 A: =
’ h-(a+2d) 107-0.5-(20 + 2 30)

=232N
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a)&=0: F, =—2.32-[§-1+0}:—1.55N,b) &=1: F, =—2.32-[§-1+2}:—6.19N.

Die Gleichgewichtslage x( des Ankers tritt bei /', = 0 auf und wird iiber 4i eingestellt:

Xo =-2.20 = 2. Ai. Sie ist maximal bei X0, max =L 4
2 I ’ 2

max = T10 mm.

8)

Die Maxwell-Zugspannungen werden iiber die geschlossene Hiillfliche um den beweglichen
Anker integriert fiir die resultierende Anker-Magnetkraft F},,. Diese Hiillfliche besteht aus der
Zylindermantelflache und die beiden Stirnflichen. Die Radialflussdichten B, B,, B; bewirken
Radialzugkrifte auf die Ankermantelfliche und heben sich, iiber diese Mantelflache
summiert, auf. An den stirnseitigen Ankergrenzflichen zwischen Luft (L) und Anker (A)
herrscht jeweils die gleiche Radialfeldstirke H; = H, tangential an diese Stirnfldchen, die
aber wegen y, — oo Null ist. Es verbleibt das Luftspaltfeld {iber der Distanz 4. Im Luftspalt

ist links am Stirnbereich B; = 1H; # 0 und rechts am Stirnbereich B, = 1yH, # 0. AuBBerhalb
des Ankerbereichs wurden die Streufelder vernachldssigt: H = 0. Der Winkel der

Feldvektoren H,, B, zur Flichennormalen &, _, auf der linken Ankerstirnfldchenseite von
der Luft zum Anker (= nach rechts) ist a = 7/2. Daher tritt die in Richtung e, _, 5 positiv
gezdhlte Maxwell-Zugspannung p_,; auf diesen linken Luftbereich mit 2a =7 zur
Stirnseiten-Flachennormalen e,; _,, auf, ist also zu e,; _,, entgegengesetzt gerichtet. p
wird mit H,, B, berechnet: p., =—&; ,a-B;-H;-0.5. Umgekehrt ist die an dieser
Stirnseite in Richtung e, _,; positiv gezdhlte Maxwell-Zugspannung p,, aus dem gleichen
Grund entgegengesetzt zu e, _,; gerichtet und wird mit den auflerhalb des Ankers in Luft
wirkenden FeldgroBen H, B berechnet, die aber Null sind: p,, =—é,4 . -B-H-0.5=0.
Somit tritt an der linken Stirnseite im Bereich 4 die resultierende Maxwell-Zugspannung
Pm.links = Pm1 + Pmp auf, die den Anker nach links zieht.
Plinks = —€nL>A B H1-0.5—eyp 1 -B-H-0.5=¢ys 1 - Hy By /2= € jinks * Pn,links »
(€n,links = €nA—>L = ~€n,rechts)
Auf der rechten Stirnseite tritt analog eine den Anker nach rechts ziehende Maxwell-
Zugspannung P, rechts = €nrechts " H2 * B2 /2 = €y rechts * Prrechts 3Uf. Die Gesamtkraft auf den
Anker ist mit der Stirnflache Ajinks = Arechis = 277+ h :
F, = J(?m,hnks + Pm,rechts ) dA = J(_pm,links + Pm,rechts )44 €y rechts = Fin * €n rechts »

4 4
F,=05-(Hy By —H|B))- 2718y roeys = (B3 =B 77 h/ 1ty) @y reepss - Bel B > By wird
der Anker nach links gezogen, bei By < B; nach rechts. Aus den Bildern G1.3 ... G1.5 folgt,
dass fiir A7 > 0 der Anker aus der Mittenstellung x = 0 nach links gezogen wird, und fiir A7 <0
nach rechts. Die Gleichgewichtslage x tritt bei Fp, = 0 auf und liegt bei A7 > 0 im Bereich
—d < x9 <0 und fiir A7 <0 im Bereich 0 > xo > d in Ubereinstimmung mit 7).
F, = m-r-h

Ho

Bi/By=(1+k,) - 1+4)+1-4i+2-&, By /By=1+4i+(1+k,)-(1-4i)-2-&,
By /By=2+k,+k,di+25=a+p, By /By=2+k, -k, 4i-2,=a-f,

B3 - B =B} -(a® -2af+ p* —a® —2a8 - %) =-Bi -4ap,

(BF — Bf). Mit der Differenzansteuerung iy =1+ 4i, iy =1— Ai folgt
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2
Fo==TT g2 4 0sk) (k- i28) = —Z 0 2(“0 N-Iy) S 424 D) (k- Ai+2),
Ho Ho  h™-((a/d)+2) d
242
B po-(N-1p)* 477 : - __Mo-N'Ij-4m-d ; :
Fo=— (kAP +28)- , F_=- Nk, - Ai+2 in
" hoard)rz) | KaAE2E) Careanss T h(a+2d) I, d

Ubereinstimmung mit 7).

Aufgabe G2: Magnetisches Grundsystem mit weichmagnetischen Eisenteilen

Ein magnetisches Grundsystem besteht aus einer Zylinder-Spule mit elektrischer Erregung
und einem beweglichen Anker dhnlich wie in Bild G2.1.

19}

Bild G2.1: Zylinderspule in Eisenrohr mit beweglichem Eisenanker

1) Geben Sie die allgemeine Formel des magnetischen Anteils der kinetischen Ergdnzungs-
energie an.
2) Die magnetische Flussverkettung des Systems in Bild G2.1 wird ndherungsweise durch

‘}’(z’;x)z ¥, -z-arctanlz; mit ¥, i,, d ...konstant
s (1+x/d)

beschrieben. Bestimmen Sie den magnetischen Anteil der kinetischen Ergidnzungsenergie!
3) Bestimmen Sie daraus die magnetische Kraft F,, bei Verschiebung des Ankers!

4) Skizzieren Sie fiir 3: 0 und 3:1 den Verlauf der magnetischen Flussverkettung ¥ der

Zylinderspule in Abhéngigkeit vom Strom i. Tragen Sie fiir % /%,=0.7 den Anteil des
erregenden Stroms jeweils fiir den Luftspalt und Eisenbereich ein!

5) Skizzieren Sie fiir g =0 und 2: 1 die Kraft F in Abhdngigkeit des Stroms i .

6) Skizzieren Sie fiir i/iy =1 die Kraft F' in Abhédngigkeit der Position x.
7) Bestimmen Sie allgemein die ,,Sekanten“-Induktivitit L im Arbeitspunkt (i S )!

8) Bestimmen Sie allgemein die differentielle Induktivitdt L im Arbeitspunkt (i *, x )!
9) Vergleichen Sie den Wert der ,,Sekanten““-Induktivitdt L und der differentiellen Induktivitit

Laigbei i =0.8-iy und x =0

Aufgabe G2 (Losung): Magnetisches Grundsystem mit weichmagnetischen Eisenteilen

1)
W, (i) = Wiy () + [ (0 -i2x)-1-d6

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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2)

x(. 1 SN 2 il
M(l;x)zjoﬁ”(@-l,x)'l-dl9=5’/s';-Z-J‘Oarctan[mﬂ]dﬁ
Mit ﬁ:gund g-0 =z, ergibt sich

.. g
j; arctanLA : 6’} -d0 = j; arctan[g - 6]-d6 = éj()g arctan(z)- dz = L [z -arctan(z) - % ln(l +z° )}

1+X/d)2 g 0

:é{g¢mgﬂ—%mﬁ+gﬁ}wmwdg%3Lmﬁ+gﬁ

4

3)

W = s-z- g d arctan(g)—L-ln(lJrgz)

ox T Ox dg 2g

T oOx |1+g° 2¢g l+¢ T Ox |2g

og_ 2 iliy _ 2[ itiy | 1+x/d_ 2g* 1+x/d

o d (l+x/d)  d |[(+x/df ] ili d ili

8ka = ELMIH(1+g2):_SU l_0(1+£jln 1+M z
Ox Yrod il " d d (l+x/d)t |
4)
Bild G2.2: Fall a): x/d =0; Fallb): x/d =1.
5)
Bild G2.3
6)
Bild G2.4
7)

Die ,,Sekanten“-Induktivitdt L im Arbeitspunkt (i 5 x*) gilt fiir Grof3signale:

Nichtlineare Anderung von L(t) L= ﬂl*’—x) =Y, 2. arctan %
(1+x"/af

l T

1

1

8)
Die differentielle Induktivitit Lgir im Arbeitspunkt (i : , x*) gilt fiir (sinusformige)

Kleinsignale!
d¥

1 1 B 1

di |y ¢ . (i*/io)2 'io-(1+x*/d)2 iy (1+x*/d)2+ (z'*/z'o)z
(14" 7d) (1+x"1df

2 2
Ldlff: :T ';' .;.
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i/io
Bild G2.2: Magnetische Flussverkettung % /¥, fiir die Félle: a) x/d =0und b)x/d =1. Die Tangente an

die Kurven im Ursprung gibt den Anteil des erregenden Stroms fiir die Magnetisierung des Luftbereichs des
Feldraums an. Daher ist der horizontale Abschnitt der Tangente zur Kurve der verbleibende Anteil des
erregenden Stroms fiir den Eisenbereich.

Ty .2)
ox d

E /N

45
4
35
3
2,5
2
1,5

1

) 2
Bild G2.3: Kraft F' /(¥ ZEO—) fiir die Fille:a) x/d =0undb)x/d =1
T
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A .2
ax d T

08 .

07
0,6
05
04
0,3

0,2

0,1

x/d

iy 2
Bild G2.4: Kraft F /(, -ZO-—) fiir den Fall: i /i, =1
T

¥
v ,.Sekanten‘“-Induktivitit
3 L ~tana

i

—
T T O T T g

0,6 04 -02 0 02 04 06 08 1 12 14 %

Bild G2.5: ,,Sekanten‘“-Induktivitdt L und differentielle Induktivitit Ly im Arbeitspunkt i = 0.8iy und x =0

9)
Bei i =0.8i, und x~ = 0 ergibt sich fiir die ,,Sekanten“-Induktivitit
L=Y¥, -z.arctan(O.S)- L _ z~£.arctan(0.8)-L = 0.534£

T 08, i, ~« 0.8 i

und fir die differentielle Induktivitat

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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L,
Ly=fe 21 gt Lay 038
iy m 1+0.8 i L 0.534

Gemil Bild G2.5 ist die Sekanten“-Induktivitdt L ~tana und die differentielle Induktivitit
Lz ~tan S . Es gilt tan f <tana , daher ist die differentielle Induktivitdt kleiner.

0.73.

Aufgabe G3: Magnetsystem mit in zwei Richtungen beweglichem Anker

Der Anker eines hochpermeablen Magnetsystems (&, — o) ist in den x- und y-Richtungen
verschiebbar angeordnet. Das Riickschlussjoch trigt eine Erregerspule mit N Windungen, die
vom Strom i durchflossen wird. Die geometrischen Abmessungen des Magnetsystems sind in
Bild G3.1 gegeben. Die Luftspalte sind klein gegeniiber den Querschnittsabmessungen.

Q -
/ ghe e d
JA///‘/LJJV&OJ,J,&&J.\LLL j
< Ankey ; 4
T L UL ~1 b i
X ' KA
N

-~

Bild G3.1: Skizze des hochpermeablen Magnetsystems mit in zwei Richtungen beweglichem Anker

1) Bestimmen Sie mithilfe des AMPERE schen Durchflutungssatzes und des Satzes vom
magnetischen Hiillenfluss die magnetische Flussdichte B; in der Querschnittsfldche des Jochs,
das von der Erregerspule umschlossen wird!

2) Geben Sie die magnetischen Flussverkettung # mit der Erregerspule an!

3) Bestimmen Sie die Induktivitdt der Erregerspule L(x, »)!

4) Wie groB ist der magnetische Anteil der kinetischen Ergidnzungsenergie W," (i, x, y) ?

Aufgabe G3 (Losung): Magnetsystem mit in zwei Richtungen beweglichem Anker

1)

Bild G3.2: Flusspfade im hochpermeablen Magnetsystem fiir Durchflutungssatz und Hiillenfluss

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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§C H-ds=0: ﬁ-(c—b—y)+&-y=N-i, §C H-ds=0: ﬁ-(c—b—y)+i-x:N-i.
! Ho Ho 2 Ho Ho

§,B-dd=0:d-[I-B —(a—x)-B,~(b-y) Bs]=0.
Lineares Gleichungssystem in Matrixschreibweise (M)-X =b :
c—-b-y y 0 B Ho-N-i
(M)-)?:l;:> c—b-y 0 X || By|=|HMy-N-i
[ —a+x —-b+y) B 0

Berechnen der magnetischen Flussdichte B; mit der CRAMER 'schen Regel und der Regel

Mo N-i y 0
-det| o -N-i 0 X

0 -a+x —-b+y

1

von SARRUS: Bl = W
€

-det(M,) =

1
det(M)

B M Nifx(r—a)+ry (y-b)
oyexel=(e=b-y)[x-(x—a)+y-(v-0)]

2)
(i, x,y)=N-1-d-B; = uy-N*-d- i

3)
Y(i,x,
L) =020y 2

4)

i 2
W Gx, y) = [ (,x, p) - di = L(x, )
0

L
2

Aufgabe G4: Hochpermeables Magnetsystem

Ist der konische, bewegliche Teil des hochpermeablen Magnetsystems zwischen den beiden
Spulen zentriert, so haben die beiden Luftspalte dieselbe Ldnge a. Die Verschiebung aus
dieser Mittellage wird durch die Koordinate x gemessen.

1) Bestimmen Sie die magnetische Flussverkettungen 5"1(1’1,1'2; x) und ‘}’2(1’1,1'2; x) der beiden
Spulen. Vernachldssigen Sie Streufliisse!

2) Berechnen Sie den magnetischen Anteil der kinetischen Ergédnzungsenergie W,‘:k (il, ir; x).

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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14 v iz

‘ / 7 t.
}%‘Q Niu gg‘ & - ‘N;.{'z
Nq/ ' Ax— 4-4 - 5
TN
.
A @&~X
Bild G4.1: Skizze des hochpermeablen Magnetsystems Bild G4.2: Flusspfade im hochpermeablen
Magnetsystem
Aufgabe G4 (Losung): Hochpermeables Magnetsystem
1)
Durchflutungssatz langs geschlossener Kurve C (Bild G4.2):
-~ B B
§ H-ds=N iy +Ny-ip=0==L(a+x)+=2(a—x) (1),
Ho Ho

Keine Streufliisse = Flusskonstanz (Bild G4.2): @ =4,-B, =4, - B, (2).
Aus (1), (2) folgt: B,-(a+x)+B,-(a—x)=1y-O@, B,-4 —B,-A4,=0.Das sind zwei
4, -1y - O
A, -(a +x)+(a —x)- 4

Gleichungen mit den beiden Unbekannten By, B>: B, = , B, wird

nicht bendtigt.
Uy Ny (N, i, +Nyiy)- A4 - A
le(ll,zz,x)le-Bl-Alz 0 1( 17 2 2) 1"

— . . 2 . . s
4 -(a-x)+4,-(a+x) =t /) (Nl b NNy ’2)’

-1
at+tx a—x
+

4 4,

Tz(ibiz;x):Nz "By A = f(x)(sz i+ N - N, 'i1) mit f(x):(

2)
*o,o, 1 . . . 1 . . . 1 . .
Wi liysinsx) = [ 1(0-1,0-1y) iy -dO+ [ #5010, 0+12) 1y - dO = - g - f(x)-(Ny -1y + Ny 1y

Aufgabe G5: Haltekraft eines magnetischen Antriebssystems

Ein magnetisches Antriebssystem aus hochpermeablen Eisen (4, — o) besteht aus einem
zylinderformigen Topf, der eine Spule mit der Windungszahl N umschlieB3t. Im Inneren der
Spule befindet sich ein in x-Richtung verschiebbarer zylinderféormiger Anker. Den Aufbau
zeigt Bild G5.1a. Der radiale Luftspalt zwischen dem oberen Teil des Topfs und dem Aktor
wird mit A bezeichnet.
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1) Zeigen Sie, dass sich die magnetische Flussverkettung der Erregerspule durch die
Ly-i
l+x/a
2) Bestimmen Sie die Kraft F, die ndtig ist, um den verschiebbaren Teil flir einen

Erregerstrom i im Gleichgewicht zu halten!

3) Skizzieren Sie den Verlauf dieser Kraft als Funktion des Abstands x fiir
a) konstanten Strom i, b) konstante Flussverkettung ¥ !

4) Bestimmen Sie alternativ die Haltekraft aus den MAXWELL schen Zugspannungen und
bestimmen Sie die magnetische Energie W}, aus dem Magnetfeld!

5) Wie grof} ist die elektromechanisch iibertragene Energie (Richtung?), wenn das System
einen Zyklus ABCDA gemél Bild G5.1b durchlauft? Zeichnen Sie die Energiednderung und
die verrichtete Arbeit in den gegebenen Zyklus! Diskutieren Sie den zugehorigen Verlauf der
Kraft F und des Stroms i!

Beziehung ¥ (i, x) = ausdriicken lasst und bestimmen Sie die Koeffizienten L, und a!

F

B =g

M,
a) 0 ° b) X1 X3

Bild G5.1: a) Skizze des magnetischen Antriebssystems, b) Betriebszyklus des magnetischen Systems
Aufgabe G5 (L.osung): Haltekraft eines magnetischen Antriebssystems

1)

fu

LV‘/AJF’%(OCEZ

i
L/ €

.
{

N TS

XL

—

S

l
E3'4'/ f /<Jv(,'

Bild G5.2: Flusspfad im magnetischen Antriebssystem

- B B
Durchflutungssatz §CH-d§:@: L. x+—2.A=N-i,
Ho Ho
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Magnetischer Hiillenfluss §A§-d;1=0: 7-r*-B, —27-r-d-B,=0.

Lineares Gleichungssystem in Matrizenschreibweise (M) X = b :
— X A B N -i
M) i=b=| A .
w-r" =2m-r-d)\B, 0

Berechnen der magnetischen Flussdichte B; mit der CRAMER "schen Regel:

B = -det(M; )= -det

= det(M) et(M) det(M) e( 0 —27z-r-d] ’
—fo N-i-27-r-d Mo N-i-2x-r-d

By = 2~ 2

_27z-r-d-x+A-7z-r

N2 i 2m-r-d-m-1r* CN2.j
W(i,x)=N-@=N-B -z p2=to N emr@rr | BNt

—2zr-rd-x—A-x-r

27-r-d-x+A-7-r? * L A
7z-r2 2r-r-d
W(i,x):luo.]\ﬂ.i.z”'r'd. 21d =L, 1 g,
4 a +1 1+~
r a
27-r-d r-A
mit Ly = 4ty -N* - und a =—
0= Ho 2-d
2)

Strom i ist gegeben, Verschiebung x ist variabel: 1 Freiheitsgrad.
Die Haltekraft wird mit den Lagrange-Gleichungen ermittelt:

W,j:lL(x)-iz, W,=0, 064, =0, 4=F-6, 8W,k =0,
2 ox
GW; i ﬁ L __ﬁ.L . l/a aWk*__ __i.L ;
ox é'x21+§ 2 v\ ox 2a " )
1+~ 1+~
a a a

Die mechanisch von aullen aufzubringende Haltekraft Fy ist nach oben gerichtet, da sie
entgegen der magnetischen Zugkraft F' (nach unten) gerichtet ist:

i? x) 2
FH :2—'L0'(1+—j .
a a

-2
Fall a): Strom i ist konstant: F; oc (1 +£j .
a

1

Fall b): Magnetische Flussverkettung ¥ ist konstant: F, = % = fonst.

3)
siehe Bild G5.3!
4)

Die Kraft ergibt sich durch die Integration des MAXWELL-Zugspannungstensors iiber eine
den Koper umhiillende Oberfliche: F = §f “dA.
4
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2 2
Quer zur x-Richtung ergibt sich mit p, = 2B—2-ér : JA Dy -dA = _[[92 d-r-dp=0.
Ho 2 0

2
In x-Richtung folgt mit ﬁlz—B—l-éx, p3=0-é: [ pj-dd+[ 0-dAd=pAd=F=—FE,.
2[Llo 4 A3
Ho-N-i
Mit B; aus Aufgabenteil 1) B, =—:
x+a
2 A2 2 2 2
F:,uozN z'( 1)2-7z-r2:ﬂ°erﬁd-i2-2L- 1 2:Lozl_ 1 .
+ a a
Ho xra (1+xj (l+xj
a a

Die Kraft ist identisch mit der Losung in Aufgabenteil 2). Analog zu Aufgabenteil 1) folgt:

Mo N-i 4
N o Noi-—
e e N B
det(M) det(M) ~ \z-r 0 ot
Fiir die magnetische Energie W, gilt:
2 2 2
w, -dV + J- B; -dV = Bi -x-7r.r2+B—2-2-r-7z-A,
2#0 211 211

. 2 \2
Wm: 1 -(ﬂO'N'l)2. x.ﬂ-.r2+[LJ 27"7Z'Ad l (ﬂONZ) .|:7z-.r2.(x+£
24, ( A.rj 2d .
X+——
2d

1 '(u0~N~i)2.”.rz_u0~N2‘2~r-7r~d.i2' 1 i

2 (erA-rj A 2 (1+x) 2
2d a

08 4-------

06 §-------

04 4-------

[ M

o S [ s e e e

a)

xla

Bild G5.3: Haltekraft Fy fiir die Félle: a) konstanter Strom 7 und b) konstante magnetische Flussverkettung ¥
5)

] R 1 w? (o x
Fir die kinetische Ergéinzungsenergie W, gilt: W, = ER Ly ——=—"|1+—| .

(l-i-xJ 2LO a
a
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2 2

AWZ 4 BLi = % . [l + %) — Erh6hung der magnetischen Energie AW, ,; >0,
=X, 0
. R w2

Adge = | *F - dx = j =2 dx=(x,—x ) —2— —> Arbeit gegen die Magnetkraft,
X P=, x 2a- LO 2a- LO

* 5[12 - 5[12 X . .

AW,{,CDL = Tz 1+ :2 — Abnahme der magnetischen Energie AW, -, >0,
=X, 0
. o g2 w2

Adp, = | F-dx ="' —dx=(x —x,)-—— — Magnetkraft leistet Arbeit.
X3 51/:51/1 X2 261 : LO 261 : LO

Es wird wihrend B— C mehr Arbeit von aullen zugefiihrt, als wihrend D — A vom System
selbst verrichtet wird:

'A ' ) -y’
Ay + Ay, =(x, —x; ) —2——(x, =%, ) ——=(x, = x; ) —2>—1->0.
BC DA ( 2 l) 2a-LO ( 2 1) 2a-LO ( 2 1) ZG'LO
Diese Arbeit wird der Stromquelle i zugefiihrt, denn von der Stromquelle wurde geleistet:

S1122_51/12 .(lJrﬁjerﬁz_yjzz ,(1+x_2j:_¥/22_¥/12 '(xz—x1)<0'

AWy yp + AWy cp =

0 a 2L, a 2L, a
Wihrend B — C erfolgte wegen ¥, = konst. eine Stromerhohungi, > i, :
. K 2 2
1+5 4 ’ 2L, a a 2a-L,
a a

(= Erh6hung der magnetischen Energie).
Wihrend D — A erfolgte wegen ¥, = konst. eine Stromabsenkung i, < i, :

Ly-iy Ly ' x X '
A A e B e e P L) [
X X ’ 2L a a 2a-L
1+ 1+ 0 0
a a
(= Absenkung der magnetischen Energie).
¥ ;
Adge = (% — %) 1 _aw
B “BC il I ZLO'C? m.BC C
!PZ -1 ]

i Mechanisch zugefilute  ;

2 Arbeit erhoht e
magnetische Energie.

AW, g = (1+x—1]-ay’ A0 AW} o = f1+x—3)-L % <o
é \ a 2[,0 A \ a 2[,0

Arbeit am externen
mechanischen System

. senkt magnetische a

8] Energie. 2

T A g2 D
Adpy=(%—%) ——=4W, p,
) T 2La ’
| I
! | &
X X2

Bild G5.5 Magnetische Energie und verrichtete Arbeit im Zyklus ABCDA
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IN IN
ﬁ e
i G(_D— System —>!':
ouT OouT
IN
Sy
F
AW =4
T B S, SR
v, T Z e
5) I
W,
& ‘
—_—
= , Dy AW, =W,
OuUT (Y}T
AW, =W, —>
2L F A=,
w I Ay 4
1 | A D
i —
X1 X2

Bild G5.6 Energieabgabe und -zufuhr im Zyklus ABCDA

2 w2
Adpe + Adpy = (x, - xl)-%: Vom externen System zugefiihrte Arbeit, welche in der
a- Ly
Stromquelle gespeichert ist als
. . w2 _ 2
AWy yp + AW,y e + AW, cp + AW, by = (Mye +Adp,)=~(x, - x,)- # :
Lo

Die mechanische Arbeit ,,Herausziechen“ des Ankers bei groem Feld (= gegen grof3e
Magnetkraft) und ,,Hineinziehen-Lassen* bei kleinem Feld (= mit kleiner Magnetkraft) ergibt
netto eine mechanisch zugefiihrte Arbeit, die liber das magnetische System als magnetische
Energie der Stromquelle zugefiihrt wird.
e Totale Anderung der magnetischen Anderung im Zyklus ABCDA:
AW, ge =W+ 4 =W, =4, =0
e Von der Stromquelle dem System zugefiihrt: W, —W, <0
(= der Stromquelle netto zugefiihrt)
e Von der externen Kraft dem System zugefiihrt: 4, — 4, >0
(= von der Kraft tiber das Magnetsystem der Stromquelle zugefiihrt)

Aufgabe G6: Hochpermeables Magnetsystem mit drei Polflachen

Ein magnetisches Antriebssystem aus hochpermeablen Eisen (,u, —>00) besteht aus zwei

Topfen. Jeder Topf ist von einer Spule mit der Windungszahl N umschlossen. Ein Stiick
nichtlinear magnetischen Materials, das sich im interessierenden Bereich durch die

—

Werkstoffbezichung B = - (1 +a-H 2)- H; u,o..konst. (Bild G6.2b) beschreiben lésst,

liegt zwischen den drei Polen des hochpermeablen Magnetsystems. Den Autbau zeigt Bild
Go6.1.
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| | | | 4 g<< ¢, d«?,

| 1 /{-!u-co ! |
=~ ' D
. 4 <wel
hY; ¢ / @ /‘ ?

YN, P

_IX ; T\L
+‘ 1
pY

Bild G6.1: Skizze eines hochpermeablen Magnetsystems

nichtlinear magnet. fMaterial

1) Geben Sie die magnetische Flussverkettung der beiden Spulen an! Beriicksichtigen Sie die
Streufliisse im Abschnitt x und ¢+ g — x. Berechnen Sie die magnetische Flussverkettung fiir
“N?>-D-¢
beiden Spulen mithilfe der Koeffizienten L, = 'UOT und S = Hoq. d_2 .
Ho
2) Berechnen Sie den magnetischen Anteil der kinetischen Ergénzungsenergie W, !
3) Wie grof ist die Kraft magnetischen Ursprungs auf den verschiebbaren Teil?

Aufgabe G6 (Losung): Hochpermeables Magnetsystem mit drei Polfldchen

1)

|
|

=2

'
{l B
: H'5
|
I 2
7 > gt e B i
2) & e, k- /fo-MH 4 b 0

Bild G6.2: a) Skizze der Flusspfade im hochpermeablen Magnetsystem, b) Nichtlineare B(H)-Kennlinie

Durchflutungssitze fiir die geschlossenen Kurven C, C;, Cs (Bild G6.2a):
§. H-ds=N-i, H =N-ij/d mit B, =y, H und B =p-(1+a-H)H,
1

2
3

Die Flussdichte, die zwischen B, und B, vertikal in Spalt g eintritt, wird wegen g <</

vernachléssigt. Es gilt fiir die Fliisse
@& =D-[x-B,+({-x)-B+B;-t], @,=D-[(x-g) By, +((+g—x)-B,, —B;-¢] mit
20+g—-l—x=l+g—xund /+x—-(—-g=x—g.
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Wegen g <x </ tlberdeckt Material stets den Spalt g! ¥/ =N-&,, ¥, =N - D, =

. . \2 . ..
Y =N-D- x.%'—]\/'ll+(g_x).ﬂ. 1+0{-(N.llj .(N'llj_i_g'ﬂo'N'(ll_lz) ,
d d d g

D) 2
gt N Dt [[x u (l_ﬁjJri -i1+(1—£j-ﬁ-a-N—2'i13—i'i2 _
d 0w () g C) 1y d 8

2 2
Mo N"-D-L d,B——aN—zz
Ho d

-1, (i d_E.MJ.il+(1_zj.ﬁ.,-;_i.,-z |
Ho & U 1y ¢ g

TZ—N.D.{(g+gx).%'TM+(xg).ﬂ,{ua(]\’éizjz}.(N.izjﬁ-,uo-N.(,'liz)},

2 B 2
gt N DL ]l g X, p (£_§j+i .,-2+[x gj.ﬁ.aN_z.is_i.,-l ,
d C 0 ou \l ) g 14 My d g

@=L, |1+ -2+ £ (1—§j+i -i2+[x_gj'ﬂ'i3—i'i1 :
¢\t ) g ( g

2)
Zwei Freiheitsgrade sind die Ladungen O, O, = Mit ¥ = (5"1,‘}’2) , (zl,zz) folgt mit den
Abkiirzungen 4, B, C, D:

* 1 . 1 . . 1 . . . . . .
Wk :J‘OT.ldGZJ‘O(T] I +W2 'lz)'d&:J‘O[Wl(e'll,e'lz)'ll "r‘ylz(e'll,e'lz)'lz]'de

Mit L, =

:jol[(A-a-il+B-93-il3+c-9-iz)-i1+(D-9-z’2+E-93-z’23+c-9-i1)-i2]-d9

2 4 ..
_ 4 g o i +E- i +c it o
2 4 2 2 4 2

; - 2 4 _ _ 2 4
W _ (hd_X.Mj.m(l_X)ﬂ i d lz{uhw.[wﬂ.mw.ﬂ.lz
Ly oy & U Ho 2 ¢ 4 g g Ho 4 2 4 4

Gy 2 0 4 py 02 0 4

2D

F.=1L, % . {M + g . (122 +1 )} Wenn i, =i, = Kein resultierendes Magnetfeld: 7, = 0!
Ho

Wenn Stoff amagnetisch: (u = uy,a =0)= F, =0.

Aufgabe G7 [Pre]: Kondensatormikrophon

In Bild G7.1 ist das vereinfachte Modell eines Kondensatormikrophons skizziert, wobei die
obere Kondensatorplatte als Metallmembran vertikal um die Ruhelage xo beweglich gemif3
x(¢) ist. Diese Bewegung wird durch Kompression/Dekompression der Luft infolge von
eingestrahlten Longitudinal-Luftdruckwellen (Schalleinstrahlung) hervorgerufen. Dadurch
andert sich die Kapazitit C(xg) = Cyp der Anordnung C(¢). Die durch die Gleichspannung U
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verursachte Kondensatorladung fithrt iiber C(f) zu einer Wechselspannung Ug(?) als
»Sprachsignal® am Widerstand R.

U Metallmembran, A = 5cm?
g
R } 57
6 [ X = X + X cos(Qt),
J N, PR
1mv<> c
Metallelektrode

Bild G7.1: Vereinfachter Aufbau des Kondensatormikrophons [Pre]. Die Metallelektrode enthilt Bohrungen,
durch die die komprimierte Luft zwischen den beiden Elektroden entweichen kann.

Berechnen Sie fiir das in Bild G7.1 skizzierte vereinfachte Modell dieses
Kondensatormikrophons fiir x, +)€-cos([2-t) den Zeitverlauf der Wechselspannung U (%)

(,,Sprachsignal®) fiir relativ groBBe (Sprach-)Frequenzen ((27x), d. h. fir Kreisfrequenzen
02>1/(R-C)

Hinweis:

Die Kondensatorladung auf der Membran ist anndhernd konstant O =C,,-U = konst., weil
wegen der hohen Sprachfrequenz die Zeit einer Periodendauer der Wechselspannung viel

kiirzer als die Entladezeitkonstante 7 ist. Es gilt é<<r:R-C, so dass kein Entladen

erfolgen kann.

Aufgabe G7 (Losung): Kondensatormikrophon

In der Ndherung fiir konstante Kondensatorladung

Q=C(t)-Up(t)=C(t)-(U+Ug(t))=Cy -U = konst. gilt Ug(t) = (%— ]-U.
Weiters ist unter Vernachldssigung von Abweichungen des E-Felds vom Homogenfeld an den
Elektrodenrandern C(1) = C(x(r)) =204 - €04 -G und damit
x(@)  x +x-cos(.(2-t) 1+l-cos(_(2-t)
X0
Up = *u. cos(.Q . t) = % X cos(.Q . t), (Ug(#): Sprachsignal). Die Bedingung
Xy 40-107° m
Q2>1/(R-C)=1/(R- C,) bedeutet hier mit
-4
C, =&, A _g854.107. L%F =111pF die Beschriinkung
X 40-10

/>1/(27-R-Cy)=1/(27-50-10°-111-10™"% )Hz = 28.7 Hz.. Diese Forderung ist erfiillt, denn
die typischen menschlichen Sprachfrequenzen liegt hoher als typisch 50 Hz (,,Netzbrumm®).

Zusammenfassung:
Die Plattenbewegung verdndert C = ¢- A/ x iiber x(¢). Bei der Vorspannung U = konst. wird
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der Strom i:i(Q)zi(C-U)zU-d—C:U-g-A-i L :U-g-A-(—%-@j erzeugt,
dt dt dt dt\ x(t) dt

der Up(t) = R-i(¢) als Sprachsignal ausgibt.

Aufgabe G8 [Pre]: Elektretmikrophon

In einem vereinfachten Elektretmikrophon nach dem Prinzip aus Bild G8.1b ist die
dielektrische Platte (,,Elektret) auf der oberen Seite metallisch beschichtet. Sie tragt auf der
unteren Seite die gebundene Flachenladung o = (/4 durch die vertikal orientierte
Remanenzpolarisierung P. des Elektrets (Bild G8.1a):

(D=D-é,[é]=1, D(E)=¢y-E+P(E), D(E=0)=D,=P0)=F.).

Fiir kleine Feldstirken E gilt fiir D > 0 ndherungsweise: P(E) = P. + (¢, —1)-&yE .

Durch die vertikal von oben in x-Richtung auftreffenden Schallwellen wird die dielektrische
Platte (Elektret) vertikal bewegt, so dass sich die Kapazitdt zwischen oberer Metallschicht und
unterer Metallelektrode C(#) verdndert. Dabei wird die iiber P. eingeprigte (,,eingefrorene*)
Flachenladung o des Dielektrikums ,,Elektret™ ebenfalls bewegt. Es ergibt sich zwischen den

Platten die kleine Spannung u(r)= % = %(;;1 als Sprachsignal, die verstirkt werden muss.
Man benétigt anstelle einer Gleichvorspannung von z. B. U =48V wie beim
Kondensatormikrophon (Aufg. G7) nur die kleine Vorspannung U =1.5V fiir den
Impedanzwandler zur Signalverstirkung, so dass Elektretmikrophone wesentlich kleiner
gebaut werden konnen. Die Idee zum Elektretmikrophon ist seit ca. 1920 bekannt. Erfinder
mit PET-Folie oder spdter Teflonfolie als Elektret sind Sessler (Prof. emeritus der TU
Darmstadt) und West (beide damals bei den Bell Labs, Murray Hill, New Jersey, USA, 1962).
1) Berechnen Sie flir den Ruhestand U = R-1 =0 (daher ist R =0.1¢2 ohne Bedeutung) die
elektrische Feldstirke im Dielektrikum (&, =5.2) und im Zwischenraum (&, =1)!
Verwenden Sie die Bezeichnungen von Bild G8.2!

2) Wie éndert sich das Sprachsignal AU(¢) infolge der Anderung I,(t) =1, + 4l(¢), wenn
Al 1] << 1?

Metallschicht

20 pm

¢ =15nC/cm?

DA dielektrische Platte; e, = 5,2
VYT 010

/ ,
L 7 i TTTYYV

&

i

10 um

Metallelektrode
b) Zwischenraum; ¢, = 1

Bild G8.1: a) Hystereseschleife eines Elektrets D(E), b) Vereinfachter Aufbau eines Elektretmikrophons [Pre]

1) Berechnen Sie fiir den Ruhestand U = R-1 =0 (daher ist R =0.1¢2 ohne Bedeutung) die
elektrische Feldstirke im Dielektrikum (&, =5.2) und im Zwischenraum (¢, =1)!
Verwenden Sie die Bezeichnungen von Bild G8.2!
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2) Wie éndert sich das Sprachsignal AU(¢) infolge der Anderung I,(t) =1, + 4l(¢), wenn
Al 1] << 1?

't R D).
|

Bild G8.2: Bezeichnungen des Elektretmikrophons

Aufgabe G8 (Losung): Elektretmikrophon

1
131 Ruhezustand ist mit den Bezeichnungen aus Bild G8.2
I1=0,U=R-1=0,U=E,-|,+E,-,=0.
Weiters folgt aus dem elektrischen Hiillenfluss @, iiber eine geschlossene Fliche A4,, die die
Flachenladung an der unteren Oberfldache des Elektrets einschlief3t:
®,= §D-dd, =Dy -A-D;-A=0=0"A.

4

0

DI_DZ :_O-jgrgO.El_gOEZ :_O-:>5F'E1_E2 :_O-/go .

&, '(—Ez 'llj—Ez =-0/é&, E, =ﬂ=47.1k—V, Ey=- la/go =23.5k—V
h l+g.-2 cn Tye, cn
h h
2)
Die Schallwelle der Sprache fiihrt zur Bewegung /,(7) :
B0 == By =T
714‘8}, 1+ gr ANES
L (1) L

Mit [,(t) =1, + Al(¢) folgt E,(t) = E, + AE\(t), E,(t)=E, + AE,(¢).

Fiir das Sprachsignal gilt:

U+AU(1) = (B + AE (1)) - [ + (Ey + AE5 (1)) - (I + Al(2))

U+AU =E|- L+ AE\(t)- [+ Ey [, + Ey - Al(t) + AE5(2) - [, + AE, (1) - Al(¢)

Es kiirzt sich die Ruhelage-Bedingung U = E, -/, + E, - [, =0, und es verbleibt
AU(t)=AE((t) -1} + AE,(8) - ) + E5 (1) - Al(t) + AE, (¢) - Al(2).

Wegen |4I(1)/ 1| <<1 ist AE,(t)- Al(t) << AE,(t)-1y:

AU(t) = AE|(¢) -1 + AE,(2) - [, + E5(2) - AL, .

Aufgabe G9 [Pre]: Elektromechanischer kapazitiver Wandler

Bild G9.1 zeigt das Prinzip eines elektromechanischen kapazitiven Wandlers. Wird der
Elektroden-Plattenabstand zwischen den Werten x; und x; periodisch vergroBert und

verkleinert, so wird, wie die Analyse in Bild G9.2 zeigt, bei vernachlissigter Streuung des E-
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Feld an den Plattenrindern sowie ideal angenommenen Dioden D;, D, (Leiten: R = 0,
Sperren: R — o0) und idealen Spannungsquellen U; < U, (Innenwiderstinde sind Null!) in

einem vollstdndigen Zyklus der in Bild G9.2 angegebene Kreisprozess durchlaufen.
U D,
| A
L1 % //
b N\ _O

S 1
{ E %o .
ik .

Bild G9.1: Skizze des Prinzips eines elektromechanischen kapazitiven Wandlers [Pre]. Die obere Platte ist

vertikal beweglich (x).
Ui
2
U, ? 3
U+ 7
0 1 i —
0 x, x, x4 Xy X

Bild G9.2: Die Spannung U in Abhingigkeit von des Plattenanstands x [Pre]

1) Vollziehen Sie diese Analyse nach und leiten Sie das U(x)-Diagramm von Bild G9.2 her!
2) Bestimmen Sie fiir gegebene Werte U,, U,, x,, x5, Aund den Zyklus 1-2-3-4-1

(1) die von der Quelle 1 gelieferte elektrische Arbeit W),
(i1) die der Quelle 2 zugefiihrte elektrische Arbeit W5,

(ii1) die an dem System von aufen durch die Plattenbewegung verrichtete mechanische
Arbeit Wiech-

Aufgabe G9 (Losung): Elektromechanischer kapazitiver Wandler

1y
1—2:Esist U >U, so dass D, sperrt. Weiter ist auch U <U,, so dass auch D, sperrt. —
Die auf der oberen Platte vorhandene Ladung O kann daher nicht abflieBen, da der

Stromkreis sowohl iiber U; als auch U, unterbrochen ist. Daher ist die Ladung auf der
oberen Platte O =konstant (und auf der unteren Platte — Q)!

Q:C-U:go-é-U—> U =21 .Q, U, =2 .Q, woraus 1 = Y2 folgt.
Spannung U steigt mit steigendem x der von aullen (Fremdkraft!) bewegten Platte von
Ul aufU2:U=(x/x1)-U1,x1<x<x2, U1<U<U2.
253:x>x:U _xQ >U,: D, leitet, D, sperrt weiterhin. Nun kann Ladung von der
&y
oberen Platte iiber U, an die untere Platte abflieBen. Durch die ideale
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Spannungsquelle U, bleibt die Spannung zwischen den beiden Platten U = U, auch

bei x > x; fixiert. Es gilt somit bei x = x3 U, =M =ﬂ,
U=U2,x2 <x<X3.

3>4: x,<x<x;: Da x wieder sinkt, sinkt nun auch die Spannung U gemil

U= X'Q' <X3'Q’

(90 * A 80 : A

=U,, so dass D, sperrt. Wie aber noch immer U > U, ist, sperrt

D, weiterhin. Es kann wegen des unterbrochenen Stromkreises keine Ladung mehr
abflieBen. — Keine Ladungsverschiebung: Plattenladung Q' = konstant!
U:(X/X3)'U2,X4<X<X3, U1<U<U2

Dieser Zustand bleibt aufrecht, bis jener Wert x4 erreicht ist, fiir den gilt: Y = ﬁ
X4 X3

4—>1: Bet U=U, = X0 wird daher fiir x; <x<x, die Spannung U <U,, so dass D,
(90 N

leitet, wihrend D, weiter sperrt. Uber die ideale Spannungsquelle

U=U :xl'Q:X'Q(X)
: g4 ¢&y-4

ist die Spannung konstant an den Platten eingeprégt:
U=U1,x1<x<x4.

2

l)—> 2: Es flieBt keine elektrische Ladung. Daher wird keine Arbeit verrichtet: W, = 0.

Uy,-g-4 U,-¢,-4
X ) X3

Spannung U, die Ladung A4Q zu treiben, muss vom Plattensystem die Arbeit W>; als

elektrische Arbeit W3 =1-U, - At =U, -1-At =U, - AQ verrichtet werden und wird

positiv gezihlt.

Uy-gy-4 U,-g-A4 Uy -en-A Uy-gy-A
W23:U2'AQ=U2'( 2°6p-4 Uy J:Uz,(l 04 Uy & J
X X3 X X3

2 —3: Die abflieBende Ladung ist Q—-Q'= =40. Um gegen die

3 — 4: Es fliefBt keine elektrische Ladung. Daher wird keine Arbeit verrichtet: W34 = 0.
4 —>1: U, liefert wegen U; >U Ladung an die obere Platte von der unteren Platte. Da iiber

die ideale Spannungsquelle U =U, = %0 - Q(x) die Spannung konstant an den
&y A &y A
Platten eingeprigt ist, ist die gelieferte Ladung beim Erreichen x = x;:
0 -0=U;-¢ -A-(L—ij:—AQzUz - &) -A-(L—LJ<O. Die von der Quelle
X4 X1 X3 Xy

U, dabei verrichtete und dem Plattensystem zugefiihrte elektrische Arbeit wird negativ
gezéhlt und ist Wy, =-U, - AQ.

Uy-gy-A U,-g,-4 Uyi-en-A Uy-gy-A
W41:—U1-AQ:—U1-( 2°6p-A4 Uy J:_Ul'(l 04 Up-& J
X2 X3 X X3

Damit werden die Energiebetriage
(1) Wy =—¢y-A4- (Ul [x=U,/ x3)-U 1 von Quelle 1 an die Platten geliefert,
(ii) Wy =&, - 4-(U,/x, = U, /x;)-U, von den Platten an Quelle 2 abgegeben.
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Die den Platten von der externen bewegenden Kraft zugefiihrte mechanische Arbeit ist
demnach
(i) Wiech = Wia + Was + Wag + Wy =Wz + Wy = 55 - 4-(Uy /3 = U, /x3)- (U, = U ) > 0

Wegen Y > Y (siehe Bild G9.2) und wegen U, —U,; >0 ist W ., >0. Es muss somit
XX

mechanische Arbeit an den Platten von extern verrichtet werden, um den Ladungsfluss je

Zyklus AQ fiber die Spannungsquellen durchfithren zu kénnen.

Aufgabe G10 [Pre]: Verschiebbare Platte im Luftspalt

In dem in Bild G10.1 skizzierten Magnetsystem ist die magnetisierbare Platte im Luftspalt
horizontal (x) verschiebbar.

b

o‘ Pr"m
// -~ T
c M0
Pl e
L]
0

a X

Bild G10.1: Skizze der verschiebbaren Platte [Pre]

1) Berechnen Sie ndherungsweise bei Vernachldssigung aller Streufelder den
Verkettungsfluss # =L-1 der Spule als Funktion der Lagekoordinate x>0 und der
erregenden Stromstirke /. Verwenden Sie die Bezeichnungen von Bild G10.2!

2) Skizzieren Sie die Induktivitit L/ L, in Abhédngigkeit der Position x/a. Geben Sie den

Punkt mit x =¢a auf der Kurve an!

T
v ;| // A, =(a+x)b
0 YYY rv1r1rmnnrmnrh%rmr‘l B,
0 %r nri\'im B.
. )
5 i A,=ab

I
P, U

Bild G10.2: Flussfade in der verschiebbaren Platte [Pre]
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Aufgabe G10 (L.6sung): Verschiebbare Platte im Luftspalt

1)

Der Durchflutungssatz liefert (Bild G10.2) BisiBrse (B, + Bz)-i =N-1I,
Ho Ho Ho
a+x )

und der Satz vom magnetischen Hiillenfluss @ = B, -(a + x)- b=B,-a-b= B, =

Daher ist (1+a+x)81:2-a+x.81:,uo-—]\7-1’ Q:M-a-b- arx

.Bl-
a

a a ) o 2oa+x’

M-I,Loz N 4b.

also ¥(x,/)=N-®=1L,- o s
.a x .

2)

Die Induktivitit L in Abhéngigkeit der Position st ==
0 a LO 2+ i

a

L
LO

|
|
|
|
|
|-

2,0

|
|
|
|
|
[ —
|
|
|
|
|
|
|
|
|

—

a1
|

15

1,0

0,5

0,0

o t--— ¥

3 5 6 7 8

-
!
!
1
I
i
n
n
|
u
u
l
!
!
1

Q=

2 4

Bild G10.3: Die Induktivitit L/ L in Abhéngigkeit der Position X/ a
X
2+2-—
2-la+x 2-la+x L
20o) gy, gy 22 Y
‘a+x ‘a+x L 14X
a

Y (x,1)=L, -

Aufgabe G11 [Pre]: Induktives Wandlersystem

Das im Bild G11.1 skizzierte Wandlersystem eines induktiven Wegaufnehmers besteht aus
zwei festen Eisenjochen und einem parallel vertikal verschiebbaren Eisenanker.

1) Berechnen Sie allgemein die Selbstinduktivititen L;, L, und die gegenseitige Induktivitiat M
der beiden Wicklungen als Funktion der bezogenen Verschiebung &/, —1<&/1<1. Nehmen
Sie dazu die Eisenteile als ideal magnetisierbar an ( x4z, — ) und vernachldssigen Sie die

Streufelder!
2) Entkoppelt die Spule 1 von Spule 2 oder nicht? Geben Sie den Grund an!
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3) Skizzieren Sie die Induktivititen L;/L, und L, /L, in Abhingigkeit der Wegmessung

2
EN (L, = %]A ). Die Wegmessung erfolgt fiir kleine Wege &/ << 1.

| sz e vy ]
Y
e o' 15%57,
felelein 2 L%l

A

Bild G11.1: Induktives Wandlersystem [Pre]
4) Geben Sie die induzierten Spannungen in den Spulen 1 und 2 bei kleinen Wegénderungen
& an! Die Spulenanschliisse @ und @ sind nun in Reihe geschaltet. Geben Sie fiir diese
Differenzmessung die Summenspannung u in Abhdngigkeit des kleinen Wegs & an!

Aufgabe G11 (Losung): Induktives Wandlersystem

1)

@ ( Spule 1

@ [ Anker

@ @ spule 2
Bild G11.2: Flussfade in dem induktiven Wandlersystem bei unendlich permeablem Anker [Pre]

Aus den Verkettungsgleichungen ¥, =L, - Iy + M -1,, ¥5 =L, -1, + M - I,
und nach Anwenden des Durchflutungssatzes gemifl dem Bild G11.2 folgt speziell fiir 7, =0
5(/1:Ll.jl:N.@:N.B.A:N.#O.&.A, LIZM_
2-(1-¢&) 2-1-(1-&/1)
po-N>-4
2-1-(1+&/1)
Bild G11.2 wegen u, — oo nicht mit Spule 2 verkettet und umgekehrt:

bzw. speziell fir [, =0: ¥, =L, -1, = L, = . Der Fluss von Spule 1 ist gemif
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(L =01, 20)=0=0+M -1, =>M =0.

2)
M = 0: Es ist Spule 1 von Spule 2 (wegen des Ankers mit x — o) magnetisch entkoppelt!

3)
2 2
Fur é<<1: Ll ;M.(l+éj:Lo.(l+éj, L2 ;M.(l_éj:Lo (l_éj
l 2-1 l l 2-1 l l
L™ By
L, L
L >< By
0 s
l
Bild G11.3: Die Induktivitdten L,/Ly und Ly/L, in Abhingigkeit der Wegmessung &/1
4)
diy di, ) ) . o .
u =1L o u, =1L, I Da Spule 1 und Spule 2 in Reihe geschaltet sind, gilt i, =—i, und
di di di ) & &
daher: u=u,+u, =L -——L, —=(L,—L,)-—, mit L =L -(1+—j, L,=L -(1——),
121dt2dt(12)dt 1=1o / 2 =1L /

proportional und erlaubt so eine induktive Wegmessung!

Aufgabe G12 [Pre]: Induktiver Wegaufnehmer

Bild G12.1 zeigt ein Magnetsystem mit ideal magnetisierbarem Eisen zur Umwandlung
kleiner Verschiebungen x in ein elektrisches Signal. Vernachléssigen Sie Streufelder!

1) Berechnen und zeichnen Sie mit Bild G12.2 die gegenseitige Induktivitét M(x)/L, zwischen
der innen liegenden Aufnahmespule A und der auflen liegenden, geteilten Erregerspule E als
Funktion der Verschiebung x mit —-I1<x/a<1! Verwenden Sie die Abkiirzung
Li=yy-Ny-Ng-A4/(2a)!
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2) Berechnen Sie die Induktivitat M(x)/L, in Abhingigkeit sehr kleiner Verschiebungen
|x / a| <<1 und tragen Sie dies in Thr Bild M (x)/ L, ein! Wie groB ist mit diesem Ausdruck die
induzierte Spannung in A aus der Veranderung der Flussverkettung?

11
II- I!-\ V / "\J A
o >
0 /
L B,
] e g }a
n |
N2 Rl [0 IR B E Q)| N2 v T
i — - » » B
a B,
A 4> A
— <+ P>
a+x a-x a+x a-—x
Bild G12.1: Induktiver Wegaufnehmer [Pre] Bild G12.2: Magnetische Flussdichte im

induktiven Wegaufnehmer [Pre]

Aufgabe G12 (Ldsung): Induktiver Wegaufnehmer

1

A)usgehend von den Verkettungsgleichungen

Ye=Lg-Ip+M-1,, ¥y=L,-1,+M- I,

haben wir mit Bild G12.2 speziell fiir /, =0

Y =Ny -A-By=M-I.

Mit der Abkiirzung k =y, - Ny - I folgt aus dem Durchflutungssatz wegen u — oo:
B, -(a+x)+B2 -(a—x):,uo “Ng-Ipz=k,
By-a+B,-(a—x)=pty-Np-15/2=k/2.

Der Satz vom magnetischen Hiillenfluss flir den beweglichen Anker liefert
D -Dy+D3;=0=>B —-B,+B;=0= By =B, -B,.

Es ergibt sich B, -(a—x)+B,-(a+x)=k,
(B,~B,)-a+B,-(a—x)=B,-(2-a~x)-B,-a=k/2.

—a

. o . . B, a-x a+x k
In Matrixschreibweise sind diese beiden Gleichungen . = .
B )\2-a-x k12

Mit der CRAMER-Regel und der SARRUS-Regel folgt die Losung:

k a+x a x x 3
P N O ) I ()

B, = =

? —(a—x)-a—(2-a—x)‘(a+x) —a*+x-a-2-a*-2-a-x+x-a+x’ 3.0 —x
- 3.
e I ey

By = - R N R I
-3-a” +x 3-a” —x
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t(3039) +5-5)
By =B, +(-By) = + = b

3.2 —x? 3.2 —x? _3-a2—x2'
Nach Einsetzen in den Ausdruck fiir ¥, erhalten wir (Bild G12.3)
k-x 2-x/a
Y =Ny, A-By=N4 A ———=M-1Ip, Mx)=—FF%-L; .
A A 3 A 3.a2_x2 E () 3—(x/a)2 1

Bild G12.3: Die Induktivitit M (x )/ L, in Abhéngigkeit der Verschiebung x / a und gestrichelt die Niherung
fiir sehr kleine Verschiebungen aus Null und aus x = +a.

2)
W, =M(x) I, =L/“2-14 <250, mit x/d|<<1, M(x)==-Z.L, (siche Bild
a

3—(x/a)
G12.3). Die induzierte Spannung in A ist bei kleinen Verschiebungen x/a << 1 direkt

_ ], v, 2 1
proportional zu x und zur Anderung des Erregerstroms: U A| 0= ¥y SEES L a;,—f .
4=

Aufgabe G13 [Pre]: Ersetzen einer Spule durch Dauermagnete in einem Magnetsystem

Im dem im Bild G13.1 angegebenen, drehsymmetrischen Magnetsystem erzeugt die Spule im
radialen Luftspalt den magnetischen Fluss @; =0.27mWb. Zur Verkleinerung der axialen
Abmessung soll die Spule bei gleichbleibender Luftspaltweite gemall Bild G13.2 durch eine
transversal magnetisierte Selten-Erd-Dauermagnetscheibe (Material Sm;Co;7) mit der
Remanenzflussdichte (20°C) Bz =0.95T ersetzt werden.

Die Hystereseschleife des Magnetmaterials (Bild G13.3) kann im dritten Quadranten der By-
Hy-Ebene durch die Magnetkennlinie By, (H ;) = 1 - H s + By (fir By > 0, Hy < 0) ersetzt
werden.

Wie grofl muss die Scheibendicke /,, sein, wenn der gleiche Luftspaltfluss wie bei der
elektrischen Erregung erreicht werden soll?

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Grundlagen / 32 Elektromechanische Systeme 1

//Y\\:\ :

]
[}
[
L}
]
|
I
|
20 mm
I
1
|
20 mm

i

N
RN
‘:\3‘ =
N

A I=035A -
} ! : :
" A=5mm
Bild G13.1: Magnetsystem mit Spule [Pre] Bild G13.2: Magnetsystem mit Dauermagnet [Pre]
Q»\\
o
A
v | Bm 7
/
/
/
/ IJM(H M)
a Br S s I Is
/5e* |
£ e »
—Hcy| /~Hca 0 Hs  Hy

Bild G13.3: Kennlinie eines Selten-Erd-Dauermagneten: Magnetische Flussdichte By und magnetische
Polarisation Jy iiber der magnetischen Feldstirke Hy (By = to'Hy + Jvm(Hw))

Aufgabe G13 (Losung): Ersetzen einer Spule durch Dauermagnete in einem Magnetsystem

Da pp, — ooist, ist also die magnetisierende Durchflutung fiir das Eisen Vp,=0! Es

verbleiben die magnetisierenden Durchflutungen fiir das Magnetmaterial (M) und den
Luftspalt (L), Bild G13.4. Der Luftspaltfluss und die magnetische Spannung am Luftspalt sind
@, =027mWb, V; = N-1=500-0.5=250A. Diese sollen beim Tausch der Spule gegen den

Magneten erhalten bleiben. Aus @, =B,, - 4,,, B,, = 1, - H,, + By folgt
Uy -Hy =@, /Ay —Bg. Zusammen mit dem Durchflutungssatz fiir eine geschlossene
Feldlinienkurve C gemal §FI -ds =H; -1y +V; =0 =0 folgt also
C
Vi __ Mo Vi
HM BR - cDL /AM
Magnetscheiben-Querschnittsfliche: 4, =7 -d 2/4=7-20*/4=100- 7 mm?,
/- oV 4.7-1077-250
Br—®; /Ay 0.95-0.27-107/{100-7-107°)

Ly

=3.46x10"m .
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Die Sm,Co;7-Magnetscheibe muss nur ca. 4 mm dick sein. Dadurch wird das Magnetsystem
viel kleiner als mit der Spule. Weiter entfallen die Spulen-Stromwérmeverluste.

W > @
2 L
VM :H_-u'f_.'.fh——l = \; \!’—‘ =
”2 i { SN = o
Qs

o

hy
Bild G13.4: Flussfade in dem Magnetsystem mit der Dauermagnetscheibe [Pre]

Aufgabe G14 [Pre]: Magnetsystem fiir einen Lautsprecher

L M

NN

N RN

30
20

SN AN\ Y

A

AN\

2|2 s

- L b,

Bild G14.1: Magnetsystem fiir einen Lautsprecher Bild G14.2: Magnetische Flussdichte im Magnetsystem
(Luftspalt L, Dauermagnet M) [Pre]

70

Der im Bild G14.1 dargestellte, kreiszylindrische Magnetkreis (Abmessungen in mm) wird
durch eine radial magnetisierte NdFeB-Dauermagnethiilse M mit der Remanenzflussdichte
Br =1T (40°C) erregt. Vernachldssigen Sie die magnetischen Spannung in den Eisenteilen
und die Streufliisse! Berechnen Sie so den Wert der Flussdichte im Luftspalt L! Verwenden
Sie die Bezeichnungen von Bild G14.2! Wie in Bsp. G13 kann die Hystereseschleife des
Magnetmaterials im dritten Quadranten der By-Hu-Ebene durch die Magnetkennlinie
By (Hy )= o - Hyp + By (fir By > 0, Hy < 0) ersetzt werden.

Aufgabe G14 (Losung): Magnetsystem fiir einen Lautsprecher

Es gelten der Durchflutungssatz fiir eine geschlossene Feldlinienkurve C (gestrichelt in Bild
G14.2 angedeutet) §H -d5 =0 =0: pup, >0 Hp, =0=>§H -dS =H -l +Hy -1, =0
c c
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und der Satz vom magnetischen Hiillenfluss (Bild G14.2), der einen konstanten Fluss am
Magneten und im Luftspalt fordert (keine Streufliisse beriicksichtigt!):

@; =Dy, = By - A; = By, - Ays - Zusammen mit der Magnetkennlinie

By = Bp + 1y - H, und der Luftspaltflussdichte B; = 1, - H; erhalten wir

BL:A_M'(BR_L'BLJ , By = Br .
%) % A Ay +1L
Mit den Werten 4, =%-(40+44)-71'-20 mm?, [, =%-(40—44) mm,
Ay, :%-(64+70)-7r-30 mm?, /,, =%-(70—64) mm,
ergibt sich daraus B, =0.92T.
Aufgabe G15 [Pre]: Gemischt erregter Magnetkreis
100
80
40 4 By, l
:
B .| & | F“
1 Y
© st ‘j
— ' .|
N— | 0 m _* a0 pes u
o f 3 L
I
L -
= ‘ \ A V
b | =lq 7
i b
20
a) b) JE"|1'I.

Bild G15.1: a) Das drehsymmetrische Magnetsystem, b) Bezeichnungen [Pre].
Durch den konisch verjlingten Polschuh erfolgt eine Flusskonzentration, so dass trotz des niedrigen Ferrit-
Remanenzwerts 0.3 T eine deutlich hohere Luftspaltflussdichte By erreicht werden kann.

Das drehsymmetrische Magnetsystem aus dem Bild G15.1a (Abmessung in mm) enthélt zur
Erzeugung des Grundwertes B;, der magnetischen Flussdichte B, im Luftspalt L eine
transversal magnetisierte Ferrit-Dauermagnetscheibe M mit er Remanenzflussdichte
Br =0.3T. Durch die Spule soll B; im Bereich von *+30% veridndert werden kénnen, wozu
eine Stromquelle mit -1A<7<1A verfligbar ist. Setzen Sie die FEisenteile als ideal
magnetisierbar voraus ( 1, — ) und vernachldssigen Sie die Streufliisse! Verwenden Sie

die Bezeichnungen von Bild G15.1b! Wie in Bsp. G13 kann auch die Hystereseschleife des
Ferrit-Magnetmaterials im dritten Quadranten der By-Hy-Ebene ndherungsweise durch eine
lineare Magnetkennlinie B, (H ;)= 1 - H,s + By (fir By > 0, Hy < 0) ersetzt werden.

1) Wie grof3 ist die Windungszahl N zu wihlen?
2) Uberpriifen Sie den Flussdichtewert B, mit der Windungszahl aus Frage 1), wenn die
Spule mit -1 A gespeist wird!
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Aufgabe G15 (Losung): Gemischt erregter Magnetkreis

1)

A =20%-7/4=3142mm*, 4, =40%-7/4=4- 4, =1256.6 mm’

Mit den Beziehungen aus dem Bild G15.1b und der getroffenen Annahme uy, — oo gilt der
Durchflutungssatz fiir eine geschlossene Feldlinienkurve C gemil

§H-ds =Hy Iy +By 1 [ug=@=N-1I.

C

Ohne Streufliisse folgt die Flusskonstanz @ = konst.: @ = B; - A; = By, - Ay, - Mit der

Magnet-Kennlinie B,, = B, + 1, - H,, werden nun die Unbekannten B, ,H,,,B,, bestimmt.

Es folgt aus

o N-1=By -1, +(By —Bg)-Lyy =1Ly -[((1, /1) +(A, ) Ayp))- B, — Bg] die GroBe

= Br+pg-N-1/ly

(U /Iy +(Ap [ Ayp)

B By B 0.3 B 0.3 B

Uy L)+ (A Ay (1.5/6)+(1/4)  0.25+0.25

entsprechend 0.6 T.

Durch den konisch verjlingten Polschuh erfolgt eine Flusskonzentration, so dass trotz des

niedrigen Ferrit-Remanenzwerts 0.3 T die deutlich hohere Luftspaltflussdichte B, = 0.6 T
erreicht werden kann.

und speziell fiir / =0 der ,,Grundwert*

By 06T,

Fiir die Wahl von N ist das Verhéltnis B, —14*o N1 =N :M'(i_lj

By By -y Ho- I \ B
maligebend. Weil B, im Bereich von +30% veridndert werden soll, folgt
Ho NoL_ g3 mit 1=+1A.
BR * lM

Soll sich nun fiir / =1A der Wert B, =1.3- B;, einstellen, so erfordert dies die Windungszahl

-3
N=Behe | B ) 036007 45 1) 4297~ 430.
-1 \ B, 4.-7-107" -1

2)

B, _y, Mo N1 :1_4-”-10*7 -430-1
B, By -1y, 0.3-6-107°
Die Flussdichte B, ist wie gefordert um 30% kleiner als B, . Die Wahl der Windungszahl
430 ist in Ordnung!

=0.6998~0.7 T.

Spulenstrom: / =—1A:

Aufgabe G16 [Pre]: Kapazitiver Wegaufnehmer

Der im Bild G16.1 skizzierte Wegaufnehmer besteht aus drei parallelen Platten mit den
Flichen A. Die beiden dulleren Platten liegen im festen Abstand 2/, die mittlere Platte wird
iiber den zu messenden Weg & aus der Mittellage parallel verschoben.

1) Berechnen Sie die Kapazititen zwischen der mittleren Platte zu den beiden duferen
Platten! Verwenden Sie die Abkiirzung Cy =&, - A4/1.

2) Zeichnen Sie das elektrische Ersatzschaltbild fiir den kapazitiven Wegaufnehmer.
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3) Berechnen und skizzieren Sie den Effektivwert U, der Ausgangswechselspannung U, als
Funktion des Wegs 6 im Bereich —/ <6 </, wenn der Aufnehmer mit der Wechselspannung
u(t) = Re{\/z U - e’ “’t} versorgt wird. Der Ausgangsstrom [, infolge U, sei Null!

Vernachléssigen Sie E-Feld-Inhomogenitédten an den Plattenrdndern!

e~
oy

(2=

C) -{—- ““““ \,P?"_E

! T

Bild G16.1: Kapazitiver Wegaufnehmer [Pre]

Aufgabe G16 (Losung): Kapazitiver Wegaufnehmer

1)
Bei Annahme eines £E-Homogen-Felds zwischen den parallelen Platten folgt fiir die Kapazitit
zwischen oberer Platte und Mittenplatte fiir —/ < </

A A C

Ci=¢- =& =—"_ und zwischen unterer Platte und Mittenplatte
1+6 1-(1+6/1) 1+65/1
C, =z, 4 _ . 4 C,

-5 ' 1(1-s/) 1-0/I

2)
Bild G16.2
3)
1
AL &_ ] CO'CZ 1 g_
la—O. Q_ 1 . 1 _1 g ’Qa+2_Q2
¥ a)'Cl ]a)C2 Cl
5 G G 1_1+5/1
U,=U- IC _gzg. IC _1 =U- I I A O };g%:
1+-2 2 1+2 2 T e
1 1 G 1-9/1
1
:g. _2_5/1 :_iU = Ua:i U.
2 2 21 21

Der Betrag des Effektivwerts der Ausgangsspannung ist bei stromlosem Spannungsausgang
(= in der Realitdt hochohmiger Abschluss z. B. durch einen Operationsverstirker) direkt
proportional zum Weg ¢ (dargestellt in Bild G16.3).
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U
O L 4
—‘T pa
| Gy CJ(1+0ID) = R ’
E_,’l — 2 :
T \/ gﬂ \,
U —< » O
U, = gl Iz
v i s 2 i !
vV C,| CJ(1-8ID) V ™ i .
o— o 1 0 ;e
Bild G16.2: Elektrisches Ersatzschaltbild des Bild G16.3: Zusammenhang zwischen dem
kapazitiven Wegaufnehmers Effektivwert U, und dem zu messenden Weg &

Aufgabe G17: Permanentmagneterregung

Ein NdFeB-Permanentmagnet (Hohe /y = 20 mm, Lange / = 10 mm, Breite » = 10 mm, Bild
G17.1) hat eine Remanenzflussdichte Bg = 1.2 T bei 20°C. Die Kennlinie wird fiir positive
Flussdichte By > 0 ndherungsweise linear beschrieben durch

Er ist in einem ideal magnetisierbaren Eisenkreis mit der Querschnittsfliche 4,, =b-/ und
der Flusspfadldnge s, eingefiigt (Bild G17.1a). Das Eisenstiick oberhalb des Magnets ist

langs der Koordinate x verschiebbar (Bild G17.1b), so dass die Luftspaltweite o entsteht.
Streufliisse werden vernachldssigt.
tr

A/ B ] B
m [ e Ree 5% N

b)

)

a)

Bild G17.1: Permanentmagnet im Eisenkreis: Magnetkreis a) geschlossen, b) gedffnet

1) Berechnen Sie fiir 6= 0 magnetische Flussdichte By; und Feldstirke Hy; im Magnet bei @ =
0 in der Spule! Was bedeutet die Annahme p;, = 1, fiir die magnetische Polarisation Jy,
und wie grof} ist sie?
2) Geben Sie mit der Maxwell schen Zugspannung py, allgemein und fiir 6 = 1 mm die Kraft
F(x) an, um das verschiebbare Eisenstiick um die Distanz x = 6 nach oben zu ziehen!
3) Wie groB} ist die zu 2) von auBlen am System verrichtete mechanische Arbeit Wieo(x)
allgemein und fiir x = 5 mm? Wie groB} sind zu x = 5 mm die Werte By und Hy? Ist By
kleiner als Bgr? Falls ja, ist der Magnet dadurch nicht irreversibel teil-entmagnetisiert worden?
Begriindung!
4) Skizzieren Sie mal3stéblich die Byv(Hwm)-Kennlinie im 2. Quadranten

0>2H, >-H; =—1100kA/m
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und die magnetischen Arbeitspunkte zu den Werten x = 5 mm und x = 0! Skizzieren Sie im
Bm(Hy)-Diagramm die Fliche, die zur Anderung der magnetischen Energiedichte Awy im

Magneten beim Ubergang von x = 0 auf den Wert x = & proportional ist! )
5) Zeigen Sie, dass die am System verrichtete mechanische Arbeit Wieo(x) als Anderung der

magnetischen Energie im Magnet AWy, und der magnetischen Energie W im Luftspalt &
gespeichert wird! Wie grof3 ist die magnetische Energie Wr. im Eisenkreis?

Aufgabe G17 (Losung): Permanentmagneterregung

1)

Anordnung x = 6 = 0 (Bild G17.1a), Eisen ideal magnetisierbar: pp, — o, daher: Hg. = 0.

Ampere’scher Durchflutungssatz: §FI ds =Hyhy +HpoSp, =Hyhyy =0=0, Hy =0,
C

By =B + 1y -H,r = Br =1.2T . Der magnetische Arbeitspunkt ist der Remanenzpunkt! Die

Annahme p;, = 1, bedeutet, dass die magnetische Polarisation J,, im Bereich

Hqe; > H,y; >—H; konstant J,;, = B =1.2 T angenommen ist!

2)

Magnetkraft Fy; auf das Eisenstiick in x-Richtung: Geschlossene Hiillfliche 4 um das
verschiebbare Eisenstiick (Bild G17.1b): Im feldfreien Raum ist wegen B = 0, H = 0 in x-
Richtung pmx = 0. Es verbleiben im Luftspalt 6 am Flachenstick Ay die Grofen
B=Bs,H=Hg=Bs/ 1y, die pmx = pms nach unten gerichtet bilden.

§H-d5=Hpyhy + HpySp, +Hs0 = Hyphy + Hs6 =@ =0, —Hyhy 16 =Hp.

c

Magnetischer Fluss ohne Streufliisse: @ = 4,,B,, = 4);Bs = B,; = B;.

B
Bs=By =Br—pig-Hs-6/hy, =Bp—Bs-8/hy, >Bs=—2X&
S M R —Ho S M R S M S5 1+(5/hM)
. B Hs _ B% B2 - B2.1-b
Pms €x =~ 2 5'ex:__5'ex:_ R z'ex:FM:_ & P
2 219 24 -(1+(6/hyy)) 20 -(1+(5/hyy))
2 2
Flx)=—Fyy (x) = Bz -1-b L F(x=1mm)= 1.2 _70.01 0.01 -
2p0 - (1+ (x/hyy)) 2-47-107" - (1+(1/20))
3)
t ., B:lb X _B}-l-b h *
Wmec(x):IF(x)'dx R j = R : M |
0 214 0(1+(x/hM)) 2 1y
1

W (x)——BR lth BR lb X
mee 21, 1+ (x/hy) 2uy 1+ (x/hy)’

2 2
Wmec(x=5mm)=1'2 0.01~  0.005 ~ 02297,

2471077 1+(5/20)
By 1.2
1+(x/hy)  1+(5/20)
einstellenden Luftspalt x = Jteil-entmagnetisiert, aber NICHT irreversibel, da idealisiert die
magnetische Polarisation Jy; = Br = konst. angenommen wurde. Bei einen Magnetmodell
By (Hy)=Bp+ s -Hyp o piyy > po, wire wegen By, (H ) =Jy + po - Hy, die

=0.96 T < By : Der Magnet wurde durch den sich

deBM:
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magnetische Polarisation gemif3
Iy =By — o -Hyp = B+ ptyy - Hyp — pto - Hyp = Bp +(yr — to) - H)y sinkend mit
negativem Hy von Hyy abhiingig. Es tritt eine Anderung der magnetischen Polarisation als

Abnahme bei Einstellung eines Luftspalts o auf, begleitet von entsprechenden, in Warme
umgesetzten Hysterese-Verluste im Magneten. Diese Jy-Abnahme wire daher irreversibel!

Hyy =—Hgsx/hy =—Bsx(pohyy ) =—Basx/(ighys ) =—0.96-5/(20-47-107) =—191.1kA/m

4)
By (~Hgy)=Bg— g - Hey =12-47-107-1.1.10° =—0.18 T,

BM(X:5) 35 B§ B —B 1 Bz 35
Awy = [Hy(By)-dBy = [Hy(By)-dBy = [ —%.aBy, :_'(TM_BMBR]
By, (x=0) By By Hh0 Ho Bp
1 (B By o) 1 )1 o _ 1 2
Awy =—| === BsBp ——2~Bp |=——(Br = Bs) = (Bp =By ) = = 4Bj;
Ho | 2 2 2 g 2 g 2 pg
Da — H;(x) = By x /(uphy ) ~ By ! 1y proportional zu B, / p ist, gilt:
Awy = —M 5 ulHo  ABy ZAHM , so dass dies proportional zur schraffierten
Dreiecksflache in Bild G17.2 ist!
magnetische Arbeitsgerade BM_/ I
bei Luftspaltweite x - Arbeitspunkt
3 beix =0
magnetischer Arbeitspunkt % ~swy, 1.2
bei Luftspaltweite x %
2 - 1.0
-15|00 ___ Hy/ kA/m
| : ‘ 0o
S L Memrsveresone e sesrsen e ey sboosess SNEE
Bild G17.2: Permanentmagnet-Kennlinie im 2. Quadranten
5)
Bp-l-b S
W, oe(x =08)=—£ : =AWy +Ws5=022917,
1 1 By Y
V’L 21 2 pag 1+(6/hy)
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2
AWy, =) .(BR'(‘”’“M)] -l-b-hM:%-(BM-(é/hM))z-l-b-hM,

2pg \ 1+(6/hyy) Ho
AW, = ;7 (0.96-(5/20)) -0.012-0.02 = 0.0458 J
2-47-10"
2 2 2
Ws = [ws-dV =ws-Vs= 55 'V5=BM 'V5:( 5 j 2 5,
v 2 pag 2 phg 1+(67hy)) 219
2 2 2 2
AWM+W§:zb.(BR (5/hM)J 'hM+( By ].5: I-b-Bg 2'5
20y |\ 1+(5/hyy) 1+(S5/hyy) 2uy -1+ (51 hy )" | by
2
AWy + Wy = [:b:0 By =W,..(x=0),
2uy - (L+ (0 hy))
2 2
=21 p5=— 29 0012.0.005=0.18331,
2 11 2-47-10"
AW, +Ws =0.0458 +0.1833=0.229T =W, ,.(x = 5mm),
BFe BFe
WFe: .[WFe'dV’ Wre = J.HFe(BI,’e)'dBI”e’ :UFe_)OOjHFeZO: Wre = J.O.dBI”eZO'
Ve 0 0

Die magnetische Energie ist im ideal magnetisierbaren Eisenkreis Null: Wg. = 0.

Aufgabe G18: Seitenkraft auf ein Anker-Stiick bei Permanentmagneterregung

In einem ideal magnetisierbaren Eisenkreis mit rechteckigem Querschnitt / x b (Bild G18.1,
seitliche Lange / = 20 mm, Breite b = 25 mm) ist ein quaderférmiges schwach
magnetisierbares ,,Anker*“-Stiick eines Aktors (rel. Permeabilitdt g = 10, Héhe # = 30 mm)
seitlich verschiebbar (Koordinate x, 0 < x < /) angeordnet, wobei die beiden Luftspalte o
zwischen ithm und dem Eisenkreis ober- und unterhalb vernachlissigbar klein sind. Ein idealer
NdFeB-Permanentmagnet (Jv = konst. = By fiir H,; >—H; =—1100kA/m) hat die Hohe
hy = 10 mm, / und b wie oben, und eine Remanenzflussdichte Bg = 1.2 T (20°C). Er erregt im
Eisenkreis ein B-Feld, das sich entlang der idealisierten Feldlinien (Kurven Cj;, C;
entsprechend der Stellung x ausbreitet. Seitliche Streufliisse werden vernachléssigt.

1) Wie wird die Magnetkennlinie B,,(H,,) fiir positive Flussdichte By > 0 beschrieben fiir
Hy >-Hq; =-1100kA/m? Wie groB sind die magnetischen Feldstirken /A und
Flussdichten B im Eisenkreis (Hpe, Br.), im Anker (H,, B;) und seitlich daneben (H;, B))
sowie im Magneten (Hy, By ) allgemein fiir eine Lage x?

2) Geben Sie Zahlenwerte fiir die Lagen x = 0 und x =/ an!

3) Skizzieren Sie maBstiblich die Bu(Hwm)-Kennlinie im 2.  Quadranten
0>H,  >-Hy; =-1100kA/m und die magnetischen Arbeitspunkte zu den Werten x = 0
und /! Zeichnen Sie die dabei auftretende (reversible) Anderung der Energie/Magnetvolumen
Awy als Fldche ein! Ist diese Flache positiv?

4) Berechnen Sie mit Hilfe der Maxwell-Spannung die seitlich wirkende Magnetkraft Fy, auf
das Ankerstiick fiir 0 < x </ allgemein und die Zahlenwerte F1,(0) und Fi(/)!

5) Berechnen Sie damit die mechanische Arbeit Wy, allgemein und als Zahlenwert fiir die
Bewegung des Ankerstiicks von 0 nach /!
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6) Aus welcher Energie wird Wy, bereitgestellt? Bestimmen Sie dazu die dabei auftretende
(reversible) Anderung der Energie im idealen Magneten AWy sowie die im Ankerstiick und
daneben im Luftspalt gespeicherte magnetische Energie W,(0) und W, (/). Stellen Sie damit
eine Energiebilanz auf! Zeigen Sie, dass sich damit Wy, ergibt und begriinden Sie das
Ergebnis!

¢, C, 2
L\ Ao
8 |
A f | : 1
‘ M .
H | | - I ]
h Hzf +H1 h“] i ilH‘\I
| o N -
4 }w: I ! :
O i

Bild G18.1: Eisenkreis mit seitlich verschiebbarem Anker-Stiick und Permanentmagneterregung

Aufgabe G18 (Losung): Seitenkraft auf ein Anker-Stiick bei Permanentmagneterregung

1)
Magnetkennlinie: By, (H ) =J + o -Hyy = Bp + 14y - Hyr -
Ideal magnetisierbares Eisen: Hg. = 0! Ampere’scher Durchflutungssatz lings C; und C;:
§I:I'd§:HFeSFe+H1 h+HM hM :Hl'h—i_HM hM :0,
G
§FI'd§:HFeSF€+H2'h+HM'hM :HZ'h—i_HM'hM :0,
G
H, = H, : Die Stetigkeitsbedingung der Feldstirken-Tangentialkomponente ist erfiillt!
Hy =—Hy-hilhy, By =pgHy, By = pu-Hy = piy -y, - Hj.
Kein Streufluss, daher Flusskonstanz:
D(x)=x-b-By+(l-x)-b-By=b-1-By; =b-1-Bp,,
X-b-p-Hy+(I=x)-b-pg-Hy=b-1-(Bp+poHy ) =b-1-(Bgp —pigHy -h/hy),

Hy()=Hy()=— &0 Belth e X
i 1 LT P S S TS TR L
ny P ™ 1y
By(x) = Ex  Byw)=——He B

o+ (- 1) L N7 )
hy 1T hy 1T

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Grundlagen / 42 Elektromechanische Systeme 1

Br-(+ (=) ey -
Bu (x) = By (x) = By(x)- (1= &) + By(x) - £ = ’ SEU S Sy

X h
h7+1+7'(/ur_1) T+1+§'(:ur_l)

M [ M
hihy) - Bp/ hihy) - Bp/
™ ;e . Hr
2)

Bpluy 12/(47-1077)
N +1 30 +1
hyy 10
B1(0) = poH(0)=0.3T, B,(0)=pu-H,(0)=10-0.3T =3T. Dieser hohe Wert

(,,Flusskonzentration®) tritt auf der Breite Null auf, da das Ankerstiick noch au3erhalb des
Eisenkreises liegt. Beim Einriicken sinkt dieser Wert wegen der zunehmenden Breite x ab!

B (0)= Br(0)=— 2 —=03T=B,(0),

—+1
hy
By (0)—Bp _ 0-3‘1'_27 =-716.2 kA/m .

Brlpy _12/(4r-107")

EHO
10

x=0: Hy(0)=H,(0) =

=238.7 kA/m

H )y (0)=

x=1 Hy(l)=H\()= =73.5kA/m,

hy
Bl(l)::uOHl(l):OO92T7
Be-p,  12:10
L+yr &+10
hy 10

Hy ()= By ()= Bp)/ uy = (0.923—1.2) /(47 -1077 ) = —220.4 kKA/m .

By(l)=p-Hy(1)=0.923T, By (1) = Bp,(I) = =0.923T = By(]) ,

3)
By (~Hgy)=Bg— g Hey =12-47-107-1.1.10° =—0.18 T,

Magnetische Arbeitspunkte:
x=0: B);(0)=03T, Hy;(0)=-716.2 kA/m
x=1I By, (1)=0923T, Hy,;(/)=-220.4 kA/m .

By (1)
Awy, = IHM -dB); <0:

By (0)
Die Anderung der Energiedichte im Magneten entspricht der grauen Fliche in Bild G18.2, die
wegen B, (1) > B;,(0) und H,,; <0 negativ ist. Die Energie im Magneten nimmt ab.
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By/T

r Y

magnetische Arbeitsgerade /
L 1:2

magnetische Arbeitsgerade
beix=0

.......
.
"
-----

Bild G18.2: Permanentmagnet-Kennlinie im 2. Quadranten

4)

Beim Hineinbewegen des Ankers in den Eisenkreis tritt an der Grenzfliche zwischen Luft (1)
und Anker (2) jeweils die gleiche Tangentialfeldstirke H; = H, auf, aber ungleiche
Flussdichten B, > B;. Die in Richtung e, ,, positiv gezédhlte Maxwell-Zugspannung p,;

auf den Luftbereich tritt mit dem Winkel 2o = 7 zur Grenzflichen-Normalen auf (Winkel
der Feldvektoren H 2 EZ zur Grenzflichen-Normalen ist o = 772). Sie ist entgegengesetzt zu
€,1_s, gerichtet. Die in Richtung e,,_,; positiv gezdhlte Maxwell-Zugspannung p_, auf den
Anker ist aus dem gleichen Grund entgegengesetzt zu é,,_,; gerichtet und wird mit den
auBerhalb des (eingeschlossenen) Ankers wirkenden FeldgroBen H,, B, berechnet. An der
Grenzfléche tritt folglich die resultierende Maxwell-Zugspannung p,, = P, + P auf, die in
Richtung €, _,; =—€,,_,, positiv ist.

Pm ==€n152 By Hy-0.5+(=€p "By -H -05) =€y - Hy-(By—By)-0.5=¢y, 1" P>

_ by —1). B2
F,(&)=p, b-h=b-h-H3(&) - L_boh-(u =) Bp/2py)

2 h
(—+1+&- (1, — 1))
hM
— . 2 . _3- . _3- —_— . 2 . . _7
Fm(O):b h (,urhl) By ((249) _25-107-30-10 (31(()) 1)-1.2°/(2-47-10 ):241.7N,
(——+1)° C+1)?
By, 10
J— . 2 . _3- . _3- — . 2 . . _7
Fm(1)=b h (y,h 1) Bp (244) _25-107-30-10 3(1)0 D-1.2°/2:47-107) _ oo
(-~ +u,)° (- +10)
hy, 10

Achtung: Bei x = [ ist der Anker im Eisenkreis in symmetrischer Lage, so dass auch an der
linken Seite des Ankers die Kraft £, ;4 (/) = —22.9 N aulftritt. Damit ist in Summe die Kraft

auf den Anker Null: £, ,oopis (D) + Fyy 1inks (1) = 0.
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5)

Winec JF (x)-dx=1- jF (&)-dé=1- Jb he gy =) By ) .

0 —Fl+e: (4 = 1)
I

1
1
'([(AJH;‘ B? A-(4+B)
b h (u, - 1) Bj /(219)  0.02-0.025-0.03-(10—1)-1.2% /(2-47-107")

30 30
(E”) (Ewr) (o + DG 10

N
]

=1487.5m]

Abschitzung zur Kontrolle:
Wee =1+ (F,,(0)+ F,,(1))/2=0.02-(241.7+22.9)/2 = 2646 m]

6)
Die Energie fiir Wy, wird aus der Abnahme der Energie im Magneten und im Luftspalt-
Ankerbereich bereitgestellt.

By (D
AWy = Awyg Loy =b-lohy - [ Hyg-dByy =V - 20O T @D iy (0))
— 2
Vs B (0)
By, (0)+ B, (I)-2B
Ho
Hy 2 1 2 U 2 1 2
W, (0 :l-b-h-—-H 02 =V-—— By, (02, W, )=V -2 H,(1)* =v-— B,
m(0) 1(0) o v (0, W, (D) 5 2(D) oy m (D)

Energlebllanz W, 0)+W, 0)=W,(D+Wy (D)+W, 00 »
Winee = Wi (0) =W (D) + Wy (0) =Wy, (1) = W, (0) = W, (1) = AWy,

14 By()*| V. h
Wonge = ——-| By (02 =21 T ot (5, (0)+ By (1)~ 2B4) - (Bys (1) = By (0)
2 pg Hy 2py h
14 By (D h
Wonec = g-(BM (2 = ALD L( (0):+ By (1)~ 285)- (B (0)- By (D)J
0 r
Mit den Abkiirzungen B, (0) = B,y = By - , By (1) =By, = Bp -———— folgt:
h+ hM h+ p.hy
v B3, h
Wee = | Bygo =ML+ =L (B0 - Biy —2Bg - (Byro — Bugy)
2:“0 r h
14 h 1 hy . 2h
Wec :2—'(31%40 (=) = By (=M - By (B —BMI)J
Lo h ok h
T 2uy \Uh hM hl h hM Hh h (hthyg) - (h+ paphy)
wo BRV My (1w, (-p)h
2y b \hthy o b by (h+hyy)-(h+ phy)
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2 f—
Wmec:Bthb'hz%/[' M, —1

210 (h+hy)-(h+ phy)
Physikalische Begriindung: Die Abnahme der magnetischen Energien im Magneten

AWy, =0.01-0.02-0.025- 0.3+0.923 27' L2, (0.923-0.3)=-1458.8 mJ
247107

Dies ist identisch mit 5).

1 1
und im Luftspalt-Anker-Bereich W,,(I)-W,,(0) =V eV By, (l)2 -V T By, (O)2 ,

H Ho
w,()-W,(0)=508.46 mJ] —537.15 mJ = -28.69 mJ ist genau die verrichtete

mechanische Arbeit: 1458.8 mJ +28.7 mJ =1487.5mlJ .
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W Wiederholung
W1 Elektrische Schwingkreise: Ausgleichsvorgang, Resonanz, Filterwirkung
W1.1 Serienschwingkreis

a) Das einfachste schwingungsfdihige System hat zwei Energiespeicher:

Eine Serienschaltung aus Kondensator und Spule ist schwingungsfdhig (Serienschwing-
kreis). Die elektrischen Grof8en Strom und Spannung sind dabei die schwingenden Grof3en.
Bei diesem einfachsten Schwingkreis sind zwei Energiespeicher erforderlich, zwischen denen
Energie ausgetauscht wird. Hier wird elektromagnetische Energie zwischen dem Kondensator
(elektrischer Energiespeicher) und der Spule (magnetischer Energiespeicher) ausgetauscht.
Ein Ohm’scher Widerstand in Serie zu Kondensator und Spule ist die schwingungsddmpfende
GroBe, da dort elektromagnetische Energie in Warmeenergie umgesetzt wird.

b) Eigenschwingung, Eigenfrequenz, Dimpfung:

Dieser Austausch (hin und her Schwingen der Energie zwischen den Speichern) ist eine
Eigenschaft des schwingungsfdhigen Systems und erfolgt mit einer dem System eigenen
Frequenz, der "Eigenfrequenz" f;, Man nennt dieses Schwingen die "Eigenschwingung"
des schwingfahigen Systems. Der Ohm’sche Widerstand ist KEIN Energiespeicher; in ihm
wird die elektromagnetische Energie in Wiarme umgesetzt und damit dem System entzogen.
Damit ist der Ohm’sche Widerstand ein Schwingungsdadmpfer; er bewirkt, dass die Amplitude
der mit der Eigenfrequenz f; schwingenden elektrischen Spannung bzw. des elektrischen
Stroms mit der Zeit abklingt. Fiir die mathematische Modellierung werden die inneren
Verluste (Ohm’schen Widerstdnde etc.) von Kondensator und Spule mit dem Ohm’schen
Widerstand des Systems zum resultierenden Widerstand R zusammengefasst, so dass eine
ideale Kapazitit C und eine ideale Induktivitit L in Serie mit R den Resonanzkreis
mathematisch darstellen.

¢) Anregen der Eigen-Schwingung:

Bei jeder Schalthandlung (z. B. Einschalten oder Abschalten einer elektrischen Spannung am
Serienresonanzkreis, Verdndern eines oder mehrerer Systemparameter wie z. B. Zuschalten
eines Ohm’'schen Parallelwiderstands zum vorhandenen Widerstand, etc.) wird diese
elektrische "Eigenschwingung" angeregt und klingt mit der durch die Systemparameter
gegebenen charakteristischen Zeitkonstanten ab (gedampfter Schwingkreis).

d) Einfluss der Ddampfung:

Wird der Ohm’sche Widerstand (die Ddmpfung) zu groB3, so erfolgt das Abklingen so rasch,
dass keine Schwingung mehr zustande kommt. Der Vorgang wird vom periodischen
Vorgang ("'Schwingen') zum aperiodischen Vorgang ("Abklingen ohne Schwingen').
Jener Parametersatz aus R, L, C, wo das Schwingen in das aperiodische Abklingen iibergeht,
wird "aperiodischer Grenzfall" genannt. Eine weitere Erh6hung der Dampfung verdndert
zwar die Zeitkonstante des Abklingens, bleibt aber aperiodisch.

e) Beispiel eines mechanischen Schwingungs-Analogons mit zwei Energiespeichern.

Eine Masse (z. B. Kugel) an einer Feder (z. B. Schraubenfeder) auerhalb des Schwerefelds
der Erde ist ein schwingungsfihiges System mit zwei Energiespeichern. Die in der Feder
gespeicherte Energie wird beim hin und her Schwingen mit der kinetischen Energie
(Bewegungsenergie) der bewegten Masse ausgetauscht. Beim realen Experiment im
Erdschwerefeld kommt die Verdnderung der potentiellen Energie (Lageenergie) der Masse im
Erdschwerefeld als dritter Energiespeicher hinzu.
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f) Erzwungene Schwingungen.:

Wird von auflen eine periodische Verdnderung von Strom oder Spannung im Serienschwing-
kreis z. B. durch Anlegen einer aus einem Wechselspannungsgenerator stammenden Wechsel-
spannung (mit beliebiger Frequenz /', Amplitude und Phasenlage) erzwungen, so schwingen
Strom und Spannung im Schwingkreis nach Abklingen der durch das Zuschalten bedingten
Eigenschwingung nur noch mit der dulleren Frequenz f. Die Schwingungsamplitude des
Stroms bei aufgepriagter duBerer Wechselspannung wird dabei dann maximal, wenn die
dulere Frequenz identisch ist mit der Eigenfrequenz: = f; (Resonanzfall).

W1.1.1 Mathematisches Modell des Serienschwingkreises — Eigenschwingungen

I R L C
T > >
QR QL QC

Bild W1.1.1-1: Eine Serienschaltung aus den idealen Elementen R, L und C bildet einen elektrischen Serien-
Schwingkreis. Im sinusférmig eingeschwungenen Zustand kann die komplexe Rechnung verwendet werden.

Wihrend im sinusférmig eingeschwungenen Zustand die komplexe Rechnung verwendet
werden kann, muss fiir Einschwingvorgidnge die Differentialgleichung des Systems gelost
werden. Gemdl} der Kirchhoff schen Maschenregel gilt fiir die drei Teilspannungen und den
gemeinsamen (Serien-)Strom 7, wenn von aullen die Serienspannung u zwischen den beiden
Klemmen des Serienschwingkreises angelegt wird:

di 17
Up+U, +u,=u = R-i+L-—+—\i-dt=u WI1.1.1-1
R U+l o C{ ( )

Durch einmaliges Differenzieren nach der Zeit ¢ erhalten wir eine lineare Differential-
gleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (W1.1.1-2) (2. Ordnung =
hochste vorkommende Ableitung ist zweite Ableitung), deren homogene Losung (rechte
Seite ist Null gesetzt) die Eigenschwingungen des Serienresonanzkreises beschreibt.

d?i di 1 . du(t)

L'—+R'—+—'l (W111-2)
dr? d C dt
d?i di 1 d* Rdi 1

L._2+R._+_.l':() = _2+—_+—-i:0 (W1.1.1-3)
dt d C dt= Ldt LC

Die Losung einer linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten besteht aus
einer homogenen und einer partikuliren Losung. Die homogene Losung erfiillt die
Differentialgleichung, wenn deren rechte Seite — wie in (W1.1.1-3) - Null ist. Die partikuldre
Losung beriicksichtigt Terme ungleich Null auf der rechten Seite des Gleichheitszeichens.
Die homogene Losung ist stets eine Summe aus Exponentialfunktionen (Anzahl der
Losungsfunktionen ("Eigenfunktionen") = Anzahl der Ordnung der Differentialgleichung):

Ayt

i,(f)=C, X' +C, -2 (W1.1.1-4)
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Die Konstanten C;, C, werden gemeinsam mit der partikuldren Losung (Einfluss des Terms
auf der rechten Seite der Differentialgleichung) anhand der Anfangsbedingung fiir i(¢)
ermittelt. Die "Eigenwerte" A;, 4> werden durch Einsetzen der Ldésung (W1.1.1-4) in
(W1.1.1-3) bestimmt und sind in im Falle (W1.1.1-5) reell (4,= 4;, A>= A,). In diesem Fall
sind auch C; und C; reell.

2
,12+£.,1+L:() = ﬂ“:_ii Ry _ L (WI1.1.1-5)
L LC ’ 2L LC

2
Der o. g. aperiodische Grenzfall tritt auf, wenn (%) —% =0 ist. Diese Bedingung er-

fiillt die Ddmpfung exakt mit

R:2\/z . (W1.1.1-6)
C

Die ,,Schwingung* klingt mit EINER Zeitkonstante ab:

r——Lt__ 1 _sr/r (W1.1.1-7)

1 /12

i, (0)=C-e'T+Cy-t-e7'T . (W1.1.1-8)
h 1 2

2
Ist die Ddmpfung noch grofer, also [ij > %, so klingt der aperiodische Vorgang mit

2L
ZWEI Zeitkonstanten ab:
le_i: ! Tzz—Lz ! . (WI1.1.1-9)
AR RY 1 b R RY 1
. + - —_— [ - —_—
2L 2L LC 2L 2L LC

Bei geringerer Dampfung als (W1.1.1-6) schwingt das System. Die Eigenwerte 4;, 4> sind
dann komplex, weil der Ausdruck unter der Wurzel (W1.1.1-5) negativ wird. Mit Hilfe der
Euler’schen Formel

et = e e/ = ¢ [cosh + jsinb]

entsteht aus den beiden Exponentialfunktionen je eine geddmpfte Sinus- und Cosinus-

Schwingung.

R 1 (RY 1
A =4+ [— ] — =——+4 7. W1.1.1-10
A2 700\ Le (ZLJ rl % ( :

Mit C; = (D; —jD;)/2 und C, = (D; + jD; )/2 folgt:
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i) =C, .eilf +C, .eizf =

N

=C, e T -[cosa)a,t+jsina)a,t]+g2 e cosa)dt—jsina)dt]: (W1.1.1-11)

t/T

=D et -coswyt+D,-e " ssinwyt

Der Strom schwingt mit der Eigenfrequenz f; und klingt mit der Zeitkonstante (W1.1.1-7)
ab.

2
w, 1 1 R
_o, L R W1.1.1-12
Ja o7 27 \LC (2Lj ( )

Ein (theoretischer) Sonderfall ist der ungedampfte Schwingkreis: R = 0. Der Strom schwingt
mit der Eigenfrequenz

w;, 1 1
_Hd _ - - W1.1.1-13
J4 2 27 ALC ( )

und klingt NICHT ab. Die Eigenschwingung bleibt bestehen.

Beispiel W1.1.1-1:

Einschalten einer Gleichspannung u(f) = U an dem Serien-Schwingkreis, der vorher
spannungs- und stromlos war. Die Anfangsbedingung ist daher:

- VOR dem Einschalten: t=0-:i(0) =0, u, =up =u; =0.

- Unmittelbar NACH dem Einschalten: u, +uy +u;, =U.

Da die Energie in den Energiespeichern C und L VOR dem Einschalten Null war, muss sie
auch unmittelbar NACH dem Einschalten Null sein, denn Energie kann sich nicht sprung-
artig indern, weil dazu unendlich hohe Leistungen erforderlich wiren (p = dW / dt < ).

Wo=C-ul/2=0 = u.(0+)=0 und W, =L-i*/2=0 = i(0+)=0

Damit folgt aus

ue(04H) +upy(04) +u, (0+) =u (0+)+ R-i(0+) +u, (0+) =U (W1.1.1-14)
die Anfangsbedingung
i(04)=0  u (0H)=L-di/dl|_,, =U : (WL.1.1-15)

Differentialgleichung (W1.1.1-2) :

2. .

p 4 g di 1 _du) _dU_, (W1.1.1-16)
dt, da C dt dt

Die homogene Losung der Differentialgleichung lautet gemaf3 (W1.1.1-11):

i,(t)=D,-e""" coswyt+D,-e"'" sinw,t (W1.1.1-17)
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Die partikuldre Losung ist, da die rechte Seite in (W1.1.1-16) Null ist, ebenfalls Null:
i, = 0. Die resultierende Losung ist

i(1) =iy () +i,(t)=i,(t)=D; e cosw,t+ D, e sinw,t (W1.1.1-18)

Bestimmen der Konstanten D;, D, durch Einsetzen in die Anfangsbedingung:

i(0+)=D;-¢ T cos0+D,-e ' Tsin0=D;+0=0 = D, =0 (W1.1.1-20)
Die erste Ableitung von i(z) liefert

di/dt=(-D,/T +Dyw,)-e"'" coswyt +(-Dyw, —D,/T)-¢"'"sinwyf] =

=0+
U (W1.1.1-21)
w,L
. ; u _r .
Losung: i(ty=——-e """ sinw,t (W1.1.1-22)
w,L
i
A
T\,
U \\\\\\\\——; Einhiillende: ¢ */T
m \\\\\

R L . C N _
- S ON e
0 Ty T\/ZTd \./'3Td
|v

Bild W1.1.1-2: Serienschwingkreis: links: Zuschalten einer Gleichspannung U zum Zeitpunkt ¢ = 0, rechts: Ein-
schwingen des ,,Einschaltstroms® nach dem Zuschalten

Fazit:

Der Strom schwingt nach dem Einschalten als gedimpfte Sinusschwingung und klingt
dann auf Null ab, da der Kondensator bei Anliegen einer Gleichspannung U den Strom
sperrt. Nach theoretisch unendlich langer Zeit, praktisch nach etwa drei Zeitkonstanten
t = 3T ist der Strom auf Null abgeklungen, die Spannung u#z und #; sind Null, der
Kondensator ist auf die Spannung u¢ = U aufgeladen.

Kontrolle der Rechnung: Die einschwingende Kondensatorspannung muss nach unendlich
langer Zeit der Gleichspannung U entsprechen:

U 1

t
uc :éji(t)dt:— -e_”T-(%sina)dt+a)d cosa)dtj (W1.1.1-23)
0
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1%, U @, -cos0 U 1
uC:EJZ(t)dt:C- L f’ :a' 5 2=U
o ol 1oz CL(RY 1 (R

T 2L) LCc \2L

Fazit:

Alle Teilspannungen (ug, ur, uc) schwingen mit der Eigenfrequenz, allerdings zuein-
ander so phasenverschoben, dass sie in Summe die Gleichspannung U ergeben. Wegen
der Phasenverschiebung zwischen Strom und Spannung tritt in (W1.1.1-23) auch ein
cos-Term auf.

W1.1.2 Erzwungene Schwingung - Resonanz

Bei Anlegen einer Wechselspannung an den Serien-Schwingkreis schwingen der Strom und
die Teilspannungen nach Abklingen der Eigenschwingung ('transienter' (fliichtiger)
Einschwing-Vorgang, entspricht der homogenen Losung) mit der von aulen aufgepréigten
Fremdfrequenz ("'stationiire" Schwingung (Dauerschwingung), entspricht der partikuldren
Losung).

Beispiel W1.1.2-1:
Dauerschwingung bei Anlegen einer sinusformigen Wechselspannung

u(f) =U - cos wt : (W1.1.2-1)

wobei die Frequenz @ mit der Eigenfrequenz @, micht iibereinstimmt. Die partikulire
Losung fiir die Differentialgleichung (W1.1.1-2)

9. )
L.Q+R.ﬂ+i.i:w2_a}0.sina)t (W112-2)
dt? d C dt

ist eine Linear-Kombination von ungeddmpfter sin- und cos-Schwingung mit o, da die rechte
Seite eine ungeddmpfte Sinusschwingung mit o ist.

i (t)= Acoswt+ Bsinwt 1.2-
» A Bsi W1.1.2-3

Einsetzen von (W1.1.2-3) in (W1.1.2-2) ergibt mit den Ableitungen

d sin ot d coswt ) d? sin wt ) . d? cos ot 2
=@wcoswt, =-@sinot,———— =—O"sinwt, ——— =—0" coswt
dt dt dt dt
2 A 2 B. . A
(—o”" LA+ oRB + E) cosat + (—w LB — wRA + E) sinwt =—oU sinwt . (W1.1.2-4)

Da auf der rechten Seite in (W1.1.2-4) nur ein sin-Term steht, muss der Klammerausdruck
beim cos-Term auf der linken Seite Null sein, wéhrend jener beim sin-Term dem Ausdruck
auf der rechten Seite entsprechen muss (,,Koeffizientenvergleich®).

cos-Terme: (—w’L+1/C)-A+®R-B=0 (W1.1.2-5a)
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sin-Terme: —a)R-A+(—a)2L+1/C)-B =—wU (W1.1.2-5b)

Wir erhalten so ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten 4 und B, das z. B. mit der
Cramer’schen Determinantenregel gelost wird:

w*RC? O (l—a)zLC)-a)C ~

"~ (l—a)ZLC)Z +o’R*C? | B:_(l—a)zLC)z +wlR2C? v (WI.1.2-6)

Die Losung fiir die Dauerschwingung i(¢) = i,(¢) lautet mit (W1.1.2-3) und (W1.1.2-6):
U

(1 ZLC)Z T .[w2R02 -Cosa)l‘—(1—0)2LC)-a)C-sina)z] _ (W1.1.2-7)
—w o

i(1) =

Will man i(¢) durch eine einzige Schwingung (z. B. cos-Schwingung) darstellen, bedient man
sich folgender Umformung:

i(t) = Acoswt + Bsin wt = C cos(wt — ) = Ccoswt - cos @ + Csin @t - sin @

Koeffizientenvergleich: 4 =Ccosp, B=Csingp = C=+ A* + B2, tanp =B/ A

A

U-oC

() =
| \/(1 ~0*LCf +w?RAC?

2 —
-cos(at —p(w)) mit  @(w)=arctan oLc-l .
wRC

(W1.1.2-8)

Fazit:

Die Stromdauerschwingung ist zur angelegten Spannung i. A. phasenverschoben, was
durch den zusitzlichen sin-Term in (W1.1.2-7) bzw. den Winkel ¢ in (W1.1.2-8) zum
Ausdruck kommt. Die Amplitude und die Phasenverschiebung von i(¢) sind bei unver-

inderter Amplitude der anliegenden Spannung U wegen A(w), B(®) frequenzabhingig.

Die Losung (W1.1.2-7) lehrt: Wird ein Schaltungsparameter (R, L, C, @) variiert, alle
anderen aber konstant gelassen, so dndern sich die in der Schaltung auftretenden elektrischen
GrofBen (Spannungen an den Schaltelementen u;, uc, ug, Strom i, Phasenverschiebungswinkel
@ zwischen angelegter Spannung und Strom). Die Resonanzkurven zeigen die Abhingigkeit
der elektrischen GroBen vom jeweils sich dndernden Parameter. Bei der Ubung im Praktikum
wird die Kreis-Frequenz der angelegten Wechselspannung @ geédndert. Fiir die dabei

auftretenden Resonanzkurven des Effektivwerts des Stroms 7 =1 /~/2 gilt:

a) Abhdngigkeit der Stromstdrke I von o :
Fiir die Stromstérke 7 () (Effektivwert!) gilt gemiB (W1.1.2-8):

U

1 2
\/[a)L —j + R?
wC

Die Funktion hat ein Maximum fir

l(w) =

(W1.1.2-9)
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1 1
w, L — =0 = w,=—s , W1.1.2-10
0 COOC 0 \/ﬁ ( )
damit wird
I(a)o):g . (W1.1.2-11)
R
Fazit:

Wenn die Anregungsfrequenz f die Resonanzfrequenz f; = f; des ungedimpften
Schwingkreises erreicht, ist die Stromamplitude maximal, weil die Teilspannungen an
Kondensator und Spule in Gegenphase sind und sich daher aufheben. Der Schwingkreis
wirkt rein ohm’sch: Strom und anliegende Wechselspannung sind in Phase. Kontrolle:
Gemaill (W1.1.2-8) ist der Phasenwinkel ¢ Null.

LUgi A
Uor ~ ¢ T ()
(14 2

U /

S
e

Q
gl
e

e

m

2
(@ =0)

Bild W1.1.2-1: Resonanzkurven des Serien-Schwingkreises bei Frequenzinderung

Die Dauerschwingung stellt den "eingeschwungenen" Zustand dar. Es treten nur noch zeitlich
sinusformig verdnderliche GrofBen auf, daher kann mit Vorteil die komplexe Rechnung
verwendet werden (Bild W1.1.1-1). Aus (W1.1.2-1) und (W1.1.2-8) wird

U=U und I=1-¢" . (W1.1.2-12)

b) Abhdngigkeit der Kondensatorspannung Uc von o :

Es wird wie oben beschrieben angenommen, dass der Kondensator verlustfrei ist. Diese
Annahme ist fiir reale Kondensatoren gerechtfertigt, da sie relativ kleine (dielektrische)
Verluste aufweisen. Fiir Uc (@ ) erhélt man mit (W1.1.2-9)

I(w) _ U
o€ Ji-w*Le) + 0*C?R?

Up(w) = (W1.1.2-13)
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Diese Funktion hat ein Maximum bei der Kreis-Frequenz o, die man mit dU,/dw =0
erhélt (bitte selbst nachrechnen !).

2
¢ :a)g-(l—R C] (W1.1.2-14)

2L

Dieser Wert von @w in (W1.1.2-13) eingesetzt, ergibt (bitte selbst nachrechnen!)

U-L

2
RC.JL_R
Cc 4

Uclwg) = (W1.1.2-15)

Fazit:

Man erkennt, dass bei variabler Frequenz das Spannungsmaximum am Kondensator
NICHT bei der Resonanzfrequenz ay auftritt und daher nicht mit dem Maximum der
Stromstirke zusammenfillt, da oc # @y ist. Doch liegt bei kleinem R (verlustarmer
Schwingkreis) w ¢ sehr nahe bei o .

c) Abhdngigkeit der Spannung an Spule (Drossel) und Widerstand Ug von @ :

Es wird angenommen, dass die Drossel den gesamten Ohm’schen Widerstand R des Kreises
enthélt. Diese Annahme ist sinnvoll, da eine reale Spule infolge des Wicklungswiderstands
(und bei Verwendung eines FEisenkerns infolge der dort stattfindenden
Ummagnetisierungsverluste) stets eine Kombination aus idealer Induktivitit L wund
Widerstand R darstellt. Der Widerstand R wird hier als frequenzunabhéngig gedacht, was
auch bei geblechtem FEisenkern genau genommen nur bei Vernachldssigung der
Ummagnetisierungsverluste giiltig ist. Damit ist der Ersatz-Zweipol R-L fiir die Spannung
Ur 1 zu betrachten.

Ur=Ur+U, (W1.1.2-16)

Mit (W1.1.2-9) folgt:

R? + 0’17

2 1Y
R +| oL ———
oC

Die Bedingung fiir einen Extremwert dUy ; (w)/ dw = 0 ergibt ein Maximum der Spannung

Uk 1(@)|=Ug (@) = 1(@) NR* +@*[* =U - (W1.1.2-17)

fiir die Frequenz (bitte selbst nachrechnen!)

1+1/1+2R2-£
L (W1.1.2-18)

2-C-L

2 _
a)L_

d.h. ein Maximum von Uy ; der GroB3e (bitte selbst nachrechnen !)
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[1+2R? LR Sy

Up,(@,)=U- é é . (W1.1.2-19)
1+2R* - = +R* = -1
\ L L

Wieder fallen @, und die Resonanzfrequenz @, nicht zusammen; sie liegen aber bei kleinem

R nahe beieinander. Der Ohm’sche Widerstand verschiebt die Lage des Maximums von Uy
und Uc und ist auch die Ursache fiir die Ungleichheit der Gro3e der beiden Maxima. Beide
Maxima sind bei R = 0 unendlich gro und treten beide bei @, auf. Gleichheit der

Teilspannungen Ug ; und Ug tritt ein bei @ = o (bitte selbst nachrechnen !):

2
R? C R? C
1+ — - — - .=
5 2 L

w = . (W1.1.2-20)
LC

Auch o liegt bei kleinem R nahe an @, und wird bei R = 0 identisch mit @ .

d) Abhdngigkeit des Phasenverschiebungswinkels ¢ von @ :
Fiir den Phasenverschiebungswinkel ¢ zwischen dem Strom 7/ und der angelegten Spannung
U gilt gemiB (W1.1.2-8)

ol - 1

tang = — @C . W1.1.2-21
¢ R

Der Phasenwinkel dndert sich von ¢ = -90° (bei @ = 0) auf ¢ = 0° (beiw = @, ) und geht bei
@ — o in @ = 90° iiber.

Fazit:

Bei Frequenz "Null" wirkt der Serienschwingkreis rein kapazitiv. Der Strom ist Null, da
die Kapazitit den (Gleich)-Strom sperrt. Bei unendlich hoher Frequenz ist der
Serienschwingkreis rein induktiv. Der Strom ist wieder Null, da die Impedanz
oL unendlich grof} ist. Dazwischen liegt das Strommaximum bei v = @, .

e) Abhdngigkeit des Impedanz Z von o :
Der Betrag der Impedanz

2
Z=|z|= ol———| +R* (W1.1.2-22)
oC

sinkt bei kleinen Kreis-Frequenzen o <<®, etwa mit Z =1/(wC), also hyperbolisch,
wihrend bei groen Kreis-Frequenzen @ >> @, die Impedanz mit Z = wL linear ansteigt. Bei
der Resonanz w = @, ist Zrein Ohm’sch: Z = R (Bild W1.1.2-2).
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Bild W1.1.2-2: Resonanzkurve Z(f) eines Serien-Schwingkreises; die Zahlenwerte der Parameter R, L, C sind
etwa dieselben wie von Bild W1.1.3-1. Die Resonanzfrequenz betrigt f) =366 Hz.

W1.1.3 Praktische Anwendungen des Serienschwingkreises als Filter

a) Bandpass:
Der Spannungsfall U, = R-/ am Widerstand R ist maximal bei @ = @, . Liegen am Serien-

schwingkreis mehrere sinusformige Spannungen U mit unterschiedlichen Frequenzen @ an
("Frequenzgemisch'), so werden (Bild W1.1.2-1) jene Spannungen mit einer Frequenz a,
die deutlich von @y abweicht, zu kleinen (abgeschwéchten) Spannungen Uy fiihren, wéihrend

jene mit Frequenzen nahe @y nahezu unabgeschwicht bleiben. Aus (W1.1.2-9) folgt der
""Abschwiachungsfaktor"

(ZR 5
U U 1)
(wL—Cj + R?
(0]

So kann man aus einem Frequenzgemisch Spannungen mit der gewiinschten Frequenz ay
filtern, indem man den Serienschwingkreis so auslegt, dass die gewiinschte Frequenz ay als
Resonanzfrequenz auftritt (" Abstimmen' des Schwingkreises auf @y). Natiirlich werden alle
Spannungen, deren Kreis-Frequenz in der Nihe von @y liegt, entsprechend (W1.1.3-1) kaum
abgeschwicht. Das Frequenz-Band, innerhalb dessen die Abschwichung a > 0.5 betragt
(""Halbwerts-Bandbreite" Aw ), ist bestimmt durch (W1.1.3-3).

U .
_YUr _R-A@) _ R 0<ap<l . (W1.1.3-1)

2
a, =05 = 1 R = w,= L+3R2 i@ (W1.1.3-2)
2 LY 2 \er 4k T 2L
(wL—J +R’
oC
Aw =, —w, =3R/L (W1.1.3-3)
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Fazit:

Das Kreis-Frequenz-Band A® ist um so schmiler und damit das Filter um so
"selektiver', je kleiner der Widerstand R ist, also je verlustirmer der Serienschwing-
Kreis ist.

Diese Selektivitit wird ausgedriickt durch das Verhiltnis @,/ Aw, wobei QO die Giite des
Schwingkreises heif3t.

1 L
oy Ao = —- | — W1.1.3-4
0 BrR\C ( )

1 [z
Q‘E'\E (W1.1.3-5)

Beispiel W1.1.3-1:
Ein Schwingkreis mit der Gilite Q = 10 schwicht Spannungen, deren Frequenz um weniger als

2 2 \1Z L 0

hier also um weniger als + @, /10 von der Resonanzfrequenz abweichen, weniger als 50% ab.

Das Filter wirkt somit als "Bandpass'" mit der Bandbreite Aw = 2% , da es Spannungen

mit Frequenz o, + EO weniger als 50% abgeschwicht passieren ldsst.

Beispiel W1.1.3-2:

Die Resonanzkurve /(f) eines Serien-Schwingkreises ist in Bild W1.1.3-1 dargestellt. Wie
hoch ist die Giite des Schwingkreises?

Antwort:

Bei halber Hohe des Resonanz-Peaks /(f) = 0.046 A, also bei 0.023 A ist die Bandbreite
Af = 80 Hz. Die Resonanzfrequenz liest man mit f, ~ 370 Hz ab. Daraus folgt fiir die Giite

20, 2fy 2-370

= = =9.25
Q Ao A 80 -
Achtung:
Die Zeitkonstante des Einschwingvorgangs beim Einschalten des Filters ist gemdl3 (W1.1.1-7)
T:2—L:£ (W1.1.3-6)
R Ao
Fazit:

Je selektiver (verlustirmer) das Filter ist, desto linger schwingt es ein. Ein verlustfreies
Filter (Giite ist unendlich grof3) schwingt theoretisch unendlich lange ein, was natiirlich
unbrauchbar ist.
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Bild W1.1.3-1: Resonanzkurve I(f) eines Serien-Schwingkreises

b) Tiefpass:

Wird die Spannung an dem Kondensator als Nutzsignal verwendet, so ergibt sich eine

Abdidmpfungsfunktion ac gemaBl (W1.1.2-13)
_Uclo) _ (@) _ 1

U UeC Ji-o’Lc) +w?c?R?

c (W1.1.3-7)

Bei niedrigen Frequenzen ist ac nahezu 1, bei Frequenzen oberhalb von @ strebt ac gegen

Null ("Tiefpass': Spannungen mit tiefen Frequenzen passieren das Filter nahezu unab-
geddmpft).

Bei einem Schwingkreis mit hoher Giite (R<<+L/C, @, =w®,) ist die Trennung in

niedrige Frequenzen mit unabgeddmpfter Spannung und héhere Frequenzen mit abgedampfter
Spannung relativ scharf. Beispielsweise kann eine aus einem Bordnetzteil stammende
Wechselspannung, die mittels leistungselektronischer Komponenten (Schalttransistoren !)
erzeugt wurde und die neben der gewiinschten "Grundfrequenz" (parasitére) Spannungsanteile
mit hoheren Frequenzen enthélt, durch einen als Tiefpass geschalteten Serienschwingkreis
von den unerwiinschten Spannungen mit hoheren Frequenzen "befreit" werden. An der
Kapazitit des Schwingkreises (''Sinusfilter') steht eine nahezu sinusférmige Ausgangs-
spannung zu Verfiigung.

Zu beachten ist, dass U¢ (und auch U;) bei Resonanz deutlich héhere Werte als U annehmen
kann. Diese Uberhdhung ist etwa das O-fache von U ! Daher miissen die Frequenzen der
abzuschwichenden parasitiren Spannungen deutlich oberhalb der Resonanzfrequenz liegen
(Faustwert: oberhalb der 10-fachen Resonanzfrequenz, sieche Bild W1.1.3-2). Mit (W1.1.2-15)
folgt:
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U-L _ U-L

2 =
RC.\/L_R rC- £
C 4 C

Uclwg) = =U-Q . (W1.1.3-8)

Die doppeltlogarithmische Darstellung von z. B. Spannungsverhiltnissen als Pegel L wird
Bode-Diagramm genannt. Bild W1.1.3-2 zeigt den Verlauf von

L=20-1g

UcT(a>)| —20-1g(a (o) (W1.1.3-9)

iiber der logarithmisch dargestellten Frequenz f = @/(27) fiir exemplarisch ausgesuchte
Zahlenwerte von R, L, C, wie sie auch im Praktikum verwendet werden. Fiir hohe Frequenzen

gilt mit @y =1/~ LC und (@CR)? << (1- w*LC)? sowie (1-w°LC)* ~ (0’LC)?

‘ ! ‘; 20- lg—1 =
‘\/ (1-w?Lcf +wic?R? ‘

\/(— szC)z (W1.1.3-10)

L=20-lglac|=20-1g

2
=20-1g/ % = 40 19/ = 40 - 1g/ -
w w

20

Bei einer Verzehnfachung der Frequenz sinkt der Pegel um 40 dB (Pegelabnahme um 40
dB/Dekade): L = —40-lg|10| =—-40dB. Bei hohen Frequenzen wird die Spannung am

Kondensator daher sehr stark abgeschwécht.

50

40

30 ’I\
20

1° \

-10

L/dB

/,

\\
-20 \\
-30
-40
1 10 100 1.000 10.000
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Bild W1.1.3-2: Bode-Diagramm fiir die Erhohung/Abschwichung der Spannung am Kondensator. Bei
Resonanz: Uy/U = 100 = L = 40 dB. Bei hohen Frequenzen: L sinkt mit 40 dB je Dekade ( = Verzehnfachung
von f).
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W1.2 Parallelschwingkreis

W1.2.1 Verlustloser Parallelschwingkreis

Bild W1.2.1-1: Verlustloser Parallelschwingkreis

Eine Parallelschaltung einer idealen Spule mit der Induktivitit L und eines idealen
Kondensators mit der Kapazitdit C nennt man einen verlustlosen Parallelschwingkreis.
Einschwingvorgang und erzwungene Dauerschwingung werden analog zu den in Abschnitt
W1.1 sehr ausfiihrlich dargestellten Berechnungsmethoden ermittelt. Fiir die Berechnung der
erzwungenen Dauerschwingungen kann wieder mit Vorteil die komplexe Rechnung
verwendet werden. Der komplexe Widerstand Z des Parallelschwingkreises, bestimmt aus
dem Leitwert Y,

z-l_ 1 _ 1 L — (W1.2.1-1)
Y YLi+Y, L joC —aC
JjoL oL
wird bei der Frequenz
) L (W1.2.1-2)
0 \/ﬁ L.
maximal (vgl. (5.1.2-10), ndmlich unendlich groB3, da b =w,C:
Wy
Z(wy) > © : (W1.2.1-3)

Bei Resonanz kann folglich kein Summenstrom 7 flieBen, weil die beiden Teilstréme /¢ und
I}, gegenphasig flieBen und sich im Knotenpunkt zu Null ergdnzen. Es gelten bei Resonanz
die Beziehungen

1=0, I,=-1, (W1.2.1-4)

Io=U-jo,C=j—2_ (W1.2.1-5)

NL/C
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Es tritt also Resonanz bei derselben Frequenz (W1.2.1-2) wie bei der Serienresonanz auf.
Allerdings ist nun die Stromstédrke nicht maximal, sondern Null; es wird also fiir Spannungen
mit der Resonanzfrequenz der Stromfluss vollig gesperrt (Sperrkreis). Einen vollig
verlustlosen Sperrkreis gibt es aber nicht. Die Verluste der Drossel und des Kondensators
werden durch entsprechende Ohm’sche Vorwiderstidnde beriicksichtigt.

W1.2.2 Parallelschwingkreis mit Verlusten
R L

I

Bild W1.2.2-1: Verlustbehafteter Parallelschwingkreis

Die Parallelresonanz lisst sich beim verlustbehafteten Parallelschwingkreis auf zwei Arten
definieren:

1) Der Phasenverschiebungswinkel zwischen Gesamtstrom / und Spannung U ist bei a;
Null. Diese Bedingung ist analog zum Serienschwingkreis als Resonanz definiert und wird im
folgenden behandelt.

2) Der Gesamtstrom / wird bei ay; minimal. Diese Bedingung ist analog zum verlustlosen
Parallelschwingkreis definiert (dort ist der Minimalstrom Null!).

Die aus den beiden Bedingungen 1) und 2) sich ergebenden Resonanzfrequenzen an;, @y
sind im Gegensatz zum Fall der Serienresonanz im allgemeinen voneinander verschieden. Je
kleiner jedoch die Widerstinde R; und R¢ sind, umso geringer wird der Unterschied der
beiden Resonanzfrequenzen. Der komplexe Widerstand der Schaltung ist durch

. 1
(R, +joL)-|Re+——| R,R, +£+j oLR _ R
joC C oC
Z= = 7 (W1.2.2-1)
R, +joL+Rqo+—— R, +Ro + j(oL ——)
joC woC

bestimmt. Ableiten von |Z|2nach o und Null setzen liefert ax,. Fiir die beiden folgenden
Sonderfille gilt:

1 1 2R°C  R*C
R; =Rq: @0y =—— Re=0,R; =R: wp =———="1[4|1+ -— (W1.2.2-2
L=Re: @ ="m7= C L 2= \/ 7 7 ( )
Bild W1.2.2-2 zeigt die Resonanzkurve Z =|Z( f )| fiir einen verlustbehafteten

Parallelschwingkreis mit Zahlenwerten R;, R¢, C, L, wie sie typischerweise im Praktikum
verwendet werden. Bei der Frequenz f,, = @, /(27) = 80 Hz wird die Impedanz maximal,

der Summenstrom daher minimal, was somit der Resonanz geméfl Bedingung 2) entspricht.
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Bild W1.2.2-2: Resonanzkurve Z(f) fiir einen verlustbehafteten Parallelschwingkreis

Fiir die nach 1) definierte Resonanz ist Z bei @ = @, reell. Dies ist dann der Fall, wenn das
Argument des Zahlers gleich dem des Nenners ist, d.h. es muss gelten

WLR - — Ry oL — L
oC _ wC
&&+é Ry +Re

woraus fiir die Resonanzfrequenz o = o, folgt (bitte selbst nachrechnen!)

_ p2
L L CR; . (W1.2.2-3)
JLC \L-CR?

Wy =

Mit der im Allgemeinen nicht vorliegenden, aber zwecks Vereinfachung angenommenen
Voraussetzung

R, =Rc=R (W1.2.2-4)
wird aus (W1.2.2-3) die bekannte Kreis-Frequenz

J%E _ (W1.2.2-5)

Wy =Wy=

Aus (W1.2.2-1) ergibt sich fiir die Impedanz bei Resonanzbedingung 1)

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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Z(wy) =€ . (W1.2.2-6)

Ist R, =R- =R <<+ L/C erfiillt (verlustarmer Sperrkreis, hohe Giite Q=+ L/C/R), so
folgt aus (W1.2.2-6)

Z(w,) = = : (W1.2.2-7)

Bei Resonanz gilt fiir diesen Spezialfall das Zeigerdiagramm mit /i, = I gemil Bild W1.2.2-
3, da neben der Annahme R;= Rc= R wegen (W1.2.2-5) auch ayL = 1/( @ (C) = X gilt und
damit Z; = Z¢ gegeben ist. Die Strombetrdge /;, und /¢ werden somit gleich groB3. Da

Z,=R+jX , Z.=R-jX (W1.2.2-8)

ist, eilt der Strom /¢ um denselben Phasenwinkel der Spannung U vor, wie [; dieser Spannung
nacheilt. Damit ist der resultierende Strom /=17, +/, in Phase mit U und folglich

Resonanz-Bedingung 1) erfiillt.

Bild W1.2.2-3: Strom- und Spannungszeigerdiagramm bei Parallelresonanz geméf Bedingung 1) "¢ = 0°" im
verlustbehafteten Parallelschwingkreis mit der zusétzlichen Annahme R; = R

Bei der Ubung werden die Resonanzkurve bei verinderlicher Frequenz /' = «/(27) (alle
anderen Parameter konstant) aufgenommen. Bild W1.2.2-4 zeigt die zu Bild W1.2.2-2
gehorende Resonanzkurve /(f). Da die Verlustwiderstinde R; und R¢ deutlich kleiner als
v L/C sind, kann fiir Frequenzen aullerhalb des Resonanzbereichs die Impedanz Z mit der
Formel fiir den verlustlosen Parallelschwingkreis (W1.2.1-1) abgeschétzt werden:

I—g— v = w<<o 'I~L~l

__Z_ J 0'——ij o (W1.2.2-9)
1
7_“’C = o>yl v__
@ - = jl(C)

Fazit:

Der Strom sinkt bei kleinen Frequenzen hyperbolisch mit steigender Frequenz und
steigt bei hohen Frequenzen linear mit dieser an. Bei der Resonanzfrequenz fy; tritt der
"Ohm’sche Reststrom" (W1.2.2-10) auf.
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Bild W1.2.2-4: Resonanzkurve I(f) eines verlustbehafteten Parallel-Schwingkreises

Wie erwédhnt, konnen aber Resonanzkurven auch bei Verdnderung eines anderen
Parameters als der Frequenz aufgenommen werden. In Bild W1.2.2-5 ist als Beispiel die
Kapazitit C verdndert worden, wéihrend die Frequenz und die anderen Parameter konstant
blieben. Dabei sind die Kurven I(C), I;(C) und I(C) eines verlustlosen Parallel-
resonanzkreises (R = 0) im Vergleich zu /(C) fiir R, = Rc = R > 0 dargestellt. Bei der durch

(W1.2.2-5) gegebenen Resonanzstelle C =C, =1/(w*L)verschwindet  bei R > 0 nicht,

sondern nimmt — mit Verwendung von (W1.2.2-6) - den kleinen Wert des "Ohm’ schen
Reststroms'' an.

U U 2RC,
]:—:—E . 0 1.2.2'1
7 5 7 U 7 W 0)
2  2RC,
Iy Ic,I
A I (verlustlos)
Iy =konst.
) : I kap. I (verlustlos)
ind. ohmscher Reststrom
0 i >
0 1 C

Co=22L

Bild W1.2.2-5: Verlustfreier und verlustbehafteter Parallelschwingkreis (Annahme R; = R¢): Variation von C
bei sonst konstanten Parametern
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W2 Ortskurven und BODE-Diagramm
W2.1 Ortskurven und BODE-Diagramm von Hoch- und Tiefpass

Die Spannungs- und Stromverhiltnisse bei sinusformigen Zeitsignalen an passiven
Netzwerken sind nach Betrag der Amplitude und Phasenlage zwischen u und i sowohl als
Ortskurven in einem Bild oder getrennt nach Betrag der Amplitude und des Phasenwinkels in
Abhingigkeit der Frequenz darstellbar. Der Logarithmus des Amplitudenverhéltnisses und
der Phasenwinkel iiber dem Logarithmus der Frequenz werden als BODE-Diagramm
bezeichnet.

a) R-C-Zweipol (Tiefpass):
R 1
o— =70

gl Cl
O

Bild W2.1-1: R-C-Glied mit zeitlich sinusformig verdnderlichen GréBen Strom und Spannung

Ow——
£

w=0
Uk -

e
\
8
xS

AN
w=0 W — o0

Bild W2.1-2: Ortskurve von Strom und Spannung am Kondensator fiir das R-C-Glied bei fester Spannung U = U
am Fingang und variabler Frequenz f'bzw. Kreisfrequenz @

1 U U

U=RI+——1 = [= = eI (W2.1-1)
- jwC o1 2
= e
@ wC
Uc= U __ U v eV y/:—arctan[ﬂJ (W2.1-2)
1+]a)RC 1+]£ '\,1+(0)/0)0)2 @
@

Als "Eckkreisfrequenz"

11
Wy = —— =— W2.1-3
0= 2T ( )
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tritt der Kehrwert der Zeitkonstante 7" auf. Die Abschwichung der Spannung am Kondensator
gegeniiber der Eingangsspannung wird als logarithmischer Pegel, gemessen in dB (deziBel),

L=20. 1g(&j (W2.1-4)
U
angegeben. Fiir das R-C-Glied ergibt sich

L=201g — 1 . (W2.1-5)

1+(0)/0)0)2

Der Phasenwinkel zwischen Eingangsspannung U und Strom / am Kondensator wird vom
Strom zur Spannung gezdhlt (Bild W2.1-2) und ist daher im mathematischen Z#hlsinn
negativ:

Q=- arctan(&j . (W2.1-6)
1)

Die graphische Darstellung von (W2.1-4), (W2.1-5) und den Phasenwinkel y (W2.1-2) iiber
der bezogenen Kreisfrequenz /@y im logarithmischen Mafstab ist das BODE-Diagramm.

L
001 0,1 1 10 100 "
0 f t » —
3dB | Dekade “o
204D
-20 dB/Dekade
407 cmmmmmmmmmmmmemmeeooo Y
v A
001 0,1 1 10 100 &
0 . &
Wo
TN
4
£ -
2

Bild W2.1-3: BODE-Diagramm des R-C-Glieds (Tiefpass):
oben: Betragsverhéltnis Uc/U, unten: Phasenwinkel zwischen U und U¢

Beispiel W2.1-1: Vergleich zwischen Messung und Rechnung
RC-Glied mit R =1 kQ und C = 1 pF: Berechnung der Ortskurve fiir U =3 V. Die Zeichnung
dieser Ortskurve ist im Bild W2.1-4 dargestellt.
Bestimmung des BODE-Diagramms mit Amplituden und Phasengang in Bild W2.1-5 mit
1

wy=——=1000s".
R-C
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RC-Ortskurve: Vergleich Messung und Rechnung

- K
—— Rechnung \

\&

-1 0

-3 -2

Re(/) / mA

Im(l) I mA
Bild W2.1-4: Vergleich der gemessenen und berechneten R-C-Ortskurven

RC-Amplitudengang: Vergleich Messung und Rechnung

0 ‘lﬂ——_‘...
5
-10
N

-25 { | —#—Messung —+— Rechnung \

30 1 \\\

0,01 0,1 1

Amplitude /dB
5
|

0lo, 10 100

RC-Phasengang: Vergleich Messung und Rechnung

0
—ﬁﬁ~==
10 N

-30 g

-50

00 —a— Messung

70 4| -
-80 4| —— Rechnun .
801 | —+Rechmung —
100 HENEREn

0,01 0,1 1 wlw, 1 100

Phase /°

Bild W2.1-5: BODE-Diagramm des R-C-Glieds (Tiefpass), Vergleich Messung und Rechnung
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b) R-L-Zweipol (Hochpass):

U

O

o}

Bild W2.1-6: R-L-Glied mit zeitlich sinusférmig verdnderlichen Gréfen Strom und Spannung

G — o0

Bild W2.1-7: Ortskurve von Strom und Spannung an der Spule fiir das R-L-Glied bei fester Spannung U = U am
Eingang und variabler Frequenz ' bzw. Kreisfrequenz @

U=RI+joll = I=—2"Y v

- R+ja)L_ /R2+(a)L)2
_Jo(L/R)-U _ j(@/wy)-U  (@0/wy) U

U, = = =
T I jel/B) 1+ @/ o) 1 () y)?

Als "Eckkreisfrequenz"

e/ (W2.1-7)

eV |y =arctan(wy /@) (W2.1-8)

a)(): =

R
= W2.1-9
L ( )

1
T

tritt der Kehrwert der Zeitkonstante 7" auf. Die Abschwéichung der Spannung an der Spule
gegeniiber der Eingangsspannung wird wieder als logarithmischer Pegel,

L=20- lg(%j (W2.1-10)

angegeben. Im Fall des R-L-Glieds ergibt sich
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o/,

L=20-1g
1+(a)/a)o)2

(W2.1-11)

Der Phasenwinkel zwischen Spannung und Strom an der Spule wird vom Strom zur
Spannung gezéhlt und ist daher im mathematischen Zéhlsinn positiv:

(2

= arctan @ . W2.1-12
@ ( j ( )

Die graphische Darstellung von (W2.1-11) und (W2.1-12) {iber der bezogenen Kreisfrequenz
@/ ay im logarithmischen Mafstab ist das BODE-Diagramm.

L
001 0,1 1 10 100 o
0 } — >
~~-3dB “o
2010
+20 dB/Dekade
/1)) 1
v A
|
2
TN
4
. | | | @
001 0, 1 10 100 | “o

Bild W2.1-8: BODE-Diagramm des R-L-Glieds (Hochpass):
oben: Betragsverhéltnis U /U, unten: Phasenwinkel zwischen U und U

Beispiel W2.1-2: Vergleich Messung und Rechnung:

Ohm’scher Widerstand Ry = 100 Q, reale Luftspule mit Rspye = Rsp = 5.05 Q, daher R =
105.05 Q, L = 7.5 mH. Die Spannung ist U= 3.5 V. Die Zeichnung der berechneten Ortskurve
ist im Bild W2-9 dargestellt.

Bestimmung des BODE-Diagramms mit Amplituden und Phasengang (Bild W2.1-10):

@y _R 1307276 5.
L

Beim Vergleich der Kurven sowohl beim Amplituden- als auch beim Phasengang (Bild W2.1-
10) zeigen sich relativ groBe Abweichungen unterhalb der Eckkreisfrequenz ay, wenn der
Spulenwiderstand in der Rechnung vernachldssigt wird. Bei hoheren Frequenzen lésst sich
wieder eine gute Ubereinstimmung zwischen den gemessenen und berechneten Werten
feststellen. Bei kleinen Frequenzen ist der ohmsche Widerstand der Spule bei den
Berechnungen mit einzubeziehen. Sein Einfluss wird unterhalb der Eckkreisfrequenz ay
immer grofler, wohingegen der Einfluss der Induktivitdt abnimmt.
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RL-Ortskurve: Vergleich Messung und Rechnung

35

30 \
2% \\ ——Messung ||

f ——Rechnung
2 <
/) =

15 =

— / / s
10

U
| _./
0 T T T T T T

0 5 0 15 2 25 30 3%

Im(I) / mA
Bild W2.1-9: Ortskurve des R-L-Gliedes, Vergleich Messung und Rechnung

RL-Amplitudengang: Vergleich Messung und Rechnung
5
, I l
g 5 ral
2 /
e 10 Ve
=
% -15 —a— Messung n
£ -20 ,; ——Rechnung ohne Rsp |
< !/// .
-25 e Rechnung mit Rsp o
230 [1] [ [ T[T [ [ [TT]
0,01 0,1 o/ 0 10 100
RL-Phasengang: Vergleich Messung und Rechnung
s [T ITI0 T T TT0]]
80 T —=— Messung |
70 \\\ —a— Rechnung ohne Rsp
o =
o 80 ’// t\ Rechnung mit Rsp :
®» 50
© //
£ 40 X
o /
30 S
204 e
10 / N
0 ‘
0,01 0,1 1 wlw, 10 100

Bild W2.1-10: BODE-Diagramm eines R-L-Glieds (Hochpass)
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W2.2 Arbeiten mit dem BODE-Diagramm [Rau]

Dieser Abschnitt ist in groflen Teilen iibeglommen aus [Rau]: Rausch, J.; Mei3, T.;
Werthschiitzky, R.: Aufgabensammlung zur Ubung Elektromechanische Systeme: Band 1:
Netzwerkdarstellungen; Institut fiir Elektromechanische Konstruktionen, TU Darmstadt,
2012

BODE-Diagramme ermoglichen, wie in W2.1 gezeigt wurde, eine anschauliche Darstellung
der dynamischen Ubertragungsfunktion von linearen Systemen. Dies soll anhand einer
mechanischen Waage mit der Prinzipskizze Bild W2.2-1 gezeigt werden.

Reibung

N ISl

Xo

lIIIIIIIVlIl

k, k,

e T T e e e
Bild W2.2-1: Mechanische Prinzipskizze der Federwaage (nach [Rau])

ki -k

e Bei x,: Federn entspannt:
’ ky +ky

=k =k, /2 (zwei parallele Federn)

* mi=m-g—k-x—d-x = m-itk-x+d-x=m-g=F,
e Statische Anzeige: X=x=0 : x =m-g/k ~ m : Waagen-Anzeige proportional zur Masse!

e Dynamisches FEinstellen der Anzeige bei plotzlichem Auflegen der Masse m auf die
Waagschale bei 1=0: &(t)=0, t<0; &(t)=1, >0 (Bild W2.2-2b).

A m-g

t
a) Y b) 0
Bild W2.2-2: a) Kriftesumme an der Masse m, b) Sprungfunktion der Gewichtskraft

e Einschwingen der Waagenposition = geddmpfte Sinusschwingung

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Wiederholung / 27 Elektromechanische Systeme 1

Fiir die Berechnung des Einschwingens nach (z. B. sprungformigem) Aufschalten einer
Gewichtskraft bei # = 0 wird die lineare Differentialgleichung (mit konstanten Koeffizienten)
entweder mit der in W1 beschriebenen Methode der homogenen und partikuldren Losung
gelost oder mit der Methode der einseitigen Laplace-Transformation. Es folgt mit dieser
Transformation und L(x(¢)) = X(s), L(&(¢))=1/s sowie mit

L(X)= 52 X(s)—s-x(0)—x(0), L(x)=s-X(s)—x(0) der Ausdruck

Lim-X+k-x+d-X)=m-L(m-g-&(t))=F,/s=Fy(s)

m-(52-X(S)—s-x(O)—)'c(O))er-(S-X(S)—x(O))+k-X(S)=Fg/s

Bei Losung der Gleichung fiir Auslenkungen aus einer Gleichgewichtslage, bei der also die
Anfangsbedingungen verschwinden ( x(0) =0, x(0) = 0), folgt der einfachere Ausdruck

mes® X(s)+d-s-X(s)+k-X(5)=Fy(s).

Fiir die Laplace-Transformierte der Schwinggeschwindigkeit L(v()) =V (s)=s-X(s) ergibt
sich

m-s-V(s)+d-V(s)+k-(X(s)/s)=F,(s)
und daraus die Ubertragungsfunktion

Vis) _ 1

Fo®)  psra+®
A

Dauerschwingungen mit einer bestimmten Kreis-Frequenz @ ergeben sich gemil W1 aus der
partikuldren Losung fiir sinusfrequente Kraftanregung f{¢), wie Bsp. W2.2-1 zeigt.

Beispiel W2.2-1:

Wie grof} ist die Schwingungsgeschwindigkeit v(¢) bei der Anregung der Waagschale mit
einer Wechselkraft mit der Kreisfrequenz @ ?

Antwort:

V(t ) = x(f ) =2V cos(a) t— (p) bei der Anregung der Waagschale mit der Wechselkraft
f(t)=~2 -F-cos(w-1)= Re{E-ej“”} ,

(Hinweis: e/ =cos(w-1)+ j-sin(w-1))

Komplexe Rechnung: v(t) = Re{\/f Vel eTI? }: Re{\/z Vel }:

m-)'c'+d-)'c+k-x=\/5-F-cos(a)-t) = m-\>+d-v+k-.[v-dt=\/§-F-cos(a)-t) (W2.2-1)

m-Z-\/E-j-a)+Z-x/§-d+Z'ﬁ-kzﬁ-ﬁ , (W2.2-2)

J @
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F o pomrds o 1470 (d/k)-0 (m/k)
J @
Mit der ,,Nachgiebigkeit n =1/k und der bezogenen Dampfung r =d/k folgt:
B= J on (W2.2-4)

l+j-wr-w-mn
Zur  Beschreibung des Systems wird analog zu (WI1.1.3-5) die Giite

0= =k Tk -

eingefiihrt. Mit der Eigenkreisfrequenz  des
wy-r

ungeddmpften Systems als Kennkreisfrequenz @, = /L , der Giite O und dem ,,statischen
n-m

Ubertragungsfaktor B, =, -n (fiir sehr kleine Kreisfrequenzen ist B(w—0)~ j-w-n)
ergibt sich der normierte Frequenzgang zu

E = % = BO . BO = 0)0 ‘n . (W2.2'5)

In (W2.2-5) sind die frequenzunabhingigen GroBen in B,, O und ®, zusammengefasst.
AuBerdem wurde die Kreisfrequenz @ auf die charakteristische Frequenz (hier @, ) bezogen.

Beachten Sie, dass man aus der Ubertragungsfunktion im Laplace-Bildbereich direkt zum
Frequenzgang gelangt, indem man die allgemein komplexe Laplace-Variable s durch die
imagindre Grofle s — jw ersetzt.

Ve _ 1 VGe) 1

Fo®)  pysras®  EGo) M'ja)-l-d-i-.i
s jo

BODE-Diagramme ermoglichen die Darstellung des Frequenzgangs (z. B.: (W2.2-5)) iiber
einen groflen Frequenzbereich mit gleichbleibender relativer Genauigkeit. Das bedeutet, dass
Ausgangssignale mit einer ,,hohen Dynamik®, also mit je nach Frequenz sehr hohen und sehr
niedrigen Ausgangspegeln, iibersichtlich dargestellt werden kénnen. Sowohl die Amplituden
als auch die Frequenzen werden, wie in W2.1 gezeigt, hierzu im logarithmischen Malstab
(dekadischer Logarithmus) dargestellt. Logarithmische Skalen sind zweckméaBig, wenn der
darzustellende Wertebereich mehrere Groflenordnungen umfasst. Ein weiterer Vorteil besteht
darin, dass sich der Gesamtfrequenzgang F.s(j w) einer Kettenanordnung von Einzelelementen
mit ihren eigenen Frequenzgingen F(jw), Fa(jw), F3(jw), ... durch additive Uberlagerung (=
Summierung) der Einzelfrequenzgénge ergibt (W2.2-7).

F o (j®) = F,(jo)-Fy(jo)-F3(jo)-... (W2.2-6)
1gF s (j@)| = 1gF 1 (j@) - F5(jo) - F5y(jo)-..|=1g|F (o) [E2(jo)|-[E5(jo)|-.. |

1g|F . ()| = 1g|F | (jo)| +1g|F 5 ()| + 1gF 3(jw)| + ... (W2.2-7)
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Logarithmische Skalen werden zur Darstellung von Verstarkerkennlinien und Filtern, zur
Beschreibung von Ubertragungsgliedern in der Automatisierungstechnik sowie von
mechanischen und akustischen Systemen genutzt.

Eine Normierung der Frequenzgiinge ist unabdingbar fiir eine logarithmische Darstellung,
denn der Logarithmus kann nur von reinen Zahlen gebildet werden, was eine bezogene
(,,einheitenlose*) Darstellung der Variablen erfordert. Dies wurde in unserem Beispiel durch
eine Normierung der Ubertragungsfunktion B auf den statischen Ubertragungsfaktor B,

(Ordinate) und der Kreisfrequenz @ auf eine charakteristische Frequenz @, (Abszisse)

erzielt. Ein weiterer Vorteil der normierten Darstellung ist die bessere Vergleichbarkeit von
unterschiedlichen Systemen, da die funktionsbestimmenden GrdBen, wie beispielsweise die
Kennkreisfrequenzen, angegeben sind. Dariiber hinaus sind die grundlegenden Merkmale
des Ubertragungsverhaltens im Frequenzbereich leicht erkennbar.

Skalierung der Ordinate: Die Angabe des Betrags des normierten Amplituden-
Frequenzgangserfolgt in Dezibel [dB]. Der Zahlenwert w in Dezibel ist das Zehnfache des
dekadischen Logarithmus eines Verhéltnisses, z. B.: der Leistung P, bezogen auf die
Bezugsleistung Py gemiBl P/Py > 0 — w=10-1g(P/F,). LeistungsgroBen sind in der Regel

proportional zum Quadrat einer anderen GroBe, z. B.. P=U?/R. Mit F= Ug /R und der
Bezugsgrofle U, folgt — w=20- lg(|U / U0|) . In Bsp. W2.2-1 ist also durch Bezug des Betrags

der GroBe B auf den statischen positiven Ubertragungsfaktor B, eine dimensionslose

Darstellung méglich. Fiir ,,lineare GroBBen* wie Spannung, Strom, Geschwindigkeit, Kraft und
Schalldruck etc., deren Quadrat zur Leistung proportional sind, gilt in gleicher Weise

Messwert

Ergebnis w [dB]=20-1g (W2.2-8)

Bezugswert

Wir verwenden das Dezibel, um den Betrag der Ubertragungsfunktion iiber der Frequenz
darzustellen:

=i

Ergebnis w [dB]=20- lgg
0

(W2.2-9)

Diese Darstellung wird als Amplitudenfrequenzgang bezeichnet. Fiir ,,quadratische Gréen
wie Leistung, Intensitdt oder Energie, die proportional zum Quadrat aus den ,linearen
GroBen ermittelt werden, gilt demnach

Ergebnis w [dB]=10- lg£
B

(W2.2-10)

Beispiel W2.2-2:

Die Ddmpfung eines Systems betrdgt 26 dB. Am Eingang liegt eine Spannung U.=1 V an.
Wie hoch ist die Spannung U, am Ausgang?

Losung:

Déampfung=-26 dB=-20 dB -6 dB:

(W2.2-8): =20 dB=1/10=1 V-(1/10)=01 V =100 mV,
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-6 dB=1/2=100 mV-(1/2)=50 mV, also Faktor 1000 mV/50 mV = 20.
Antwort: Das Ausgangssignal hat eine Amplitude U, = 50 mV .

Hintereinanderschalten von linearen Ubertragungsgliedern:

Die Berechnung der {iibertragenden Wirkung eines Gesamtsystems von hintereinander

geschalteten linearen, zeitinvarianten Ubertragungsgliedern erfolgt im Zeitbereich durch

a) die Faltung der Gewichtsfunktionen der Ubertragungsglieder oder

b) durch Multiplikation der Ubertragungsfunktionen im Laplace-Bildbereich.

c) Im Frequenzbereich wird der entsprechende resultierende Frequenzgang durch die
Addition der einzelnen logarithmierten Frequenzginge im BODE-Diagramm gemal
(W2.2-7) erreicht.

a) Faltung der Gewichtsfunktion im Zeitbereich: Der Haupt-Nachteil der Faltungsmethode
ist auf Grund der oftmals komplizierten Integralgleichungen die i. A. aufwendige analytische

oder numerische Berechnung.

Mechanisches Netzwerk  Piezoelektrischer Wandler Elektrisches Netzwerk

Xo(t) Xa(t)

S—— 9(t) T 9x(t) T 95(t) T

X39(t) = gq(t) * (1) Xy (1) = (gq(t) * x. (1) * ga(t) * ga(t)
Xaz (1) = (g4(t) * X, (1) * g,(1) = g,(t) * g,(t) * ga(t) * x, (t)

Bild W2.2-3: Anwendung der Faltung auf eine elektromechanische Ubertragungskette (nach [Rau])

b) Multiplikation der Ubertragungsfunktionen im Laplace-Bildbereich: Die
Multiplikation im s-Bereich ist deutlich einfacher als bei a), aber das Ergebnis in Form einer
komplexen (s ist komplex!), gebrochen rationalen Ubertragungsfunktion ist fiir allgemeine
Zeitsignalverldufe giiltig und damit oftmals nicht anschaulich interpretierbar.

X (8)=By(8) X (), Xn(s)=Bi(5) By(s): X (5), X,(s)=Bi(5) By(s)- B3(s) - X,(s)

Addition der logarithmierten Ubertragungsfunktionen im BODE-Diagramm: Eine
Multiplikation von Frequenzgéngen gemil X ,(jo)=B|(jo)-B,(jw)- X ,(jo) kann durch
die Addition der Logarithmen erfolgen. Hierzu sollen die notwendigen mathematischen
Grundlagen angefiihrt werden. Die Gleichungen (W2.2-11) bis (W2.2-14) geben wichtige
Zusammenhidnge des dekadischen Logarithmus an.

e Funktion und Umkehrfunktion des dekadischen Logarithmus:

x=lg(y)e=y=10"V y>0 : (W2.2-11)
e Multiplikation von GroéBen erfolgt durch Addition ihrer Logarithmen:

lg(x1 "X,y -...-xn): lgx, +1gx, +...+1gx, (W2.2-12)
bzw. 1ga” =n-1ga , (W2.2-13)
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Ersatz einer Multiplikation durch Addition der Einzel-Logarithmen und nachfolgender
Potenzierung:  Anstatt B=B-B, rechnen wir IgB,lgB, und  daraus

IgB, +1gB, = lg(B, - By) =1g B sowic B=10'%
¢ Division von Grofen erfolgt durch Subtraktion der Einzel-Logarithmen:

lg%zlga—lgb , (W2.2-14)

Die  Bildung des  Logarithmus  stellt somit eine  Transformation  zur
Vereinfachung der Berechnung des Gesamt-Frequenzgangs dar. Die Hintereinanderschaltung
von linearen Ubertragungsgliedern in logarithmierter Darstellung ist in Bild W2.2-4 gegeben.
Es ist hier wieder auf eine Normierung zu achten, da das Ausgangssignal auf einen definierten
Pegel bezogen sein muss. Hier werden wieder das Eingangssignal und der statische Anteil der
Ubertragungsfunktion By zur Normierung gewihlt.

,— lg |B| —T—> Ig

ﬁ B — |g |§I| ]5:' ﬂ —B-Z:I ' ‘—Bu:i‘ b ]i-_f |-_3-|+]},T |_B| lg
X,

_|>|'j_ | ¥

| =

Ig |B3\ . X,

X

2. By By By

I" H L1 3
= Ye

lg |B|+1g |B.|+1g |5

Bild W2.2-4: Addition der logarithmierten Einzel-Frequenzgénge (nach [Rau])

Das Ersetzen der Multiplikation durch eine Addition vereinfacht den Rechenvorgang. Ein
weiterer Vorteil besteht in der einfachen graphischen Darstellung des Frequenzgangs des
Gesamtsystems durch additive Uberlagerung der Amplitudenfrequenzgiinge der Einzelglieder.
Darauf wird im Folgenden nidher eingegangen.

Darstellung der Grundfunktionen im BODE-Diagramm:
Das Ubertragungsverhalten der Waage (W2.2-5) aus Bsp. W2.2-1 besteht aus drei
Grundelementen (Elementarglieder) By, B, Be:

Differenzierglied B,

=wy-n- 5 , (W2.2-15)
B .o 1 (m}
0 1+J7 |

oy O \ @y
\_q_—J
Tiefpass B,

zusammen Tiefpass mit Resonanz B

Diese und weitere Elementarglieder werden im Folgenden erldutert und ihre graphische
Darstellung im Bode-Diagramm gezeigt. Unter der Voraussetzung, dass die Frequenzgangs-
Funktionen der Elementarglieder durch Multiplikation oder Division verkniipft sind, die
Glieder also hintereinander geschaltet sind, wird durch Addition der Grundglieder der
resultierende Frequenzgang ermittelt. Die dynamischen Eigenschaften von Systemen bei
zeitlich sinusformiger Anregung werden durch den Amplituden- und Phasengang des
Ausgangssignals, bezogen auf das Eingangssignal, beschrieben. Der Amplitudengang der
Ubertragungsfunktion B berechnet sich mit Gleichung (W2.2-16) zu
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20-1g|B|=20- lgy(Re{B)) + (Im{B))? . (W2.2-16)

Der Phasenverschiebungswinkel ¢g des Ausgangs- zum Eingangssignal wird durch den
Phasengang g/)B(a)) beschrieben.

@B (a)) = arctan(;m—%] Re {B} 0 (W2.2-17a)
pp(0)=7+ arctan( 15! j }<0,Im{B}> 0 (W2.2-17b)
g (a)) =-7+ arctan( mgg { }< 0 Im{B} <0 (W2.2-17c)

1) Das Differenzierglied:
In (W2.2-15) werden als Elementarglieder das Differenzierglied B, und der Tiefpass mit

Resonanz B; verwendet. Auf die Merkmale dieser beiden Elementarglieder und weiterer
Grundglieder wird im Folgenden eingegangen.

Amplitudengang des Differenzierglieds (d./df): Der Amplitudengang kennzeichnet die
Anderung der Ausgangsamplitude iiber der Eingangsamplitude des linearen Systems in
Abhingigkeit von der Frequenz. Die Ubertragungsfunktion des Differenzierglieds lautet mit
der Bezugs-Kreisfrequenz ay

B =By j-2% A By=1, >0 . (W2.2-18)
20

Das Verhiltnis von Ausgangs- zu Eingangsamplitude wird nach (W2.2-16) gebildet.

20-1
gBo

2
=20-1g (a’j :20-lg(ﬁj (W2.2-19)
25} 25}

Somit ergibt sich fiir eine Zunahme der Frequenz um den Faktor 10, also um eine
Frequenzdekade (Dek, engl.: Decade Dec), ein Anstieg des Ausgangssignals um 20 dB. Bei
® = @, weist der Frequenzgang einen Nulldurchgang auf. Auf einer linearen Skala entspricht

dies dem Betrag |§1/ Bo| =|a)/a)0| =1. Zusammengefasst weist das Differenzierglied somit
folgenden Frequenzverlauf auf (Bild W2.2-5):

+20dB/Dec Vo < ey
=20- lg( j = 0dB wo=0, , (W2.2-20)
0 +20dB/Dec Vo > @y

20-1
gBo

Das Differenzierglied zeigt fiir schnell verdnderliche (hochfrequente) Signale eine hohe
Verstarkung. Fiir quasi-statische (niederfrequente) Signale zeigt es eine hohe Abschwichung
und bildet somit fiir sie eine ,,Sperre*. Damit erfiillt der Baustein die mathematische Funktion
des Differenzierers.
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B

201 ‘——‘
g Bo
60 -

+20 dB / Dec
40 -

20 1

0 )
2 3
Ig |%
-20
-40
-60 -
Bild W2.2-5: Amplitudengang eines Differenzierglieds (nach [Rau])
100 1 Qs in [°]
20
80 -
70
60 -
50 -
40 -
30 -
20 -
10
0 : : . . . :
3 -2 -1 0 1 2 Ig |%| 3

Bild W2.2-6: Phasengang des Differenzierers (nach [Rau])

Phasengang des Differenzierglieds: Ein eingeprigtes Sinussignal wird durch Differenzieren
am Ausgang als Kosinussignal dargestellt. Der Phasenverlauf des Differenzierers ergibt sich
nach (W2.2-17) zu

P, (a)) = arctan( Engl g bzw. (W2.2-21)
Q8]
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o/ o,

P, (a)) = lim (arctan ) = lim arctanbd :% bzw. 90° . (W2.2-22)
a—0

a b—o

Graphisch wird der Phasenverlauf im Bode-Diagramm auf einer linearen Winkelskala iiber
einer logarithmischen Frequenzskala dargestellt, wie es Bild W2.2-6 zeigt. Der Phasengang
wird in der BODE-Darstellung direkt unter dem Amplitudengang angeordnet. In der
Vorlesung EMS  wird der Phasengang héufig nicht verwendet, da der
Schwerpunkt auf der dynamischen Amplitudendnderung des Eingangssignals durch
elektromechanische Systeme liegt.

2) Das Integrationsglied j ..dt:

Der Verlauf des Amplituden- und Phasengangs des Integrierglieds zeigt den umgekehrten
Verlauf des Differenzierers. Die Grundfunktion des Integrierglieds lautet

EZ:BO-%:BO- —j-% ABy=1 ,0>0. (W2.2-23)

j . _
@y @

Es ergibt sich der charakteristische Verlauf der Amplitude zu

2

20-1g|B,|=20-1g % =20-1g % :—20-1;{2] : (W2.2-24)

B2

201 ‘——‘
g Bo
60 -

-20 dB / Dec

40

20 4

-20 A

-40 1

-£0 -

Bild W2.2-7: Amplitudengang des Integrierglieds (nach [Rau])
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Mit (W2.2-13) und n = -1 wurde der Kehrwert in der Klammer gebildet. Somit lassen sich
folgende charakteristische Punkte des Amplitudenverlaufs (Bild W2.2-7) angeben:

—20dB/Dec Vo < @,
20-1g|B,|=—20- 1g(ﬁj =1 0dB w=w) . (W2.2-25)
),
0 —20dB/Dec Vo >

Der Phasengang des Integrierglieds ergibt sich nach (W2.2-17) und wird also durch eine
horizontale Gerade bei —90° dargestellt (Bild W2.2-7).

-0/,

P, (a)) = lim (arctan ) = lim arctan(-b) = —% (W2.2-26)

a—0 a b—x

3) Das Hochpassglied (sieche W2.1 b):
Durch Kombination des Differenzierers mit einem Tiefpassglied 1. Ordnung (siche W2.1 a)
ergibt sich das Hochpassglied. Die Grundfunktion lautet

e
Bi=B,— AB =1 ,0>0 . (W2.2-27)

1+j-£
20

Bei niedrigen Frequenzen ergibt sich die Charakteristik des Differenzierers. Bei Frequenzen
grofer als @, ergibt sich ein Verstirkungsfaktor |§3/ Bo| von nahezu 1. Es ergibt sich

folgender Amplitudengang:

20-1gJB;| = 20-Ig(Re{B3 | + (1m{B, )} =20-1g) —— 22 (W2.2-28)
1+(w/ ay)
B3
201g| =
60 -
40 A
20 4
0 ; (00 \
B 2 1 2 3
g[S
20 4
+20 dB / Dec
-40 A
60 -

Bild W2.2-8: Amplitudengang des Hochpassglieds (vgl. Bild W2.1-8) (nach [Rau])
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Phasengang des Hochpassglieds: Der Phasenverlauf des Hochpassgliedes (vgl. Bild W2.1-
8) ergibt sich nach (W2.2-17) zu

P, (a)) = arctan(%l—;%j (W2.2-29)
B3
mit

@p, *90° Vo <<y
P, (a)) — arctan 22 = pp, =45° w=w, . (W2.2-30)
@
pp, 0° Vo >>a

4) Das Tiefpassglied (siche W2.1 a):
Durch die Kombination des Integrierers mit einem konstanten Faktor im Nenner ergibt sich
das Tiefpassglied 1. Ordnung, dessen Grundfunktion lautet

§4=BO-;(0/\BOZI ,0>0 . (W2.2-31)

I+ —
20

Der Amplitudengang (graphische Darstellung im BODE-Diagramm Bild W2.2-9) ergibt sich
daraus gemaf

2 2
20-1g|B,| = 20 -1g 1+(ﬂj =-10-1g 1+(ﬁ] . (W2.2-32)
20) 20
Ba
_r
60 4
40
20 A
= mo

0 T T

-8 -2 1 2 3

g |%

=20 4

-20dB/Dec —

40 -

B0 4

Bild W2.2-9: Amplitudengang des Tiefpassglieds (vgl. Bild W2.1-4) (nach [Rau])
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2 0dB Vo< (o)
20-1g|B,|=-10- lg{l + (ﬂj J =1 -3dB  w=o, . (W2.2-33)
0 —20dB/Dec Vo> o,

5) Das inverse Tiefpassglied:
Durch Kombination des Differenzierers mit einem konstanten Faktor im Zdhler ergibt sich
das inverse Tiefpassglied 1. Ordnung mit dessen Grundfunktion

Bi=By-(1+j--2)AB, =1 >0 . (W2.2-34)
@
Bei niedrigen Frequenzen ist der Ubertragungsfaktor |§5 /BO| nahezu 1, also Bs gleich B,.

Bei Kreis-Frequenzen grofler als @, ergibt sich die Charakteristik des Differenzierers. Es
ergibt sich dann ein Amplitudengang von

2
20-1gBs| =20 1gy/(Re{Bs ) + (Im{B5 )} =10-1g 1+(ﬂ] . (W2.2-35)
20)

Somit ergeben sich die charakteristischen Funktionswerte zu

2 0dB Vo< [
20-1g|Bs|=10-1g 1+(ﬂj =1 +3dB o=, . (W2.2-36)
“ +20dB/Dec Vo > o,

Die graphische Darstellung im Bode-Diagramm entsteht durch eine horizontale Asymptote im
unteren Frequenzbereich und eine Asymptote mit einer Steigung von 20 dB/Dec
ab der Eckfrequenz @ = @,. Dort betrigt der Abstand des realen Amplitudengangs von den

Asymptoten +3 dB, vgl. Bild W2.2-12.

Bs
201 ‘——
) Bo

60 -

40 1

+20 dB / Dec
20 1

3

u)_‘

Ig |u;-o
-20 -

Bild W2.2-10: Amplitudengang des inversen Tiefpassglieds (nach [Rau])

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Wiederholung / 38 Elektromechanische Systeme 1

Phasengang des inversen Tiefpassglieds: Der Phasenverlauf des inversen Tiefpassglieds 1.
Ordnung ergibt sich nach (W2.2-17) zu

P, (a)) = arctan(%] . (W2.2-37)

@ pp, =0° Vo <<ay
P, (a)) = arctan% =195, =45° w=w, . (W2.2-38)
Pp, *90° Vo >>

Bild W2.2-11 zeigt den Phasenverlauf des inversen Tiefpassgliedes 1. Ordnung {iber der
normierten Kreisfrequenz.

esin[°] 100 ,

90 4

80 -

70

60

50 -

®| 3
Ig|@|

Bild W2.2-11: Phasengang des inversen Tiefpassglieds (nach [Rau])

6) Der Tiefpass mit Resonanz:

Ein hiufig anzutreffendes Ubertragungsverhalten mechanischer Teilsysteme (siche Bsp.
W2.2-1) ist der Tiefpass mit Resonanz. Er ist als Elementarglied auch in der
Ubertragungsfunktion der Waage enthalten

By =B, ! ABy =1 , ©>0,0>0 . (W2.2-39)

2
(a)] w1
1_ i +].7.7
@y @, O

Fiir die Betragsbildung komplexer Zahlen gilt

. 2 2
PR AL AN L 2 . (W2.2-40)
c+j-d i
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Somit ergibt sich der Amplitudengang zu

2\? 2
[ o 1
20-1g|B¢|=-20-1g {1(@-()}} +(w—0-§j : (W2.2-41)

Bg hat ein Maximum bei o* = @ - 1—2%. Fiir hohe Giiten O >> 1 ist o*~ @,. Die

Resonanziiberhohung ergibt sich durch Einsetzen von @ = @ * in (W2.2-41).

1 1 1
Vo> a0

Fiir hohe Giiten Q >> 1 folgt daraus:

20-1gBg|;,,_ v = ~20- lgé =20-1g0 . (W2.2-42b)

(0=0*
20 Ig‘ E—E

60 -

40 -
20 {-mmm o e e e T Q

2 ‘(D |3
19 | oo

10

-20 A

-40
-40 dB / Dec

-60 -

Bild W2.2-12: Amplitudengang eines Tiefpasses mit Resonanz fiir eine Giite O = 10 >> 1 (nach [Rau]). Das

genaue Maximum bei @* = 0.9975' @y und hat den Wert 20.0109, ist also nur geringfiigig groBer als der
Néaherungswert 20.

Der Amplitudengang (Bild W2.2-12) ldsst sich durch drei typische Bereiche im gesamten
Frequenzbereich unterscheiden:
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0dB Va)<a)0

2\2 v
20-1g|B¢| = —20-1g [1(ﬁjj {ﬁ-—J =120-1g0dB  w=a, .  (W2.2-43)
“ “ —40dB/Dec Vo > a

Der Amplitudengang ist durch einen nahezu konstanten Verlauf im unteren Frequenzbereich
gekennzeichnet. Nahe der Resonanzfrequenz o™* = @, ergibt sich durch (nahezu) Wegfall des
Realteils im Nenner eine von der Dimpfung abhingige Uberhdhung der Ausgangsamplitude.

Oberhalb der Resonanzfrequenz liberwiegt der quadratische Anteil im Nenner und bewirkt
eine Verringerung der Amplitude um 40 dB pro Dekade.

7) Der inverse Tiefpass mit Resonanz:
Fiir die Ubertragungsfunktion des inversen Tiefpass mit Resonanz gilt:

@

2
57—30-[1—(—j +j-ﬁ-éj/\30—l ©>0,0>0 . (W2.2-44)

2 2

Daraus ergibt sich der Amplitudengang:

2
2 2
20-1g|B;|=20-1g 1—(ﬁj +(ﬂ-i] . (W2.2-45)
@y wy O
B7
20 Ig| =
ol
60 -
+40 dB / Dec
40 -
20 A
0 + —— T
-8 2 1 2 o |3
Ig |&Y
07| [ M S SPN P P D
2013 Q
-40 Q=10

Bild W2.2-13: Amplitudengang eines inversen Tiefpasses mit Resonanz fiir eine Giite Q = 10, (nach [Rau]).
Das Resonanzminimum tritt bei @ =@, auf. Sein Wert ergibt sich durch Einsetzen von

@ = m, in (W2.2-45):

20- 1g|B;|

(a’=a’o)

=20 lgé =-20-1g0 . (W2.2-46)
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Fiir den Amplitudengang (Bild W2.2-13) unterscheiden wir ebenso drei typische Bereiche im
gesamten Frequenzbereich:

2 2 2 0dB Va)<a)0
20-1g|Bg|=10-1g 1—(ﬁj +(ﬁ-lj =1-20-1g0dB o=, , (W2.2-47)
“ 1 40dB/Dec Vo> a

Beim inversen Tiefpass mit Resonanz ergibt sich bei der Resonanzfrequenz ay ein
Minimum der Ausgangsamplitude. Oberhalb der Resonanzfrequenz erfolgt eine
Verstiarkung der Amplitude um 40 dB pro Dekade.

Darstellung des Gesamt-Ubertragungsverhaltens durch Addition der logarithmierten
Frequenzginge der Grundglieder:

Da das in Bsp. W2.2-1 behandelte mechanische System multiplikative Verkniipfungen von
Elementargliedern aufweist, kann das Gesamt-Ubertragungsverhalten durch Addition der
logarithmierten Amplitudenfrequenzgénge der Grundglieder erfolgen.

Differenzierglied B,

B :%za)o n- 5 (W2.2-48)
= 3 .o 1 (a)j

oy O \@
%/_J
Tiefpass B,

zusammen Tiefpass mit Resonanz B

Eges

2
20-1g :20-lgj-£—20-1g1+j-£-é——(£] (W2.2-49)
o

2] 2

0

B, B,
Bild W2.2-14 zeigt gestrichelt den Verlauf der Asymptoten fiir das Differenzierglied B
aus dem Zidhler und fiir den Tiefpass mit Resonanz Bs aus dem Nenner des Gesamt-
Frequenzgang des Beispiels W2.2-1 der Waage. Durch Addition beider Asymptoten ergibt
sich eine resultierende Asymptote anhand derer die Gesamtiibertragungsfunktion gezeichnet
werden kann. Es ist sinnvoll an den Knickstellen der Asymptoten einen weiteren Stiitzpunkt
zu berechnen, um den realen Verlauf exakt darzustellen.

Auch der resultierende Phasengang wird durch additive Uberlagerung der
Einzelphasengidnge gezeichnet (Bild W2.2-15).
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20 Igg= ADlgQ

20

#~—— Asymptote von B;

Q=10

. . —lg 8
e L 2 2 g0

— Gesamtfunktion Bges

=20 |

[ +20 dB/Dec A .20 dB/Dec

-40 dB/Dec — .
.

Asymptote von Bs

Bild W2.2-14: Amplitudengang des Ubertragungsverhaltens By.s der Waage durch Addition der Verldufe der
Logarithmen von B; und B¢ (Im Beispiel: Giite O = 10) (nach [Rau]).

~

@in[°]
20

45

@

-45

-20

Bild W2.2-15: Resultierender Phasengang der Funktion der Waage (Bsp. W2.2-1), (nach [Rau]).

Zusammenfassung: Basisfunktionen fiir das BODE-Diagramm:

Im BODE-Diagramm wird der Frequenzgang {iiber der logarithmisch aufgetragenen
Frequenz dargestellt. Dabei unterscheidet man zwischen dem logarithmischen
Amplitudengang und dem linear dargestellten Phasengang. Im Folgenden sind
die zur Erstellung eines BODE-Diagramms bendétigten Basisfunktionen zusammengefasst.

Differentiationsglied: B, = j-ﬁ (W2.2-50)
@
Integrationsglied: B, = % (W2.2-51)
jo
Wy
)
J aT
Hochpass: B, = —Oa) (W2.2-52)
I+ —
Wy
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Tiefpass: B, = — (W2.2-53)
I+j-—
Wy
Inverser Tiefpass: Bs=1+ j-ﬁ (W2.2-54)
Wy
Tiefpass mit Resonanz: B = ! 5 (W2.2-55)
. W @
@0 @
2
Inverser Tiefpass mit Resonanz: B, =1+ ;- @ __ (ﬁj (W2.2-56)
@0 @

Amplitudengang der Basisfunktionen:

Allgemein: 20- 1g|§i| =20-1g \/(Re{gi })2 + (Im{ﬁi })2 (W2.2-57)

+20dB/Dec Vo < ey
Differentiationsglied: 20-1g|B,| = 20- g2 = 0dB = w, (W2.2-58)
)
" |+20dB/Dec Yo >,

—20dB/Dec Vo< o,
Integrationsglied: 20- 1g|§2| =-20- lgﬂ = 0dB = o, (W2.2-59)
“ | _20dB/Dec Vo>

Hochpass:

=! -3dB ow=g (W2.2-60)

0dB/Dec Vo>,

2 +20dB/Dec Vo < o,
0 woj ]

20-1g|B,|= 20-1gwﬁ—10-1g[1+(ﬁ

Tiefpass:
@
— | |= -3dB @ = @y (W2.2-61)

—20dB/Dec Vo > ay

2 0dB/Dec Vo< a,

20-1g|§4|——10-1g{1+[

Inverser Tiefpass:
0dB/Dec Vo< a,

2
20-1g|Bs|=10-1g 1+(ﬂj = +3dB  w=go (W2.2-62)
“ +20dB/Dec Vo > o,

. . . 1
Tiefpass mit Resonanz bei o* =@ - [1-—=:

20%
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0dB/Dec Vo<,

2 2
20-1g|B4| = -10-1g 1—(ﬁj +( @ j =1+20-1g0dB w=w,  (W2.2-63)
“o @0 —40dB/Dec Vo > o,

Inverser Tiefpass mit Resonanz o* = @, :
2 2 0dB/Dec Vo<,
20-1g|B| =10-1g 1—(EJ +( @ j =1-20-1g0dB w=w, (W2.2-64)
“0 @0 +40dB/Dec Vo > o,

B,
A 20lg ==
=0 20 dBQic
B, B
40 T -
-20dB/Dec
20 + 40 dB/Dec
Y PRYEPEPRITTT FETTEPE] PLTEPPELEE TPEPTLA, 4= - 4 |
3 2 3 lg (w/m)
20 T
J/ -4() dB/Dec
¢ ﬁ.,
20 dB/Dec,s” t
-40 ’
; -201gQ
B i
1 B,
4 -20 dB/Dec

Bild W2.2-16: Amplitudengang der Basisfunktionen (nach [Rau])

Phasengang der Basisfunktionen:

Allgemein ¢p = arctan M fiir Re{ﬁi}> 0 (W2.2-65)
’ RelB; |

Differentiationsglied: ¢p =7/2 (W2.2-66)

Integrationsglied: @p =-7/2 (W2.2-67)

@y Pp, 90° Vo << o,
Hochpass: ¢p, = arctan% =1¢p, =45° w=w, (W2.2-68)
Py, = 0° Vo >>a,
@ pp, =0° Vo <<a
P =g, =450 0= (W2.2-69)
¢p, =—90° Vo >>a,

Tiefpass: @p, = arctan
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@ pp, = 0° Vo <<
Inverser Tiefpass: Pp, = arctan% =105, =45° o=, (W2.2-70)
pp, =90° Vo >>

Tiefpass mit Resonanz bei o* =@y - |1 - % :
20
_ @ pp, ~0° Vo<<a,
Pp, = arctanLQ2 =1 ¢p, =—90° w=0, (W2.2-71)
1— C‘)J pp, =—180° Vo >>
@

Inverser Tiefpass mit Resonanz bei o* = @, :

a)wQ pp, =0° Vo <<
@p, = arctan 0 =198, =90° w=a (W2.2-72)
1-| @ pp, =180° Yo >> @y
@
60
—2B,
40 + B,
7N EB
el 20 | B,
= — B,
s 0 By
g B
.20k
=)
[a]
-40
-60 | ‘ ‘ | |
-3 -2 -1 0 1 2 3
2) log1o (w/wp)
180 : ; :
135 ¢ f
90 —
f\ 45
= 0
)
9~ _45 7 \
-90
-135 ¢
-180 ‘ ‘ ‘
-3 -2 -1 1 2 3
b) log1o (w/wo)

Bild W2.2-17: a) Amplituden- und b) Phasengang der Basisfunktionen zu Bild W2.2-16
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W3 Aufgaben zum BODE-Diagramm

Aufgabe W1: Tiefpass-System

A

=a

~

=10 eines mechanischen

1) Geben Sie die Amplitude der maximalen Auslenkung

—e

Tiefpass-Systems in dB an (X . = 1 mm)!

~

2) Geben Sie die maximale Geschwindigkeitsamplitude =0.5 indB an (I}e =1 mm/s)!

—e

A

Ey
bei der Eckfrequenz —3dB. Um welchen Faktor hat die Kraft im Verhéltnis zur

Anregungskraftamplitude ‘E 0‘ abgenommen?

3) Das maximale Kraftamplitudenverhéltnis am Ausgang des Tiefpasssystems betrdgt

Aufgabe W1 (Loésung): Tiefpass-System

1)
20 lg/2a| = 20-lg‘10mm‘ =20dB
X, I mm
2)
20 Ig| = =20-1g‘0'5Lm/s = —6dB
v, 1 mm/s
3)
P R L =20 . 1-20 .
20-1g-—==-3dB - —20-1g— =3 =1g| | '= =351= =10 >|= =102
F, Fy Fy Ly Fy
2 3
=1=10 20 =0.708 ~ 71% . Die Kraftamplitude hat um 29% abgenommen!
Ly

Aufgabe W2: Tiefpass- und Hochpass-System mit Resonanz
1) Berechnen und skizzieren Sie im Bereich —3 <lg(w/@,) <3 den Phasengang ¢ eines

Tiefpasssystems ohne Resonanz und eines Systems mit Resonanz und hoher Giite Q, so
dass die Resonanzfrequenz o* = @, ist!
2) Ermitteln und zeichnen Sie im Bereich -3 <Ig(w/@,) <3 den Amplituden- und

Phasengang des Hochpasssystems mit Resonanz (analog zum Tiefpass-System mit
Resonanz)! Berechnen Sie die Resonanz-Kreisfrequenz w*! Ist diese kleiner als ay?
3) Zeichnen Sie erginzend den Phasengang des Hochpassglieds!
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Aufgabe W2 (Losung): Tiefpass- und Hochpass-System mit Resonanz
1)

@
- pp, =0° Vo <<a
)
¢p, = arctan 10 =1¢p, =—45° 0=, ,
@p, =—90° Vo >>a,
@
— ¢B6 ~(° Yo << [
a) .
@p, = arctan 0 5 =9 ¢, ="90° w=0,
(0] — o
1—] — ¢B6 =-180° Vo >> g
@
o/
45
0 1 ‘ T ‘
3 2 0 1 2 3 lglofoy)
B g . W, Tiefpass erster Ordnung
- g [ USRI U S S T —
135 + Tiefpass mit Resonanz
T 1 e L

Bild W2.1: Phasengangverldufe von Tiefpassanordnungen erster Ordnung (PT1-Glied: keine Resonanz) und
zweiter Ordnung (PT2: Resonanz bei o* = ay) (nach [Rau]).

2)
Fiir @ — o muss als ,,Hochpass* das Verhéltnis von Ausgangs- zu Eingangsamplitude B = 1

sein, wihrend fiir die Resonanz das Nennerpolynom vom Tiefpasssystem mit Resonanz von
1) zu tibernehmen ist. Daher muss im Zihler die Frequenz quadratisch zunehmen:

2
2
|§: a)oz jB O:x:(ﬁj :f{B:o:j *
w ), X X X
- — + 0
@y @y -0
-2-(1-x)+—
dB 1 X =0+
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2
2 X X 1] x 1 |eo*
(I—X) +E—E-(—2-(l—x)+gj—1—x+@—0—)x—1_—1—(w—0j

207
=2
20

, giiltig fir O >1/ V2. Die Resonanzfrequenz ist grofler als ax.
Fiir hohe Giiten Q ist * = @, . Die Resonanziiberh6hung ist dann

1
20- 1g|§|w*m0 =20-lg———=20-1g0
1

0

2
Fiir kleine Frequenzen ist |§| ~ (ﬂj ,also 20- lg|§| ~—-40- lg(ﬁj. Der Amplitudengang des
@y @y

Hochpassgliedes mit Resonanz ist im Bild W2.2 zu sehen, der Phasengang im Bild W2.3.

3) Siehe Bild W2.3

B
20 Ig|——
b3
40
201gQ
) /k
o - . — .
& -2 = S0 : 2 |& 3
] 19 g
=20 4
40 ) +40 dB / Dec
_m p

Bild W2.2: Amplitudengang des Hochpasses 2. Ordnung fiir gro3e Giite Q (Resonanz bei @* = ay) (nach [Rau]).

of°

T i

Hochpass mit Resonanz

135

R e

Hochpass erster Ordnung

LT I e . S

(]
I
I
I
I
I
I
I
I
1
0

° -3 2 -1 1 2 3 lg(ofe,)
Bild W2.3: Phasengang von Hochpassanordnungen erster (ohne Resonanz) und

zweiter Ordnung (mit Resonanz) (nach [Rau]).
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Aufgabe W3: Mechanische Waage

Betrachten Sie die mechanische Waage gemiB3 Bild W2.2-1 bei Stérungen der Lage der
Waagschale durch eine anregende Wechselkraft mit dem Effektivwert 7' und der Annahme
schwacher Ddmpfung d (also hoher Giite Q), so dass das System schwingungsféhig ist.

“ n=1/k r=d/k wf=kim Q=—"

a)o'f’

1) Berechnen Sie die Resonanzfrequenz a); von |Z/ F | !

2) Erldutern Sie anhand des Amplitudenfrequenzgangs Bild W2.2-14 anschaulich die
Abhingigkeiten von V' und F von der Kreisfrequenz !

3) Berechnen und skizzieren Sie den Amplitudenfrequenzgang des Ausschlags X als By = X/F
der Waag-Schale im Bereich —3 <lg(w/@,) <2 fiir Q = 50! Berechnen Sie die

Resonanzfrequenz a)j( und den Wert der bezogenen Amplitude bei diesem Wert! Welche
BezugsgroBe By bietet sich an? Ist die Resonanzfrequenz identisch mit jener von 1)?
4) Wie andert sich die Einschwingdauer 7, ~ 3T (T: Zeitkonstante) der Waage

(1) mit steigendem £ (steifere Feder) und
(i1) mit zunehmender Masse m?
Wie grof} ist die Einschwingfrequenz f4? Von welchen Parametern héngt sie wie ab? In
welchem Verhiltnis steht die Einschwingfrequenz zu den Resonanzfrequenzen von 1) und
3) allgemein und fiir speziell fiir groBes O (= sehr schwache Dadmpfung)?
5) Wie groB3 muss die Dampfung d sein, dass das System nicht mehr schwingungsfahig ist?

Aufgabe W3 (Losung): Mechanische Waage
1)

V a)i X 10}
1 —|=wn N - 0 =wn-n- —
)‘E‘ 0 0

1-(;J”+(;-;T ey
\/ 2

1 ”'(") 2 ( 2x)+2x/Q _

et ) [@xz%(;ﬂ”

(l—xz)z +(éj2 —x-((l—xz)-(—Zx)+x/Q2)=O—>x=(w;/a)o):il

_)
dx

Unphysikalisch: a); <0, daher a); =y
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2)

a) Im Bereich der Resonanzfrequenz @ = @y : Ray-n-

. . 1
Q
sich die Amplitude der Schwinggeschwindigkeit bei Anregung mit einer Wechselkraft

konstanter Amplitude proportional zu Q.
1)

@y

2)? 2
EEs
) @y O

b) Im Bereich kleinerer Frequenzen o << @, ist wegen

LA
Fl-

0 o .
= @y -n-— =— der Einfluss des
wy k

Federelements dominant, und die Schwinggeschwindigkeitsamplitude nimmt ab.
¢) Im Bereich grofler Frequenzen @ >> @, wird wegen

a 0)

o o @y - N a)g/k m
_za)o.n. za)o-n- = = = —

BRI G

der Einfluss der Masse sichtbar. Die Schwinggeschwindigkeit nimmt wegen der trigen
Masse, die der immer schnelleren Bewegung nicht mehr folgen kann, ab.

3)

v=dx/dt >V =jo-X = B, === !

J o

I~y |
ST

2
. o 1)
I+j- - —
@y -Q (a’oj
Statische Auslenkung: X =n-F=F/k > B, =X,/F=n

T Y R

‘BXO‘ 1+ @ a)Z cozz w ?
/ @y-Q o 1_(0)0J +(0)0'Q]

B,

d
Resonanzfrequenzberechnung: —

do|B,

2
:0—>x:(ﬂj —>di ! =0
@ x\/(l—x)2+sz
1
py =)y 1 . 1
U'(@ e
S
QZ
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B

2x

B _ 1 0

= >Q

0= a)X ‘ ‘max -1 1 2 1 1 1 \/1_12

Die Resonanzfrequenz ist etwas kleiner als jene von 1).

xO

Fiir hohe Giiten Q gilt: lim a)} =@y und —4 L
Qo BxO = 2
w=a 1
(Q]
B,
Bild W3.1 zeigt den zugehorigen Amplitudengang = fiir O =
x0
a)}:a)o- ,1—%20.9999-600 R @y, By :L:SO.OO%zQ:SO,
2-50 BxO max 1— 1 5
4-50
B
20-1g— =20-1g(50.0025) =34 dB
x0 Imax
) . B, | 1 1
Fir o << @ gilt: | =+ ~1 und fiir o >> @, gilt ~ ~ 5
x0 ‘ ‘ 2 2 2 [
— o,
@y wp - Q 0
20-1lg S
“ v
0 201gQ
Amplitudengang
20+  des Wagetellers
0 t f t t 9 Ig (w /wy)
2 -1 0 1 2
-40 dB /Dec
204+

Bild W3.1: Amplitudengang der Wégetellerauslenkung X/F, bezogen auf die Nachgiebigkeit n, fir Q = 50.
Er entspricht einem Tiefpass mit Resonanz B (nach [Rau)).

4

D)as Einschwingen wird durch die homogene Losung der Differentialgleichung
m-X+k-x+d-x=m-g=F, bestimmt, also von m-X, +d-x; +k-x, =0 bzw.

X, +(d/m)-x;, +(k/m)-x;, =0. Die Einschwingdauer 7. ist jene Zeit, bis die
Eigenschwingung abgeklungen ist. Das dauert geméall unserem vereinfachten Modell mit
konstantem, von x, X, X unabhingigem Reibungsbeiwert d unendlich lange Zeit. Allerdings
ist nach etwa drei Zeitkonstanten 7" des Systems die Schwingungsamplitude auf 5% ihres
Anfangswerts abgeklungen, so dass eine brauchbare Naherung 7, = 37 ist.
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Eigenwertberechnung fiir £ > d 2 /(4m) (= schwingungsfihiges System):

2
+(d/m) A+(k/m)= 0—)112——Zi+] * 4d2
m m

2
x, () ~e T cos(wgt— @), T=2m/d, a)d—‘/ﬁ—d—
m  4m?

(1) Je steifer die Feder gewihlt wird, desto schneller schwingt die Wigschale, aber verkiirzt
nicht die Einschwingdauer 7, = 37 der Waage.

(i1) Je groBer die aufgelegte Masse bzw. die Masse des Wigetellers ist (und je geringer die
Dampfung d), umso ldnger wird die Einschwingdauer 7, = 3T .

2

Die Einschwingfrequenz f; = L k4 steigt mit £ und sinkt mit d und m!
27 \m  4m?

2 2 42 2 2

n=1/k r=d/k o} =kim Q= ! —>d _dT K _r Ly = o

@y r 4m* 4k* m? 4

5)
2

Die Einschwingfrequenz wird Null bei — =——
m  4m

ist der ,,aperiodische Grenzfall“. Fiir Dampfungen d > 2+/m - k treten zwei reelle Eigenwerte

2
Mo = -4 iwfd—z —k auf. Das Auflegen einer Masse auf den Wigeteller fiihrt nicht zu
4m

2m
einem Einschwingen, sondern einem geddmpften ,,Kriechen in die Endlage gemil3 einem

Abklingen von x,(t)~Cy-e”' +Cy-e™' mit T, =-1/4, und zwei durch die

Anfangsbedingung zu bestimmenden Konstanten Ci, C,.

5 » also bei der Ddmpfung d =2+m -k . Dies

Aufgabe W4: Piezoelektrischer Beschleunigungssensor

Ein Beschleunigungssensor misst die an ihm auftretende Beschleunigung, indem die auf eine
Testmasse m (,,seismische” Masse) wirkende Trigheitskraft F bestimmt wird. Ein
piezoelektrischer Beschleunigungssensor zum Messen dieser auftretenden Wechselkraft F (z.
B. bei Schwingungen an einer Maschinenoberfldche) weist eine Signalverarbeitungsstruktur
gemif Bild W4.1 auf. Die Einzelfrequenzginge der Ubertragungskette sind

1) fir das mechanische, geddmpft geméf der Giite O * schwingende Feder-Masse-System (mit
der Resonanz-Kreisfrequenz ay und der schwingenden ,seismischen® Masse m), dessen
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Beschleunigung ¥ zufolge der Wechselkraft F  gemessen  werden  soll:

§1=£=L—301' !

E ag w w ?
1+ - - —
wy-Q* @
i1) fiir den piezoelektrischen Wandler, der die Wegldngendnderung x proportional in eine
elektrische Ladungsansammlung Q iibersetzt:

0 0
B, ===a;=B()2=dP-m )
=m

2

iii) fir den elektrischen Verstirker (= Hochpass mit der Eck-Kreisfrequenz ax;), der die
Ladungsmenge Q in eine elektrische Spannung u iibersetzt:

L
u ‘].a)
u 01
§3—§=BO3 P
= I+j-—
2}

Im Frequenzgang B, tritt als Effektivwert der WechselgrofSe in Form einer komplexen Zahl
die elektrische Ladungsmenge Q auf, weiter die piezoelektrische Ladungskonstante dp und

die ,,seismische” Masse m . Daten: Eck-Kreisfrequenz w,, =107 - @, , Giite 0* =100 .

mechanisches piezoelektrischer elektrisches
Netzwerk Wandler Netzwerk

4] apn Qo &
: ﬁl & Eg @ £3 ®

Bild W4.1: Signalverarbeitungsstruktur des piezoelektrischen Beschleunigungssensors (nach [Rau]).

1) Wann ist es sinnvoll, Frequenzginge zu berechnen? Wann diirfen die Amplitudenginge der
Einzelfrequenzgénge im BODE-Diagramm additiv iiberlagert werden?
2) Geben Sie die prinzipiell auftretenden Zeitfunktionen zu den Gréfen Q und u an!

3) Skizzieren Sie die Amplitudenginge der einzelnen Ubertragungsglieder B, :Q—’”,

a
EZ :ga §3 =
a

die Resonanziiberhohung |§1 / B01| in dB? Beim Skizzieren des Amplitudengangs diirfen

im BODE-Diagramm im Bereich —5<lg(w/wy) <1! Wie groB ist

Q=

Sie diese Uberhdhung bei ay der Einfachheit halber vernachlissigen. Wihlen Sie fiir die
Skizze die Zahlenwerte By = 4, By, = 0.1 und By; = 10.

4) Skizzieren Sie den Amplitudengang des Gesamt-Frequenzgangs

u u

Eges =B, B, B; :Z:E
Resonanziiberhohung ein!

5) In welchem Frequenzbereich kann der Sensor sinnvoll zur Messung der beschleunigenden
Wechselkraft F' verwendet werden (Beispiel: f, = 40 000 Hz)?

im BODE-Diagramm! Zeichnen Sie auch die
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Aufgabe W4 (Losung): Piezoelektrischer Beschleunigungssensor

1)

Es ist sinnvoll, Frequenzginge fiir lineare, zeitinvariante Netzwerke zu berechnen. Die
Amplitudengidnge der Einzelfrequenzginge diirfen im BODE-Diagramm additiv iiberlagert
werden, wenn die Einzelfrequenzginge multiplikativ verkniipft sind.

2)

(1) = Re{\/E-Q-ej“’t}: Re{\/E'Q'e_WQ 'ejwt}:\/z'Q-cos(a)t—(DQ)
u(t):Re{\/E-z-eja”}: Re{\/E-U-e_j‘/’” 'ejax}:\/z'U-COS(a)t—(ﬂu)
3)

|§1|: BOI

2))? 2
(o) | oo
2} @y -Q*

Resonanziiberh6hung: |§1|w0 =By -0*, 20-1gB, /Bo|w0 =20-1gQ*=20-1g100 = 40 dB

, Resonanz-Kreisfrequenz: ay ,

2
w<<ay:|B||~By , a)>>a)0:|§1|zB01-[%j , 20-1gBy; =20-1g4=12dB.

B, =By, , 20-1gBy, =20-1g0.1=-20dB .
o

@p1

2
1+( a)J
@p1

|§3|:Bo3' , 20-1gBy; =20-1g10=20dB,

® << @y, :|B)| = B3| = By O o> @1 1 |By| = |B3s| = Bos oL
) 1)
lg(@y; / @y) =1g107* = —4.

Die Amplitudenginge der einzelnen Ubertragungsglieder sind in Bild W4.2 dargestellt.

201g| B |

40+

Wom = = = f e - - = - - - 20 Ig(Bo3)
20 1g(Bo1)

0

1 Plg (w/wy)

———————— — = 201g(Bgz)

-40 dB /Dec B4

Bs2

Bild W4.2: Amplitudengénge der Einzelfrequenzginge (nach [Rau]). Die Resonanziiberhdhung bei ay ist der
Einfachheit halber vernachlassigt.
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4)

Der Amplitudengang ‘ﬁ

des Gesamtfrequenzgangs ist im Bild W4.3 durch

ges

Summation der drei Amplitudengéinge aus Bild W4.2 ermittelt worden. Mit 10-fachem
Abstand von der Eck-Kreisfrequenz und der Resonanzfrequenz ergibt sich ein

Kreisfrequenzbereich 10-@y; <@ <0.1-@,, in dem das Ausgangssignal ,,Spannung® zum
Eingangssignal ,Kraft“ proportional ist und so bei geeigneter Kalibrierung die
beschleunigende Kraft zu messen gestattet. Es ergibt sich mit 0.1 f; =4 000 Hzein

Frequenzbereich 40 Hz < f <4000 Hz .

A
201lgQ
40 1
20+ 20 dB /Dec
0 +4— } : { { } > Ig (w /W)
-4 -3 -2 -1 0 1 2
-40 dB /Dec

.20+

Bild W4.3: Amplitudengang des resultierenden Frequenzgangs des Beschleunigungssensors (nach [Rau]).

W3 Phasenraum und Phasenportrait

Der (2r-dimensionale) Phasenraum beschreibt die Menge aller moglichen Zusténde eines
dynamischen Systems. Diese Zustinde werden durch einen Punkt im Phasenraum eindeutig
abgebildet. In der Mechanik (und der Elektromechanik) besteht er aus (verallgemeinerten)
Ortskoordinaten x;, x,, ... x, (z. B. Raumkoordinaten x; und Ladungs-Koordinaten Q;) und
zugehorigen (verallgemeinerten) Impulsen, die proportional sind zu den (verallgemeinerten)
Geschwindigkeiten %, %,, ... X, (z. B. %;=v; und Q; =i;). Die zeitliche Entwicklung
eines Punktes im Phasenraum wird durch Differentialgleichungen beschrieben und durch
Trajektorien (Bahnkurven, Orbit) im Phasenraum dargestellt. In der Hamilton-Mechanik des
Lagrange-Formalismus sind dies Differentialgleichungen erster Ordnung in der Zeit
(,,kanonische Gleichungen®) und durch einen Anfangspunkt (Anfangsbedingungen der
Differentialgleichungen) eindeutig festgelegt. Dementsprechend kreuzen sich zwei
Trajektorien im Phasenraum auch nicht, da ab einem Kreuzungspunkt der weitere Verlauf der
Trajektorien nicht eindeutig ist. Geschlossene Trajektorien beschreiben oszillierende
(periodisch schwingende) Systeme. Insbesondere fiir zwei Variable (» = 1, 2r = 2) kann man
die Bewegung als Trajektorien in einem Phasenportrait anschaulich darstellen und qualitativ
analysieren. Dies erlaubt auch die Analyse moglicher Losungen nichtlinearer
Differentialgleichungen.

Fiir Systeme 1. und 2. Ordnung liegen Differentialgleichungen 1. und 2. Ordnung zugrunde.
Im Abschnitt W1 wurde ausfiihrlich das transiente Verhalten des hiufigen Sonderfalls
linearer Systeme 2. Ordnung (W3-1) untersucht und Losungen u(¢), i(¢), also allgemein x(¢)
angegeben. Deren Darstellung als Phasenportraits x(x) im zweidimensionalen Phasenraum
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(x—x—Ebene) ist der folgende Abschnitt gewidmet mit dem Ziel, den Umgang mit
Trajektorien im zweidimensionalen Phasenraum einzuiiben.

T-$+D-%+K-x=f() x(0)=x, #(0)==x,. (W3-1)

Die Losung der homogenen Gleichung (f{f) = 0 in (W3-1)) gibt den transienten
Ausgleichsvorgang nach einer ,,Storung® an, der aufklingen kann (,,instabiles* Verhalten)

oder auf Null abklingen (,,stabiles* Verhalten). Fiir K > D?/(4-T) treten dabei oszillierende
Losungen auf, fir K <D?/(4-T) aperiodische Losungen. Nur fiir D > 0, K > 0 sind diese

Losungen stabil, also abklingend (Bild W3-1). Die Grenzkurve K =D?/(4-T) der

aperiodischen Losungen zur Stabilitét der Differentialgleichung 2. Ordnung ist in Bild W3-1
gezeichnet. Im Folgenden sind in einfachen Aufgaben die Trajektorien x(x) flir Sonderfille

von (W3-1) zu bestimmen und graphisch in der x —x — Ebene darzustellen.

a
a
a
=2
o

&2h)
é Ic)
0 "D
(STATISCH) INSTABIL
la)

Bild W3-1: Der Bereich stabiler und instabiler Losungen und die Grenzkurve der aperiodischen Losungen
K =D? /(4-T) der linearen Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Aufgabe WS5: Lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

1) Geben Sie den allgemeinen Herleitungsweg der Losung von x(t) der homogenen DGL 2.
Ordnung von (W3-1) an!

2) Wie unterscheiden sich die beiden Fille K >0 und K <0 fiir nicht-oszillierende und
oszillierende Bewegungen?

3) Geben Sie die abklingende und aufklingende bzw. stabile und instabile Fallunterscheidung
mit Hilfe der Grenzkurve aus Bild W3-1 fiir nicht-oszillierende und oszillierende
Bewegungen an!

a-t -t a-t —a-t
- e’ +e
, cosh(e -1)= 5

Hinweis: sinh(a . t): €

Aufgabe WS (Lésung): Lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

1)

Homogene Differentialgleichung:

T-%(¢)+ D-x(¢)+ K - x(t)= 0 ; konstante Koeffizienten: 7, D, K hingen nicht von ¢ ab,
sondern sind konstant. Wir setzen ohne Beschriankung der Allgemeinheit 7> 0.
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Anfangsbedingung: x, = x(0), %, = x(0).

Allgemeiner Losungsansatz: x(¢)= A-e*" + B-e™",

xo=x(0)=A+B, Xy = A -A+ A, B

Fiir die beiden Eigenwerte A muss nach Einsetzen der Losung in die Differentialgleichung

das ,,charakteristische* Polynom p(i) Null sein: p(/l) =T-2*+D-2+K=0.
Die Losungen sind nach dem Wurzelsatz von Vieta:

2.T) T ’ 2.7 2T

Fiir die Konstanten 4, B ergibt sich aus den Anfangsbedingungen:

A= Xg —Xo A B= Xo A =X
2-a 2-a

x(t):A-e/l"t +B-e™' =

2
P (Dj_fz_ﬁia p=L - L D4k, 750

, wobel 2-a =4 — 4, ist. Daher ist die Losung:
i'[(xo_xo'ﬂz)' e (xo A= ) (pea)t ]
= e -[)'co -(e“" —e*“")— X, ( et = e )] oder

()= B (g + - x,)-sinh( )+ x, - cosh(er .f)} |

2)
Fall (i): K >0:
Wenn D*>4-K -T ist = areell = Keine Schwingungen, nicht-oszillierende Bewegung.

: o K (D’
Wenn D* <4-K-T ist = o imagnir = a=j-w, o= 7—(2 Tj>0 =

Schwingungsbewegung mit f = @

2.z
Fall (i1)): K <0:
D*—4.K-T stets >0 Es treten keine Schwingungen auf = nicht-oszillierende Bewegung.

3)
Fall a): D*>4-K -T, (nicht-oszillierende Bewegungen):

x(l‘)=€_ﬁ't {i(xo +ﬂ-x0)-sinh(a-t)+xo -cosh(a-t)} ,mit @ >0.
a

Die Bewegung ist

al) abklingend fiir > und

a2) aufklingend fir <o .

Daher ist die Bewegung abklingend im Fall al):
D>~ND?*-4-K-T ,also K>0und D>2-T-K ,
und aufklingend in den Fillen a2) und zwar:

a21) D <0 : Hier ist die Bewegung fiir D* >4-T - K nicht oszillierend,
insbesondere fiir K <0

a22) D>0,aber D<vD*-4-K-T und K <0.

Im Bild W3-1 entspricht dies den Bereichen,
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la) K <0, D beliebig, d.h. a>|f|>0:
Aufklingend (instabil) = « >0, keine Schwingungen,
1b) K >0, D<—2-yJT-K <0, dh. — B>a >0: Aufklingend (instabil) =
a >0, keine Schwingungen,
Ic) K>0, D>2 AT K > 0,d.h. f>a>0: Abklingend (stabil) = keine Schwingungen.

Fiir den Fall D* <4-K -T erhalten wir die oszillierende Bewegung mit & = j-@ aus der
Losung 1) gemal

x(t):e_ﬂ"-{;w-sinh(j-a)-t)-(fco+ﬂ-x0)+x0-cosh(j-a)-t)}:
Iz

’(xo"'ﬂ'xo)"‘xo’ >

Mit der Euler’schen Formel: e/ = cos(x)+ j-sin(x) folgt x(¢)=e™”"-[x,(t)+ x,(¢)],

j.a) 2 .
wobei xl(t):;.sinh(j.a).t).(xo +B-x,), %,(t)=x,-cosh(j-w-1) ist.
jo

Dann ergibt sich
el @t _ gmi ot

1 .
x(0)=— (oo + 8- %)) =
j-o 2

=;-%-[cos(a)-t)+j-sin(a)-t)—cos(—a)-t)—j-sin(—a)-t)]-()'co+ﬂ-x0):

J @
=L Lo jsin(o)- (i + B x) = --sin(w-0)- (5 + £+ x,)-

jo 2 0]

ej-w-t+e—j-w-t

2

=X, %-[cos(a)-t)+j-sin(a)-t)+cos(—a)-t)+j-sin(—a)-t)]zxo -cos(@-t).

()= B.sm(w.z). (g + %)+ x, .cos(a).t)},

D oL JakT-D >0

mit = ,
p 2-T 2-T

Dies ist nur moglich fiir K >0 gemif Bild W3-1 :
2a) K >0, -2-4JT-K <D<0,d.h. f<0: Aufklingend (instabil) = Schwingungen,
2b) K>0,2-JT-K >D>0,d.h. f>0: Abklingend (stabil) = Schwingungen.

Aufgabe W6: Phasenportrait fiir Federkonstante K = 0

Skizzieren Sie das Phasenportrait basierend auf der Ldsung der homogenen
Differentialgleichung 2. Ordnung fir K =0 und D >0, K =0 und D <0! Diskutieren Sie
jeweils mit einem Satz den zeitlichen Verlauf x(¢), x(r) bei dem gewihlten Anfangswert

xound x,(¢)!
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Aufgabe W6 (Losung): Phasenportrait fiir Federkonstante K = 0

Fiir die Punkte K =0 und D >0 oder K =0 und D<O:a=%=ﬁ,

x(t)=e?" {é (& + - x,)-sinh(a 1)+ x, - cosh(a - t)} _

1 ot _ ot et 4 ot
=e " - Z-(x0+a-x0)-—+xo-— =

2 2
1 eO _672-0(-[ eO +ef2-a-t
X X
_ 0 0 -2-a-t
— + Xo - 4 .
2-a 2-a

Stabil fir D >0, bzw.a >0,
Instabil fir D<0,bzw.a <0.

x(t):jco-e_z'“" :>x(t):2x—°+x0—?:X(t)=x0+2-a-[xo—x(t)] mit o > 0oder a <0.
‘a ‘a

Fiir den Fall D >0, bzw. a > 0 ist der Verlauf im Bild W6.1 dargestellt,

stabil

Bild W6.1: Phasenportrait fiir K=0und D >0

Fiir den Anfangswert %, >0, X, >0 und den Fall & >0 nimmt die Geschwindigkeit x(t) bis

gemiB x(t —w)=1x,-¢>*" =0 ab. Nach x(f)= 2—0 + X, —# wird die Position gemaf3
o o

X, .
x(t > )= 2—0 +x, als Endwert erreicht.
‘a

Fiir den Fall D <0, bzw. a <0 ist der Verlauf im Bild W6.2 dargestellt.

Fiir den Anfangswert %, >0, X, <0 und den Fall a <0 nimmt die Geschwindigkeit x(¢) bis
gemiB x(f = 00)=%,-¢>“" =400 zu. Nach x(t)= 2x—°+x0 —ﬁ wird die Position gemal
. a .

x(t = o0) = +o0 als Endwert erreicht.
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Bild W6.2: Phasenportrait fiir K =0und D <0

Aufgabe W7: Phasenportrait fiir Federkonstante K = 0 und Dampfung D =0
Skizzieren Sie das Phasenportrait basierend auf der Losung der homogenen

Differentialgleichung 2. Ordnung fiir K =0 und D = 0! Diskutieren Sie mit einem Satz den
zeitlichen Verlauf x(¢), x(¢) bei dem gewihlten Anfangswert x, und i, (¢)!

Aufgabe W7 (Losung): Phasenportrait fiir Federkonstante K = 0 und Dampfung D =0

Fir K=0und D=0=a=£=0:

1. Berechnungsweg: Spezialisieren aus der allgemeinen Losung:

()= B( + fx,)-sinh(a-1)+ x, -cosh(a t)} _

. . . . —2-a-t
X X 2 . X X g ) . l—e
=—°+x0——°-e 2at — jm| =2 + Xy — 0 .72 | = lim Xy +Xg ————
2.a a0\ 2. 2.a a—0 2-a

) ) 1_672-a-t ) !1_672011)

a—0 2-a (2 . 0()'

. 2t .

a=0

2. Berechnungsweg: Direkte Losung der Differentialgleichung:
T-5(t)+D-%()+ K -x(£)=0, mit K=0 und D=0,

T-%(t)= 0= ¥(t)= 0= %(t) = konstant = C,,

x(t)=C,-t+Cy =%, 1 +x,mit & =0: Abklingend (instabil),

x(2)=%,.

Fiir den Fall D=0, bzw. a =0 ist der Verlauf im Bild W7.1 dargestellt.
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e L
) -
Xpleememamemmenana- —
i
1
: 0 X X
H
1
—_— X

mstabil

L
C

3

Bild W7.1: Phasenportrait fiir K=0und D=0

Fiir den Anfangswert %, >0, X, >0 und den Fall @ =0 bleibt die Geschwindigkeit ()

> ()]
2

gemih x(¢)=x,-e*“' =%, immer konstant. Nach x(r)= + x5 — wird die Position

gemiB x(t — )= x, als Endwert erreicht.

Aufgabe W8: Phasenportrait fiir Federkonstante K < 0 und Dampfung D =0

Skizzieren Sie das Phasenportrait basierend auf der Losung der homogenen
Differentialgleichung 2. Ordnung fiir D=0 und K < 0! Diskutieren Sie mit einem Satz den
zeitlichen Verlauf x(¢), %(¢) bei einem gewihlten Anfangswert x, und x,(s)! Unterscheiden

SiedieFéille - K >7T, -K<T und —K =T

Aufgabe W8 (Loésung): Phasenportrait fiir Federkonstante K < 0 und Dampfung D =0

Fiir D=0und K<O:ﬂ:£:0,a:L
2-T 2-T

()= B( + fp-3xy)-sinh(ar-1)+ x, -cosh(a t)} _

A-4.-K-T >0,

:i-xo -sinh(a - )+ x, - cosh(e - 1),
o

o x(t) = %, -sinh(a - 1)+ a - x, - cosh(a - 1),
%(¢)= %, -cosh(a 1)+ a - x, -sinh(a - 1),
In Matrixschreibweise ergibt sich:

(oo« ).

wenn u= . 1st,

Det(,u) = )'coz —a’- xo2 .

Aus der Cramer’schen Regel folgt:
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. _ o
sinh(a-1)=a- X(t).zxo — );(t) cosh(er )= #(e)-% = - xy - x{t) ,
X, —a”-x, il ot x,

Mit cosh*(a-t)—sinh?(a-t)=1,

[)'c(t)-)'co —a? "X 'X(l)]2 _a?. [x(t)-)'co — X ')'C(’f)]2 -1,

Det* (1) Det’(u)
X'(t)z-)'co2+a4-X(t)2-xoz—2-0!2-X(t)-fco-X(t)-xo—?z-;(t)z-xoz—af-)'C(t)z-x02+2-052-*(t)-xo-x(t)-xo:
Det(u

=1.
Zusammengefasst ergibt sich:

Det” (1)

=1,

i x?

Det(,u)_ Det(u)/ a* -
Fiir diesem Fall erkennt man, dass sich die Hyperbel flir betragsméBig groBe x an die

\/Deti,u)
JDet(u i/a

Fir K <0, D=0 und a > f > 0: Aufklingend (instabil).

Geraden x == -x =*a -x annahrt.

Das Phasenportrait ist im Bild W8.1 gezeichnet.

Stabile Grenzkurve
sonst instabil

Bild W8.1: Phasenportrait fiir K <0 und D=0

Fir den Anfangswert x,>0, x,<0 bzw. x;>-a-x, und den Fall ¢ >0 nimmt die
Geschwindigkeit bis gemal )'c(t - oo) =X, cosh(a -t)+ a-x, -sinh(a . t) =+ Zu.

2 2
Det(1) - Det(u)/ o

Fir den Anfangswert %, <0, x,<0 bzw. % >a-x, und den Fall >0 nimmt die

Nach

=1 wird die Position geméB x(¢ — o0)=+oo als Endwert erreicht.

Geschwindigkeit bis geméB x(¢)= x, - cosh(a - 1)+ c - x, -sinh(e - £) = —c0 ab.
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.2 2
X

Nach -
o Det() Det(u)/ o

=1 wird die Position geméif x(t - oo) =—oo als Endwert erreicht.
Firdie Falle - K >T,-K<T und —K=T':

Fall a)

—K>T:>a:#-«/—4-K-T >1,

a >1: y—Halbachse> x — Halbachse: steile Asymptoten.
Das Phasenportrait ist im Bild W8.2 gezeichnet.

Bild W8.2: Phasenportrait fiir o > 1

Fall b)
—K<T:>a:ﬁ-\/—4-K-T <1,

a <1: y—Halbachse < x —Halbachse: flache Asymptoten,

Bild W8.3 zeigt das zugehdrige Phasenportrait,

S | o
S

Bild W8.3: Phasenportrait fiir o < 1
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Fall ¢)

—K:T:a:ﬁ-«/—4-K-T:1,

a =1: y—Halbachse= x — Halbachse: 45 -Asymptoten.

Bild W8.4 zeigt das zugehdrige Phasenportrait,

//

Bild W8.4: Phasenportrait fiir oo = 1

Aufgabe W9: Phasenportrait fiir Federkonstante K > 0 und Dampfung D =0

Skizzieren Sie das Phasenportrait basierend auf der Losung der homogenen
Differentialgleichung 2. Ordnung fiir D=0 und K > 0! Diskutieren Sie mit einem Satz den
zeitlichen Verlauf x(¢), %(¢) bei einem gewihlten Anfangswert x, und x,(z)! Unterscheiden
Siedie Fille K<T, K=T und K>T?

Aufgabe W9 (Loésung): Phasenportrait fiir Federkonstante K > 0 und Dampfung D =0

D
Fiir D=0und K>O:ﬂ:—T:0,a:ﬁ-\/—4-K-T:j-a):j-\/g,

5
x(t)= e P B (i + - x,)-sinh(a 1)+ x, -cosh(a - ,)} _

1
®
(¢)= %, -cos(@-t)—x, - @-sin(w-t)=C-cos(w-t+ D),

=— (%, +0)-sin(@-1)+x, -cos(a)-t):>x(t):ﬁ-sin(a)-t)+xo -cos(w-t)=A-cos(w-t - B),
@

A-cos(w-t—B)=A-cos(w-t)-cos(B)+ A-sin(w-1)- sin(B)zE-sin(a)-tH X, -cos(@ 1),
@
. )
A-sin(B):ﬁ, A-cos(B)=x, = 4> -sin*(B)+ A* -cos*(B) = 4* :x%vtxoz
® 1)

b

. 2
A= X%eroz.
@
C-cos(@-t+D)=C-cos(w-t)-cos(D)-C-sin(w-¢)-sin(D) = %, -cos(@-t) - x, - w-sin(w-t),
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C-cos(D)=x%,, C-sin(D)=x,-w= C*-sin*(D)+C*-cos*(D)=C* = XX, o,

C=yi) +x - 0=w-A.

@ - X, 1
t B = t D = 0 =
an( ) 0 x, an( ) Xy tan(B) ’
arctan(go) + arctan(lj = % = arctan(tan(B)) + arctan(tan(D)) = % =B+D.
@
Mit w-t-B=9:

)'c(t):C-cos(a)-t+D):a)-A-cos(a)-tJr%—Bj=a)-A-cos(5+%j:—a)-A-sin(é'),

x(t)=A4-cos(w-t—B)= 4-cos(5).
Mit sm2( +cos ( )

HRE=IR

O

2 2
2 2 Xy
1) 1)
2 Xy 2 Xy
die Kurve ist eine Ellipse und der beiden Halbachsen ,|x, +L2 und @-,[x, +L2 in den
1) 1)

(x, %)— Koordinaten.
Fiir den FallK >0, 2-+/T-K > D > 0: Abklingend (stabil).

Das Phasenportrait ist im Bild W9.1 gezeichnet,

h stabil

Bild W9.1: Phasenportrait fiir K>0und 2-v7-K >D >0
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Fir den Anfangswert ,>0, x,>0 schwingt die Geschwindigkeit gemil
i(t)=-w-A-sin(w-t—B) von —w- A<i(t)<w- 4.

2 .\2

(x) >+ (x) > =1 wird die Position in eine Ellipse erreicht.
.2 .2

X

2 X
@

2
Xy +

2
[

Fir die Falle K <T,K=Tund K >T:

— T =< 1 = x —Halbachse > y — Halbachse: horizontale Ellipse,

Das Phasenportrait ist im Bild W9.2 gezeichnet,

Fall a)
. . K

K<T:>a:]-a)=]-\/;:>a)<l.
Mit >+ z—z =1 ergibt sich fiir die Halbachsen-Konstanten,

a’

2 Xy

« Xo +—>
)=

stabil

Bild W9.2: Phasenportrait fiir K >0 und fiir K< T

Fall b)

K>T:>a:j-a)=j-1/§:>a)>l,

Mit >+ z—z =1 ergibt sich fiir die Konstanten,

a
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Das Phasenportrait ist im Bild W9.3 gezeichnet,

stabil

Bild W9.3: Phasenportrait fiir K >0 und fir K> T

Fall ¢)

K=T=a=j o= ]1/ >w=1,

Mit 2 2}—2 =1 ergibt sich fiir die Konstanten,

a

2 X
X +-%
= —a)2 = w =1= x —Halbachse= y — Halbachse: Kreis,
2 X
0]

Das Phasenportrait ist im Bild W9.4 gezeichnet.

>
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stabil

Bild W9.4: Phasenportrait fiir K >0 und fiir K=T

Aufgabe W10: Phasenportrait fiir Federkonstante K > 0 und Dampfung D> =4-K -T

Skizzieren Sie das Phasenportrait basierend auf der Losung der homogenen

Differentialgleichung 2. Ordnung fir D* =4-K-T und K >0! Diskutieren Sie mit einem
Satz den zeitlichen Verlauf x(t), x(t) bei dem gewihlten Anfangswert x, und x,(z)!

Aufgabe W10 (Losung): Phasenportrait fiir Federkonstante K > 0 und Dampfung
D*=4-K-T

Fiir die Bedingung D* =4-K-T und K >0 = a:ﬁ D*-4.K-T =0,
w{)=e " .[l.(xo + foxy)-sinh(e 1)+ x, -cosh(a- z)} _
a

= lim{eﬁ" -E-(xo + 8- x,)-sinh(e - £)+ x, - cosh(a - z)} :

a—0

mit lim M =t und lim cosh(a-7)=1:
a—0 [04 a—0

x(t)=e [ + B-xp) 1+ %),

He)=(=p)-eP 1o+ B-xp)+ e (g + B-xp )+ (= )€ - xy =
=—f-e P t-(%+B-x)+e "%, =—ﬂ-(x(t)—e_ﬂ" -x0)+e_ﬂ't Xy =
:—,B-x(t)—i-e*ﬁ't -()'co +,6-x0).

Fall a):
a=0und D>0= f= % > 0 : Abklingend (stabil),

wobei die Grenzkurve x(t)=—/-x ist,
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Das Phasenportrait ist im Bild W10.1 gezeichnet.

stabil

Bild W10.1: Phasenportrait fiir D >0 und >0

Fiir den Anfangswert %, >0, x, <0 und den Fall #>0 nimmt die Geschwindigkeit x(t) bis
gemiB x(t >w)=—p-e " t-(%,+ f-x,)+e "%, =0 ab.

Nach x(t)=e?"-[(%,+ B-x,)-t+x,] wird die Position gemiB x(r—o0)=0 als Endwert
erreicht.

Fiir den Anfangswert %, <0, x, >0 und den Fall #>0 nimmt die Geschwindigkeit x(t) bis

gemiB x(t >w0)=—p-e " t-(%y+ f-x,)+e "%, =0 zu.
Nach x(¢)=e " -[(x,+ B-x,)-t+x,] wird die Position gemiB x(r—o0)=0 als Endwert

erreicht.
Fall b):

a=0und D<0= f = % < 0: Aufklingend (instabil),

wobei die Grenzkurve x(¢)=—/4-x ist,
Das Phasenportrait ist im Bild W10.2 gezeichnet.

Fiir den Anfangswert %, <0, x, <0 und den Fall # <0 nimmt die Geschwindigkeit x(t) bis
gemiB x(t > ow0)=—p-e " t-(%)+B-x,)+e "%y = +o0 zu.

Nach x(t)=e”"-[(x,+ B-x,)-t+x,] wird die Position gemiB x(¢ — o0)=+00 als Endwert
erreicht.

Fiir den Anfangswert x, >0, x, >0 und den Fall # <0 nimmt die Geschwindigkeit x(t) bis

gemiB x(t > ow0)=—p-e " t-(%)+B-x,)+e "%, =—o0 ab.
Nach x(¢)=e”"-[(x,+ B-x,) -t +x,] wird die Position gemiB x(¢ — o0)=—c0 als Endwert
erreicht.

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Wiederholung / 70 Elektromechanische Systeme 1

Bild W10.2: Phasenportrait fiir D <0 und <0
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Aufgabe D1: Elektromechanisches Ubertragungssystem

Eine Kraft F(¢) soll in ein elektrisches Signal u((¢) umgewandelt werden, das am Widerstand
R abfillt. Das System (Bild D1.1) soll in der Umgebung einer Gleichgewichtslage (F' = 0) bei
Erregung mit konstantem Strom 7 linear arbeiten. Der bewegliche Teil ist an zwei Federn
aufgehingt, die fiir x = 0 entspannt sind.

rd ;\\;"
D <3
: At
a /,{—1-00“_ & '_@_}_‘
s {1
— % R
ST =1

A== 0

/
7

WHasse m l )
| Jeusicht mg F(E)  (ohne Gewchd )

Bild D1.1: Skizze des elektromechanischen Ubertragungssystems (Ideale Stromquelle 7)

1) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen des Systems mit der Lagrange-Methode auf (zwei
Gleichungen fiir i, x)!

2) Bestimmen Sie eine Gleichgewichtslage x = x fiir gegebenen Strom / und F(¢) = 0!

3) Untersuchen Sie die statische Stabilitit!

4) Linearisieren Sie die Bewegungsgleichungen um die stabile Gleichgewichtslage!

5) Der Widerstand R wird so gro3 gewéhlt, dass der Spannungsabfall {iber R wesentlich
groBer als die Selbstinduktionsspannung der Spule ist. Damit wird die elektrische Gleichung

vereinfacht. Sei nun F(t)zRe{ﬁ-ej“”} und uo(t)zRe{Qo -ej”t}. Bestimmen Sie U, /F'!

Aufgabe D1 (Lésung): Elektromechanisches Ubertragungssystem

1)
§Cl:.l.d§=@. 2.£.x:N-i, B:'Llo.—]\].l'

Ho 2x
Magnetische Flussverkettung:
2 2 . .
w-N.B.a.p=FoN aD . N -a D.i:L'O.i.
2x 2 X X
Zwei Freiheitsgrade n = 2: Raum-Koordinate x und Ladungs-Koordinate Q.
a) Bestimmung der Lagrange-Gleichung fiir die Raum-Koordinate x:
.2 ’ .2
x L
Wk =m- x_ + _0 . l_ ,
x 2

k
wo=2.=
)

x(x— X, = x, Federn entspannt bei x, =0),
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* aW* Lr 2 aW
aWk =m-x, —* =-20 -l—, P =2k-x,0A=F-6c+m-g-ox:
ox Ox x> 2 ox

I )
(D m-)'c'+—2°-l?+2-k-x:F(t)+m-g.
X

b) Bestimmung der Lagrange-Gleichung fiir die Ladungs-Koordinate Q:
ow, L, . oW ow, . . L i
= -1, =0, =0,04=0,04;, =R-(i—1)- =i-ot, I ist eingepragt
0" "0 50 ¢ =R(i-1)80 (80 geprig

und wird bei der virtuellen Verschiebung ¢... nicht erfasst):

d(L, . o
(IT) 5(7 zj+R (i-1)=0.

2)
Gleichgewicht bei F (t) =0: % =0 — ¥ =0,x =0 (mechanisches Gleichgewicht),
Ly i
1) -2 —42-k-xy=m-g,
xg 7 0 g
) R-(i-1)=0—i=1,
. L, I’
(II')1n(I‘):—20-1—+2‘k‘x0:m-g
x; 2
3)
L, I’

72
2-k-x8—m-g-x§+L'o-7=O,

m-g o LI

ID): x; ——=-x2 + =0.

(D60 = 0 %

Kubische Gleichung in x besitzt drei Nullstellen (Bild D1.2): x¢1, x02 und xo3.

> N ] L' '-2
B 4 3784
sk
Ax< 0> Ax =0 l/

: -0 ; . ; ; —> X

Xo1 | Xo2 Xo3

Bild D1.2: Bestimmung der Ruhelagen x; fiir die Stabilitdtsuntersuchung
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x,; <O0ist unphysikalisch, da x, > 0 sein muss.

Die Ruhelagen x, und x¢3 sind grofer Null: Welche Lage ist stabil?
Quasistatische Stabilitdt beziiglich x, wenn i = I
Bei einer Auslenkung Axaus x,fiir Ax >0 muss eine nach oben gerichtete Riickstellkraft

Fy . p — Fg > 0wirken, bei Ax <Omuss Fj,,  — F; <0 sein.

Es gilt nach Bild D1.2:
In xp2: Ax <0 und F), , — F; >0 (instabil)

Ax >0 und F,, , —F; <0 (instabil)
In xp3: Ax <0 und F), , —F; <0 (stabil)
Ax >0 und F, , —F; >0 (stabil).

Fazit: Die groBte positive Wurzel von (III) ist die stabile Gleichgewichtslage x = xy3. Fiir den
Sonderfall 7 =0 giltx, = % (Masse hiangt in den beiden Federn).

4)
Dynamisches Verhalten im Gleichgewichtspunkt x bei kleinen Anderungen Ax, Ai:

wlt) = xy + Ax(0), i(e)= 1+ 4i(e), 2% << 1, 4‘7 <<l o &) <<1, plt)<<1,
X

0

i(7) A

i
=1+, —=l+—=1+n.
T 7 "

2 52
j L x _Fl)mg
2 X X

e d)s Lo L gep L g g FO mg
1) m (l+§)+(l+§)2 ~ (1+7) T2k (1+¢&)= . + .

I . .
(H")i o 11 +R.[L_1j:0
dt

dl L 1
I — 0O _.— .1 R-n=0
R (e (+'7)j+ 7
, 2
Gleichgewichtslagen kiirzen sich: L—S-L-I—+2-k:m.g.
Xo Xo 2 Xq
. . . . 1 ) (1+77)
Linearisierung mit £2,7%,&-7<<1 — —-(1+77) ;1—2-(§—n), =l+n-¢&:
(1+¢) (1+)
r 72 .
) m-§+L°[ -%-[1—2-(5—77)]+2-k.(1+§):@+m g
X0 Xo X0
., .. L .[2 Flt
0y me-Eol gy iapg - 10
X0 X0
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%
(") i[—‘)-(lw—é)jﬂ’?-n =0
dt\ x,
() =&+ R-n=0

L
Stabilitdtsuntersuchung:

I n +z—,0 .R-1=¢& — homogene Differentialgleichung mit Anfangsstrung An, = 77(0)
0

,ﬂ.R.t

Fir x, >0: 7 +;—,0-R n=0-—> n(t): an, -e Lo Klingt ab und ist elektrisch stabil.
0

- . 2
Ty m-é+ (21{ —#] E= m—% .n —> homogene Differentialgleichung mit
Xo Xo Xp

Anfangsstorung A&, = 5(0)

’ 2
Uox )

E+ £=0
m
;2
-] U
Fir ~ 0 /5. E(t) = A&, -cos(@, - t) mit o, = \/2k “Lol/x schwingt
m m
ungedampft, aber stabil.
;2
(2k— L 031 j 2k—L'y-1 /x} P 2k—L'y 1 x} .,
Fl'ir—xo<0:§(t):4|§0-l- e " +e cfir t > o0
m 2
2Ly 1 [x} y
e " — oo, daher instabil.
5)
LyI? LyI* A
A7) m- A== Ax+2- k- Ax+ —— == F(¢)
Xo Xo
(1) fi—ai--L v 20 R gi=0
Xo 0
L :
Mit =% Ai <<-R- Ai und uy(t)=-R-(i—1)=—R-Ai(t) folgt
Xo
AU AR .
I’y Ax-—+—-R-4i=0.
xo L'
Mit Ax(t)= Re{AX-e-i“’"} , Ai(t)= Re{AZ-e-’“’"} und u,(t)= Re{UO -ej‘""} folgen
. . . s 1 L 2
a1’ ja)-Ag-iz-L'O:—Uo,bzw. jo-AX -—-—L= AL
X — xy, R

Mit F (t) = Re{ﬁ e’ “”} und Einsetzen von (II""") ergibt sich:
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. Lo1* L,I* L S
(I’,’)—M'Q)Z'AX“F 2.k_ 03 + 02 .jw,%._o -AX:F,
Xy Xg x; R
F

s T Y S
I Uy=—jo—-L

x Ly 1? Lyl ’
‘ (—m-a)2+2-k— 03 +ja)-( 02 ]IJ
Xy xp ) R

Y

U Lol
1y Loz jo. Lol 1
F m-xy Lyl) 1 k  LyI’
0 - jo S22+ 3
Xy R-m m  m-x;

Aufgabe D2: Differentialwandler

Der Autbau eines Differentialwandlers ist in Bild D2.1 dargestellt als einfaches Modell zur el.
Messung kleiner mechanischer Verschiebungen x mit der Aufnahmespule. Der bewegliche
Teil (,,Anker*) ist dazu in x-Richtung verschiebbar.

Uy
e

{,1 ‘E'a. I /Aufmhmespu‘(e

- = / |

oﬁl /CL-"" <0
= / (Zathe)
: Erregerspu le
d - . y 2 1 N
/ { [ 1 - \N
w4 L it B | '
"; : _ __.J_E.‘E’- %J

Bild D2.1: Differentialwandler (= linke und rechte Lagednderung a + x) mit elektrischer Erregung (u;, i)

1) Berechnen Sie die magnetische Flussverkettungen fiir die Erregerspule und fiir die
Aufnahmespule!

2) Die Erregerspule wird durch eine Stromquelle mit i :fl -cos wt gespeist. Das System
arbeitet im eingeschwungenen Zustand. Berechnen Sie die Amplitude und den Phasenwinkel
der induzierten Spannung U, als Funktion der Verschiebung x,—-a<x<a!
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Aufgabe D2 (Losung): Differentialwandler

1)

Streufliisse vernachldssigt

~ B

Xto. Anlcer 2. a"x

Bild D2.2: Flusspfade im Differentialwandler

Satz vom magnetischen Hiillenfluss: Gesamtfluss auf Anker=0: /-D- (B1 + B, - B, ) =0.

ff/:]-di':Nz iy, =Ny - :ﬁ-a+ﬂ-(x+a),

Ko Ko
~ B B
£2 Hy Hy

. -~ . —B B . .
Dritter Maschenumlauf j;zH cds =—L. (x + a)+ z -(a - x) =2N,-i ist redundant, liefert
. Hy Hy

als keine neue Information!

Es gilt die Matrix-Gleichung (M) X =5 :
x+a O a B, ﬂo'(Nz'iz—Nl-il) 1y -6,
0 a-x al||B|= ﬂo'(Nz'i2+N1-i1) | 4,6,
11 -1 B 0 0
T 1
Bl:Det(M)"uo(;e2 a;x al:m'[ﬂo'@'(a—x)-(—1)+ﬂ0.6’2.a—ﬂ0.91.a]’

Det(M):(a+x)-(a—x)-(—1)—a-(a—x)—a-(a+x)=—(a2—xz)—2a2:x2—3a2,
Ho [Ny i -(3a—x)+ N, iy - (x—a)]

B1: )
x* —3a’
x+a p,-6 a
B. = . 0 .0 _(rta) sy 0, ()16 -a—p1y-0,-a
2 X2 =347 SRCE x* —3a’ ’
1 0 -1
B _ o[- Ny i -Bat x) - Ny iy (x +a))
2= 3 5 .
x"=3a
B,=B +B, =B ——ﬂ.(xw i +a-Ny-iy)
3 =D+ 5y 3573 2 17k 2 k)
x"=3a

Sonderfall:
i =0,x=0: B =—B, =Ml _p _g
a
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i =0,x#0: By~——

X
> >~ 2,x<<\/§a.
x“=3a 3a

Fazit: Uber B;, das in Aufnahmespule N, eine Spannung induziert, wenn x(t) sich dndert,

wihrend i, = konstant ist, kann direkt x ~ B; ~U,, gemessen werden.

% (i,iy,x)=N,-(=B,)-£-D+N,-By-{-D=N,-{-D-(B,—B,) ,
_ N £-D-py

iy, in, x) = =55 [Ny iy - (- 6a)+ Ny i - (= 2x)]
x“—3a
N X .
20-D-Ny,-N (3Nzﬁl+a.lzj
Y (i i, x) = pl L2
1(1 2 ) Ho P 3—(x/a)2
Syz(l'l,l'z,X):Nz'B:;'E'D:Nz'E'D'zL/az'(_'Nl l1+N2 lzj ,
3—(x/a)
X . 2 .
20-D-N,-N (a' 1+N"2j 20-D-N,-N
5 (1,05, X) = pg - 2. 12 , mit Ly = 4, 2
3—(x/a) a

2)
Fazit: Wird i =f1-cosa)t eingespeist, so kann iiber die induzierte Spannung Uiz eine
konstante Verschiebung x gemessen werden.

Leerlaufende Spule N,: i, =0, u, +u; =i) R, =0=u, =—u; :—(— d;:zj: d;? =y,

5 R : (x/a) , |x|/a
U,y=jo-¥,=jo-Ly-——F=-1 ,mt Z=w-Ly-——— =, arglZ)=—-sgnlx
Yoo =JO L, =]0 Ly 3_(x/a)2 4 0 3_(x/a)2 g(2) gn(x)

und —a<x<a. U20=Z-Il~|x ,

x|<<a-\/§.

Aufgabe D3: Magnetisches Tragsystem

Es wird ein zylindrisches, magnetisches Tragsystem gemdfl Bild D3.1 untersucht. Die
Eisenteile sind ideal ungesittigt (uy, =konst.), das elektrische System ist also linear.

AuBerdem werden samtliche Streufliisse vernachldssigt.

= L
SSSNT | ITRSET
Sl \\‘\& l \!\\ 4' T\ Ly L1

S Y ALy R
(AT ) ' VI Y

' m

TF = koust.

7

Bild D3.1: Magnetisches Tragsystem: Die Masse m schwebt im Abstand x
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1) Bestimmen Sie qualitativ den Verlauf der Spuleninduktivitit L(x) in Abhingigkeit von x!
Nehmen Sie zur Vereinfachung an, dass die magnetische Flussdichte in den Eisenteilen der
magnetischen Flussdichte im Luftspalt nahe der vertikalen Welle entspricht.

2) Stellen Sie mit der Lagrange-Methode die Bewegungsgleichungen auf!

3) Ermitteln Sie die Gleichgewichtslagen und untersuchen Sie deren statische Stabilitt!

4) Linearisieren Sie die Bewegungsgleichungen im Gleichgewichtspunkt!

5) Uberlegen Sie, mit welcher MaBnahme das System stabilisiert werden kann! Geben Sie die
notwendigen Bedingungen an!

Aufgabe D3 (Losung): Magnetisches Tragsystem

1)
‘rf‘( -\:,1 "
Fa" o |
rd J |
- — ———
| Dt |
N /Tj r ) '
NL [.F Se) j=” I
N _!_L. E’" i =
| : 762 .
)\/ \/" ‘L 4&‘“ \-)/\r = e )
Be o\ |
" IOPUET N
/ \

Ve

Ae

Bild D3.2: Bezeichnungen am magnetischen Tragsystem

§C1:1-d§=@: s2-i+x-i+sl-i+x-ﬁ=N-I D
H Hy H Ho

§,B-dd=0: 4,-B,=4,-B, (10)
Aus (), (IT) sowie der Vereinfachung B, = B, = B, folgt:
&.’.x.&.i.’.sl .&.}.x.&:N.I,

H Mo A, H Ho

Bb-ﬂi£;+x(éi+qu-:N3L
H Aa ﬂO

Damit ergibt sich die magnetische Flussverkettung mit der Spule

S2'

Y=N-®@=N-B,-4,=N- N-1-4 = L(x)-1
%+%+Mp%+q.l
H Aa Ho
und die Induktivitét
A
L(x)=py N7 b y ,mitLozy-Nz-—(S‘ibS).
’uo(sl—i-sz)—i-x-(b-i-lj b
H 4,
2)
n=2:x,0

Bestimmung der Lagrange -Gleichungen fiir die Koordinaten x und Q:
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Wk*zé-m-x2+%-L(x)-i2,Wp=O, Fist nicht als m- g erklirt, 54, = R-i- 80,
OA=F-ox+u-00
ow, L/ RN
=m-X, =—-L i, f,=F,

ox ox 2 () /
aWk* d

=L i, =R L, =u,
oo ~ LW S5 =Rei: f

3)
X =Xxq, 1 =iy, u =uy = jeweils konst. :
_%.L'(xo)'lg:F , R-iy = u
Uy N*- 4 7, -(s +s) o . .
Mit K, ZOA—b und K, = % ergibt sich fiir die Induktivitit
RS |7+
(Aa ﬂ Aa
A
L(x)= gty - N* - b S (Bild D3.3a) .
+

a

Ableiten der Induktivitit Z(x) nach dem Weg x:

L'(x)= 9 K -K, ;2 (Bild D3.3b) .
ox K, +x (K2 + x)
Wegen —L'(x): K, ﬁ >0 sind Gleichgewichtslagen fiir F >0 grundsitzlich

moglich.

Fiir statische Stabilitdt muss K = aa—K(O,xo )>0 sein.
X

(0 xo):_L"(xo).l-g :_ﬁi(—_KlJ
o 2

2 (K2 er)3 .

0

<0 (Bild D3.4).

Die Gleichgewichtslage ist somit statisch instabil.

4)
X=xy+x,, i =i,+i,u=uy,+u, (Kleine Abweichungen vom Gleichgewichtspunkt x,/xo,

iS/iO s MS/M())
Fiir die Raum-Koordinate x ergibt sich:

. Loy " . C
m- X, —E-[L (x0)+L (xo)-xs +...]-(l§ + 20 - 1 +ls2)= F.
Da die Terme mit 7> und x, -, vernachlissigbar klein sind, folgt:

e, = L) 1 = L)y i, =5 L), = F
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L(x}
L() 2l
a) . o =
—L'(x)
_L |
KZ
b) O : *

Bild D3.3: Qualitativer Verlauf a) der Induktivitit L(x) und b) deren Ableitung L’(x) iiber dem Weg x

X
0

Bild D3.4: Graphische Bestimmung der Gleichgewichtslage xo bei der (Schwer-)Kraft F fiir unterschiedliche
Spulenstrome i,

Die Gleichgewichtslage — % -L'(x,)-ig = F kiirzt sich heraus:
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. 1 " .2 ' . .
m-Xx —E-L (xo)-lo x, =L (xo)-lo ‘I
Fir i, =0 (eingeprégter Strom) ist die ,,resultierende magnetische Federkonstante* negativ:

m-¥, — % L"(xy)-ig - x, =0 mit K = —@ -ig <0 (statisch instabil).

Fiir die Ladungs-Koordinate Q ergibt sich:

d , C L

E{[L(XO)JFL (xo)-xs +...]-(zo +ls)}+R-(zO +ls)= Ug +uy.

Durch Ausmultiplizieren, Ableiten und Vernachldssigen quadratischer Terme von kleinen
Anderungen vereinfacht sich die Gleichung zu

L(xg)i, + L'(xg) %, iy + R-ig + R-i, =uy +u,.

Die Gleichgewichtslage R -i, = u, kiirzt sich heraus:

L(XO). lc + L,(XO )xc ’ iO +R lv =Uy.

5)

Durch entsprechende Adaptierung der rechten Seite der linearisierten Bewegungsgleichung
der Raum-Koordinate x kann man erreichen, dass die Gleichgewichtslagen statisch stabil
werden. Dazu muss die Position x erfasst werden und ein Stromsignal proportional zur
Lageabweichung x, eingeprigt werden: i, = A-x, (P-Regler). Fiir die Bewegungsgleichung
folgt:

m-X, +(—L'(x0)-i0 -A—%-L”(xo)-igj-xs =0

Da L'(x0)< 0 ist, konnen wir durch eine entsprechend grofe Verstirkung
A>L"(x,)iy /(2-L'(x,)) positive Werte der ,magnetischen Federkonstanten® erreichen.
Allerdings arbeitet das System an der Stabilitdtsgrenze (D=0,K >0). Wird der P-Regler
durch einen PD-Regler mit i =A4-x +B-x, ersetzt, ergibt sich folgende
Bewegungsgleichung:

ey L ey By (L) A= 3 L) 5 5, 0.

Fir B>0 ist die Dampfung positiv, und die Schwingungen klingen fiir eine hinreichend
grof3e Verstarkung 4 ab.

Aufgabe D4: Elektrostatischer Lautsprecher

Drei metallische Platten 1, 2, 3 als Elektroden sind gemifB3 Bild D4.1 mit einer Gleich- und
Wechselspannungsquelle, U und u(¢), verbunden. Zwischen den Platten befinden sich jeweils
ein kompressibles Dielektrikum (Federkonstante &, Dielektrizititskonstante ¢). Die Platte 2
(Masse m) kann sich in x-Richtung gegeniiber 1 und 3 bewegen. Thre x(¢)-Steuerung regt auch
1 und 3 zu Schwingungen und damit iiber die Fliche 4 zur Schallabstrahlung in x-Richtung
(Lautsprecherwirkung) an. Bei x =0 sind die Dielektrika ohne mechanische Spannung!

1) Berechnen Sie die Krifte F, [, und die resultierende Kraft F' auf Platte 2 bei x=0
allgemein!

2) Spezialisieren Sie F fiir kleine Wechselspannung (Tonsignal) |u/ U | <<1. Wie groB ist die

zeitlich konstante Vorspannkraft Fy bei /, =/, =1? Wie hédngt die zeitlich abhingige Kraft
F_(¢) von U und u(?) ab?

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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N
A4

A
=
A AR
{

R ¥
u(r)

Bild DA4.1: Elektrostatischer Lautsprecher

3) Stellen Sie die Newton’'sche Bewegungsgleichung fiir Platte 2 auf! Beriicksichtigen Sie
dabei wegen des groBen k-Werts nur kleine Anderungen |x/ l| <<1 mit /,=/-x und
[, =1+ x ! Die mechanische Dampfung durch das Dielektrikum wird vernachléssigt!

4) Geben Sie einen stationdren Arbeitspunkt X = konst. an! Warum ist dieser Punkt stabil?

5) Berechnen Sie den Frequenzgang (Amplituden- und Phasengang) von X/F. (t) fiir

u(t)= U-cos(a)-t)!

A

6) Geben Sie das BODE-Diagramm des Amplitudengangs gemil3 7, = 20-Igﬁ iiber
w =
£=10-1g" fir —20 dB < £ <30 dB an!
a)e

7) In welchem Frequenzbereich etwa arbeitet der Lautsprecher verzerrungsfrei?

Aufgabe D4 (Losung): Elektrostatischer Lautsprecher

1)

~

1
Bereich zwischen 1 und 2: E,, -, =E,,, | E,,-dx-€, =E,, I, =u,,,

(=)

0
_lz

2 2 2
Maxwell’scher Zug: p._ = id ZEX SF=4% £s) , F, :A.ﬂ’
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2 2 2 2
F=F1—F2=A-£-(E221—E322)=A-£- Mar | M| |_ 4L, Utu) (ZU =
2 2 A L, 2 [, [,

:A-g.l:(UJru)z UT

2 It Iy
2)
u/U|<<1:
u 2
U1+ — L
oA ( Uj vt _aev? 1P 1|
- 2 2 | T 2 2|
Ad-¢-U* |[1 1 ult) 1
- P 2
2 E U I
2
Fp=A e U N L0 bei gy =1,
F =LY )= F ~U F ~u@).

Ergebnis: Die Wechselkraft £ ~U u(t) ist zum Tonsignal u(¢) proportional und kann iiber

U (,,el. Vorspannung*) verstirkt werden.

3)
Federkraft der Dielektrika: x>0: Der Bereich zwischen 1 und 2 wird gedriickt, aber der
Bereich zwischen 2 und 3 gedehnt — F, =—k-x-e,, Fry; =k -x-€,.

14-5.U2 1 1 Ag U2 X x Ag U2 4x
F(): . 2— > ~ _2 1 - 1__ :__2_:
2 2 X 2 X 2 / ) 2 [ /
/ 1-— 7 1+=
) l
=2-A-g-U2-i3
l
mit o/l <cls — L o 11 220
2 2x  x? 2x l
1+ 1S 18
1 1 !
2 2
F=AeU ult) _A-e-U u(t)(l gj:A eU (u(t)Jrz.f'u(t)jzA e-U* ult)
? I ! /2 v 1 u 2 U

mit |x/l| <<1 und |u/U|<<1.

2 2
m.x+2k.x_2.A.g.U_3.x:“—2U.@
/ [ U

b
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Bewegungsgleichung mit der resultierenden Federkonstante k,,, =2-(k—A4-¢-U 271 3) :

m-)'é+k,es-x:$ U- u() F_(1).

4)
Stationér: %zO—)XzO,u(t)zO—)km -X=0->X=0.

U2

Stabil fiir k,,, >0 >k>4-¢- 1—3

5)

FN(t):ﬁN -cos(a)-t):Re{ﬁL -ej'“’"} mit ﬁ‘w = Alzg -U-U,

u(l‘)=l7-cos(a)-t):Re{l} ej-w-t}
x(t)=X(t)-cos(a).t—¢)) Re{X oI e]wt} X=fe
X 1 1

Lo m+k,)X=F. R )

@, =, Fres : Eigenkreisfrequenz.

m

X .

Ao _ "
F~ m-w, N
)_2 1
a) Amplitudengang (Bild D4.2a): =
| om-|e? —a)z‘

b) Phasengang (Bild D4.2b): ¢ =0:w<w,, p=—7:0>0,.

X
F ¢
0r : 2 )
we
1
m:- (1),3 — ===
0 ! : L
we
y O 1 2 b)
Bild D4.2: a) Amplitudengang und b) Frequenzgang
6)
)A( 2
m-o B 1
om0 wloi-a) (a7
1—
a)e
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) (siehe Bild D4.3), 0<w<am,:n~20-1g(1)=0,
1-(o/ o,

2
;) = 20.1g;2 = _20.1g(£j = _40.1g(ﬂj - 4.£
(@/a)’| (@ a,) o, o,

77=201g(‘ 2‘

®>aw,:n~20-1g(

£=10-lg(w/ w,)

Bild D4.3: BODE-Diagramm des Amplitudengangs

7)
Im Frequenzbereich 0<w<03-w, arbeitet wegen X~F ~U der Lautsprecher
verzerrungsfrei: AL = ! > = | =1.09~1.

X(@=0) 5, 1-(037 1-0.09

Aufgabe D5: Schwingungserreger in Differenzanordnung

Der Magnetantrieb aus Aufgabe G1 (Bild G1.1) wird als Schwingungserreger in Differenz-
anordnung verwendet (Bild D5.1). Der Magnetantrieb ist mit einer weiteren Masse starr
verbunden. Die Gesamtmasse m ldsst sich reibungsfrei bewegen, ist jedoch linear gedampft
(Dampfungskonstante D) und mit einer bei x = 0 entspannten Feder (Federkonstante k)

verbunden.
m Ii» K

-

I L

Bild D5.1: Skizze des magnetischen Schwingungserregers in Differenzanordnung
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1) Stellen Sie die Bewegungsgleichung mit der Lagrange-Methode fiir eingepragte Strome
ij, 1y auf.

2) Die Einspeisung erfolge durch drei Stromquellen derart (Bild D5.2), dass i, =1, +i(t) und
i =1, —i(t) mit /, = konst. ist. Spezialisieren Sie die Bewegungsgleichung fiir diesen Fall
und diskutieren Sie die Stabilitdt von Gleichgewichtslagen i = konst.

3) Bestimmen Sie stationdire Losungen x(t)= Re{);(-ej m} fir i(¢)=17-cos(w-1) und
skizzieren Sie die Abhéngigkeit der Amplitude ‘X ‘ von der Kreisfrequenz @ bei schwacher
Dampfung (Resonanziiberhdhung) und starker Daémpfung (keine Resonanziiberh6hung).

4) Berechnen und skizzieren Sie x(f) fiir sprungartigen Verlauf von i(f) und die
Anfangsbedingungen x(0)=0, £(0)= 0 bei schwacher Dampfung.

5) Zeigen Sie, dass bei Anregung des Schwingers mit der ungeddmpften Eigenkreisfrequenz
o = 2 die je Schwingungsperiode 7 in Reibung umgesetzte Energie O maximal ist!

9

N

(b (

_To= keongt.

Bild D5.2: Anordnung der drei idealen Stromquellen i(?), - i(¢), Iy

Aufgabe D5 (Lésung): Schwingungserreger in Differenzanordnung

1)
Aus Aufgabe Gl sind die Induktivititen und der magnetische Anteil der kinetischen

Erginzungsenergie bekannt:

Ll(x):LO-l:l+%-[1—§j—[§j2:|,L2(x):Lo-l:l+%-(l+§j—(§j2:|,
L,(x)=1L, -{1—(%)2} mit Ly = - N '%’

Mmoo 1 2 1 ; ..
W (llalzax):E'L1(x)'112"'E'Lz(x)'llz+L12(x)'l1'lz-

Die Strome i,,i, werden eingeprigt, sodass x die einzige Koordinate ist. Die Anzahl der

Freiheitsgrade ist n=1:x.
Aufstellen der Lagrange -Gleichung:
%)

{i(aW"j—%}-é}cjté’ijLéAd:é'A,mit W,j:’”'z’C FWLW, = — kX2,

1
dt\ ox ox P2
Déampfungskraft: F; =D -x,

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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W ez, P L0 G2 VO 42, Obo 4 sy = k-, 64, = D- i &,
ox ox 2 0x 2 Ox ox P
oA =F-ox =0, da keine dullere Kraft /" auftritt.

oL ;. .(_ﬁ.l_z'_xj:_i.(a”x), oLy .(ﬁ.l_ﬁj:_&.(_a”xl

Ox d d d* d? ox d d d? d?
Ay Ly o
Ox d?

=—-i | ——-a+2x)|+ =05 | ——-(—a+2x)|+i -1, | ——2x |=
Ox 2 1 [ dz ( )} 2 2 d2 ( ) 1 "2 d2

Ly |. a) . . a . Ly | .y a (o2 .
=—d—g-[112-[x+5j+122-[x—5j+2x-zl-lz}z—d—g-{(zl+lz) 'X—E'(lzz—llz)}

Es ergibt sich eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir x mit konstanten
Koeffizienten:

m-)'c'+D-)'c+[k+§—g-(i1+i2)2]x=§—g'%'(i22_ilz)-

2)
Elektrische Differenzansteuerung:

i =1y +i(t)=1,(t), iy =1, —i(t) =0, (t) = i, +i, =21, i =i =—4-i(t)-I,.

Fiir die Bewegungsgleichung folgt: m-jé+D-x+[k+§—g-4-[§]x=—§—(2)-a-2-i(t)-10,
L L : : . L
m=T, k+d—g-4-1§ =K, —d—g-a-z-z(z)-lo =—C-i(t) mit C:d—g-a-z-lo.

i(t) = konst. :Feststellen der Gleichgewichtslage xo bedeutet ¥ =0, =0 = x, = —% -i(t)

Untersuchung der Stabilitit der Gleichgewichtslage mit der homogenen
Differentialgleichung:

. L
T-i+D-x+K-x=0mit T=m>0, D>0, K=k+d—g-4-1§ >0

— Stabiles Verhalten fiir alle Werte /, >0 und 7, <0.

3)
Stationdre Losung fiir i(t =1 cos(a) . t) = Re{f ) ej-m}
— partikulire Losung x(t)= 4-cos(w-t)+ B-sin(w-t) > x(t)= Re{);( _ ej-co-t}

T-i+D-%+K-x=-C-I-cos(w-1), T-)_%-(—w2)+D-)_?-j-w+K-)_”(=—c-i
~-C-I —~C-I1/K

X: =
~T-w*+j-0-D+K —1-w2+j-a)-2+1
K K
. -
0>0:x=-cL-_to I, i_g(wzmz—xl
K 42
X 1 ~ 1 ~ 1
R a)z—j-a)-Q—l L D T_, ¢* )¢l
K K QZ T K
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T m 1 K . .
—=—=—+, Q2 =_|— :ungeddmpfte Eigenkreisfrequenz

K K O \ - TECCATPHE EIE q

D D m 1 D w .
—=—, ——=—, 0 =———: bezogene Dampfung, — = ¢ :bezogene Kreisfrequenz
T m D & m-0Q 8 PIINE, "y =6 :Pez08 d
pR2_0 D82 o DT H D1 g P __ 5

K Q0 K QT K m 2 m-Q
'« T S U N S !
2 . 2
M ‘g _1’5’§_1‘ ‘—g +j-6 g+1‘ \/(1—g2)2+g2.52

Es werden die Fille
(1) 0 >>1: starke Ddmpfungund  (ii) 6 — 0:schwache Ddmpfung  untersucht.

D GBS SR N U

- 2|7 2
X /(l_gz)z 1-¢2| 21
Resonanz bei ¢ =1— w* =2 fiir 6 =0! Wo liegt die Resonanz bei 6 > 07?
d|X

de|x

2 2
g2:1—5——>a)*:.(2-1/1—5—
2 2

2
Bei % =1- (5 =42 ): w*=0:Ab dieser Dimpfung keine Resonanziiberhohung mehr!

(i):

=0:2-(1-¢2)-(c2:¢)+2¢-82 =025 20: 2:(1-¢? )+ 52 =0,

(1) o0>4:
(1—g2)2+g2-52 :1—2.g2+g4+g2-52:1+(52—2)-g2+g4 z1+g2-52+g4z(g2+52)~g2
1

i ¢t +62

(Bild D5.3)

v

A

X1

Bild D5.3: Bezogene Amplitude in Abhéngigkeit der bezogenen Kreisfrequenz ¢ bei schwacher und

starker Dampfung 6
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4)
i(t)=1- £(t), &(t): Heaviside sche Sprungfunktion
Anfangsbedingungen x(0)=0, #(0)=0, schwache Dampfung &<<1: D’ <4-T-K, denn
D> D’
S Cm-
m

D?><4-m-K, 5% =

<4, o <2, notwendig fiir 6 <<1.

D? <4-T-K ergibt oszillierende (schwingende) Bewegung.

a) Homogene Losung:
D++ND?*-4.T-K

T-Z+D-A+K=0, A4,=- =-p¥j o,

2-T
ﬂzﬁ, 0= > T'\/—D2+4-T-K: X, =A-e_ﬁ"-cos(aN)-t)nLB-e_ﬂ"-sin(ﬁ-t)

b) Partikuldre Losung:
x,=P= konst., da rechte Seite fiir >0 konstant ist:

D 1

A A

T-5$+D-i+K-x=-C-1,t>0 = T-i+D-x+K-x=-C-I-£(t), x,=P=-C-I/K.
Gesamtlosung mit unbestimmten Konstanten A4, B:

C-1 5 ~ Bt~ .
x(t)=x, +X, = —7+ A-e7P1 -cos(@-t)+B-e P -sin(@-¢) und deren Ableitung
i(t)=-p-e?"-(4-cos(@-t)+ B-sin(@-t))+e #" -(~&-A-cos(@-t)+ @- B-sin(@-1)).
Bestimmung der Konstanten 4, B aus den Anfangsbedingungen:

x(0)=0:—ﬁ+A—>A:ﬁ=xl,
K K

x(O):O:—,B-A+E)-B—>B:g-Azg-C—':g-xl
W o K o
Gesamtlosung (Bild D5.4):
x(t):xl-{—l+e_ﬂ"-(cos(@-t)+g-sin(5-t)ﬂ mit 3 = b D _0Q
@

2 2 2
G=—A-DraT K= 5D _ _(22—(5—Qj ey 1—@) =22 - B>
2-T T 4.T

iy W e o s sumene N e S e S s

Bild D5.4: Einschwingvorgang x(f)/x; bei sprungformiger Anregung und schwacher Ddmpfung (5 = 0.5)
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8))

Bewegung im stationiren Zustand: x(¢)= X -cos(w-1 + ).

Multiplikation der Kréftegleichung mit der Geschwindigkeit x  ergibt eine
Leistungsgleichung:

.2 2
m-¥-x+D-x-i+k-x %= f(t)x, %[’"'2’“ +k-%}:f(z)-x—1)-x2,

%(Wk +W, ): p(t)— q(t) mit W, : kinetische Energie, ¥, : Potentielle Energie,

p(t): zugefiihrte mechanische Leistung, q(t): Reibungs-Wérmeleistung.
Bei einer stationéren Schwingung ist W, + W, = konst. und damit p(t) = q(t): Die zugefiihrte

Leistung wird direkt in Reibungs-Warmeleistung umgewandelt, um die Schwingung aufrecht
zu erhalten.
Reibungsenergie j e Periode T:

0= JD xX°-dt JD [—a) X- sm(a) t+¢)]2 dt =D - &* )A(Z-Z.
0 2
P= Qzﬁ.wz.)ezzD'Qz"“l- <
ro2 2 1-¢)+(0)

j_gﬁ=0: l§4+(2+52)-g2+1J'2-§—l4'§3+2'(2+52)'§J'g2 =0,

2.7 (1-¢*)=0 = c#0:(1-¢*)=0 = ¢=15w=0.

Aufgabe D6: Elektromechanischer Wandler Typ 1

Bei einem elektromagnetischen Wandler OHNE Feder (Bild D6.1) wird bei ¢t =0 ein
Gleichstrom z'(t) =1 an die Spule (Widerstand R) eingeschaltet. Die Masse m =0.150 kgals
Quader mit der Grundfliche 4=2h-/=1.7cm’ ist weichmagnetisch. Sie wird dadurch zur
amagnetischen Distanzscheibe (Dicke e =4 mm,d =1 mm) gezogen. Bei i =0 hat die Masse
die Ruhelage x, = 25 mm. Die Ddmpfung d =~ 0 wird vernachlissigt.

1) Wie grof3 ist die zur Anziehung mindestens nétige elektrische Durchflutung (N 1 )

min '

Setzen Sie u, — oo fiir das Eisenjoch!
2) Wie grof} ist die Geschwindigkeit v

auftrifft? Losen Sie die Aufgabe a) tiber die Newton sche Bewegungsgleichung, b) {iber die
aus der idealen Spannungsquelle  aufgenommenen elektrische Energie 7. als Hebe- und
Beschleunigungsarbeit sowie Anderung der gespeicherten magnetischen Energie!

mit der m fiir (N -1),_. auf die Distanzscheibe

end » min

Aufgabe D6 (Losung): Elektromechanischer Wandler Typ 1

1)
Newton’sche Bewegungsgleichung: m-x=m-g—-F, .
B = : N ° I
Ampere’scher Durchflutungssatz: N -1 = Bs(x=x0) (e +0+x ) = Bs(xg) = Ho XL
H e+d+x
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2
B3 B3 1

Bgs(xy) = Bs ;Fm(x:xo):ﬁ.A:ﬁ.zh.lzi.h.l.(uJ )
2 g 214 Lo e+ +x

Ho-h-l
(e+5+x, )2
Minimal erforderliche Kraft F: m-g=F, (x,),

g-(e+5+x,) .
N.1= |8 (e xO) :(e+5+x0)- mE
Mo -h-1 Mo h-l
0.15-9.81
4.7-107-1.7-107/2
Bei N-1=3521.17 A herrscht noch Gleichgewicht! Bei geringfiigiger Erhohung von N -/
hebt die Masse m ab und schlidgt an die Distanzscheibe e!

Xx=x)>x=0:m-g<F,(xy))= -(N-I)z:Massemhebtab!

2

=3521.17 A=(N-1)

min *

N-1=(5-10" +25-10—3)-\/

2h

et \ N-1

X
h +0
! m
5, 5
A

Bild D6.1: Elektromechanischer Wandler Typ 1 ohne Feder
2)
2
o (N 1y
(e+5+ x)2

2 2
dv_ pgh (NI, dv odx _dv ’ dv_vz{g_ﬂo-h-l-(N-I) ].dx,

a) Newton'sche Bewegungsgleichung: m-¥=m-g — = x=v(),

min

a5 (exsexlom v di dv

(e+5+x)2 -m

v(tl) vz Vend VZ
£=0: v(0)=0, x(0)=x,, t=t,: V(1) =V, X(t,)=0, [ vedv="of —=-d
2 2
v(0)=0 0
v(1) x(r) e ld(N-TR. ‘ h 1N
jv-dv= J‘ g_/uO ( 2)mm dx=g-x +:“0 ( )mm
¥(0) x{0) (e+§+x) -m (e+§+x)-m
X X0
v(t) 2 2
e l-(N-T).
v[‘;.dv:g.(_xo)_i_lu() ( )mm_ 1 _ 1 :vend
¥(0)=0 m e+o e+o+x 2
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po-2:hl-(N-T)i, |1 !
Vend = ’ - —2-2-xg
m e+d e+o+x
-7 —4 2 3 3
v, = 4z-10""-1.7-10-3521.17° 10" 10 —2-9.81-221.572
0.15 5 30 10° s

b) Bei bewegter Masse m tritt in der Spule eine induzierte Spannung u; auf.
Spannungsgleichung: u+u; =i-R=1-R=>u=I1-R—u; =1-R+dy/dt.
Elektrische Arbeit Wej gesam: der Spannungsquelle wihrend des Hebens der Masse m:
4 4 4 w(ty)

Wot, gosam = [u-i-dt= [(I-R+dy /d)-1-dt=1"R-t, + [(dy lde)-1-dt =W, +1- [dy

0 0 W, 0 y(0)
Wel,gesamt ~Wa=1-(w(t))-yw(0) =Wy =AW, + AW,
Die mechanische Hebeenergie AW,,,. umfasst die Anderung der kinetischen und potentiellen
Energie der Masse m gemédB AW,,,. = AW} + AW, . Hinzu kommt die Anderung der

2 2 2
vy () w0 _I7 —
Mx=0) 2L(xg) 2 H¥=0-Lx).

t=0: tiefste Lage: x(1=0)=x(, v(0)=0>W; =0, W, =W ,(x,) .

magnetischen Energie AW,, =

2
t =1t : hochste Lage: x=0:v(t))=v,,; > W, =m‘2}—e”d:AWk,

W,(x=0)=m-g-xo+W,(xg), AW, =W ,(0) =W ,(xo)=m-g-X,
Wy =1-(w(t)—p(t=0)) =1 -(L(x = 0) = L(x,)), W,y = AW, + AW, + AW, ,

2 m-vzd I?
1 -(L(x=0)—L(xo))=—2e” tmeg X+ (L(x=0)~L(xy)),
& & 5 1 1

Vond =1|— (Lx=0)=Lixy))—-2-g-xg = |— g N“-2h-1- - -2-g-x
end \/m (Lx=0)-L(x0))-2-g"x¢ \/m Ho (e+5 e+5+x0j g X

(N-1)2. 1 1 m
Vg = | ply 2Dy - —2.-g-xy=1.57—, (N-1) . =3521.17A
end \//uO m et S e+5+x0 g X S ( )mm

Aufgabe D7: Elektrostatischer Wandler Typ 3

Ein elektrostatischer Wandler (Bild D7.1) mit reibungsfreier Fithrung F der leitfdhigen Platte
P (Seitenldnge / = 15 mm, Masse m = 10 g) besteht aus den beiden elektrisch leitfdhigen
Endplatten E1 und E2, zwischen denen die elektrische Spannung U anliegt. Die Platte P wird
iiber die Feder (Federkonstante k) und die elektrostatische Kraft F. eingestellt. P und E2 sind
elektrisch verbunden. Bei entspannter Feder und U = 0 ist die Ruhelage von P bei
x=b=3mm. In senkrechter Lage wird die Feder durch die Schwerkraft um Ax=0.5 mm
gedehnt.

1) Bestimmen Sie die Federkonstante 4!

2) Stellen Sie die Bewegungsgleichung fiir P auf!

3) Geben Sie die stationdren Gleichgewichtslagen X in Form einer Kennlinie als U?(X) an!

4) Bestimmen Sie mit der statischen Stabilitit stabile und instabile Arbeitsbereiche von X!
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5) Wie grof3 darf U maximal sein, dass P nicht an E1 anschlégt?
6) Welche elektrische Feldstdrke Enx stellt sich dabei ein (Homogenfeld angenommen!)?
7) Kann diese Feldstirke Ep.x bei normalem Luftdruck und Raumtemperatur 20°C aufrecht

erhalten werden (Durchschlagfestigkeit £, = 40k—V bei 10 mm Schlagweite)?

cm
8) Welche Verdnderungen am Wandler miissten vorgenommen werden, um die Feldstirke
E .« < E einzuhalten?

max —

El E2
? /-
. b N P
A
F
/
L 74
1 k
avaYava
| 4
Y [ m
—l— X >
) U

Bild D7.1: Elektrostatischer Wandler Typ 3

Aufgabe D7 (Losung): Elektrostatischer Wandler Typ 3
1)

F=m-g=k-Ax—>k

_ 001981 _ N

0.5-107° m

2)
. : 2 E;
Elektrostatische Anziehungskraft: F,. =A4-p, =1"-¢g, et

D; E.) E:
Maxwell’scher Zug: p, = ——= (0 E.) =g, —X,
2 * (90 2 * (90 2
. /2. 2
Plattenfliche: A =1/?, elektrische Feldstirke: £, = v —>F,, = —280 U—2
X x

Federkraft: Feder ist gedehnt, wenn 0 < x <b: F. = k-(b—x).

Newton’sche Bewegungsgleichung: m-¥ = Fp - F, ,,
2 2 2 2
! gO-U—2—>m-)‘é+k-x+l gO-U—z
X 2 x

=k-b.

m-)'c':k-(b—x)—

3)
Stationdr: x =konst.=X - x=x=0,
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2k
12

2 2 2
e U k-b—)k-(b—X)-X2:lT€°-U2,U2=

O+k-X+ g% =

(b-x)-x7,

.(C,‘O

Nullstellen: X =b, X =0 (doppelte Nullstelle).

Bild D7.2: Qualitativer Verlauf von U*(X): Die Nullstellen von U? begrenzen den realen Bereich auf 0 < X < b.

4)
Statische Stabilitdtsbetrachtung der Gleichgewichtslagen:
Kleine Storung des Gleichgewichts: x(¢) = X + Ax(¢), Ax/ X <<1,

. 12'80 (]2
m- A+ k- (X + Ax)+ — ~=k-b,
2 X% (1+(M/ X))
L. ! - ;1—2-ﬂ,
X

2 2~ Ax
(1+ij 1+2-Ax+(ij 1+2'}
X X X

Bild D7.3: Stabiler (1), grenzstabiler (3) und instabiler (2) Arbeitspunkt im Bereich 0 < X< b
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I*.gy U* 2 dF, .

Punkt (1) statisch stabil, da: k —————-—>0, bzw. _9Fr
2 X dx

dx

>0.
x=X

x=X
= Bei Spannung U, :
Punkt 1 statisch stabil, Punkt 2 statisch instabil (Bild D7.3).

5)
Gleichgewicht bei Punkt 3 bei U, >U; grenzstabil — Pull-in-Effekt tritt auf, denn bei
weiterer Spannungserhdhung, also auch nur geringfiigigem Uberschreiten von U,, in Bild

D7.3 kein Schnittpunkt mehr im Bereich 0 < X < b— F. ist groBBer als Fr, Masse wird
beschleunigt bis zum Anschlagen der Masse an E1!

dF, F 2
Punkt 3: e :d_F _>k:go.12.U_23,
dx =X, dx =X, X;
du’ . ) L
X =0: Maximum der U (X ) -Kennlinie liefert X3.
X=0
A (b x?-x)=2b-X-3X> =0
dX 2b=3X =3X,
3
X3:2_b_>U22:k'X3' 1 2 :k(z_bj — 2
3 80 l 3 80 l
U2y k100 [[2:3107) 1962
I\ 3) & 15 3 8.854-10712
6)
g _Us_ 2067 MV
X3 2_3_10—3 m
3
7)
Eax = 14.03m = 140.3k—V > 40k—V = Nein, die Feldstérke ist zu hoch!
m cm cm
8)
3
(2] £ L L E
[ 3) g 2b 1 3) g
3
E 6)
a) Plattenfliche 4 vergroBern: [I'=[-—22% =15. 140 _ 52.6mm, A'= A(ﬁj =12.3-4
Ep 40 15
Ep Y 0V N
b) Kleinere Federkonstante: k'=k-| —2—| =196.2-| — | =16—
max 14 m
2 2
, ; . : , Ep 40
c¢) Federldnge erh6hen, so dass b kleiner wird: b'=5- =3 — | =0.25mm
E ox 140
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d) Dielektrikum mit &, >1 einbringen, so dass Ep,y sinkt! Ep verdndert sich ebenfalls, nimmt
z.B. in Ol zu!

Rizinusdl: ¢, =5, E,, = 15()k_V
cm
1 2 1 3 2. .1 -3 1 ‘2 k k
Emax =7 (_bj k = 0 : 3-10 . %6 =62.76—V<ED :15()_V
I3 ) &5 15 3 5.8.854.10712 cm om

e) In Luft: Druckerhéhung: p >1bar (Normalluftdruck): E,, steigt!
Beispiel: Statt p >1.013bar (Normalluftdruck 760 Torr) bei 20°C Erhéhung auf 5 bar:

E |, steigt auf 149.8k—v, so dass kein Uberschlag erfolgt!
cm

Aufgabe D8: Elektromechanischer Wandler Typ 2 mit Permanenterregung

Ein Permanentmagnet (Bild D8.3) erregt ein radiales Luftspaltfeld B, im Luftspalt 6 (Bild
D8.2) des rotationssymmetrischen Wandlers (Bild D8.1).

Kurve C
(Lange Ie)

- Eisenjoch
MFe ‘/ “
d B{ Luftspalt—
spule
o

R

—_

€r

M oo

T

Ay—
N Feder (Feder—
el konstante k)
Permanent— «— N\
magnet - 1 >
P £ M <
1 y J ‘ amagnetischer
1 1 Tréger (Masse m)
w

Bild D8.1: Rotationssymmetrischer Wandleraufbau (r-¢-z-Koordinatensystem)

Eine Luftspaltspule mit N Windungen am Radius R und dem Spulenstrom i ist iiber die Feder

(Federkonstante k) in  z-Richtung beweglich mit dem  Bewegungsbereich

— (I_TAJ <z< (I_TAJ , wobei die Koordinate z die Lage der Spulemitte angibt (Bild D8.2).

1) Berechnen Sie das radiale Luftspaltfeld B, beim Radius R bei stromloser Spule i =0 fiir
Hre —> !

2) Geben Sie B,(R) fir B, =1T, By /H ~ p, (typisch fiir NdFeB-Magnete), iy = 25 mm,
[ =10 mm, 6 = 6 mm, dyy = 20 mm, R =20 mm an!

3) Geben Sie eine Nidherungsformel fiir 6/R =6/20=0.3<<1 an!

4) Wie grof} ist bei Vernachldssigung des Eigenfelds der Spule bei A=5mm, N =15, einem
Profildrahtquerschnitt 1x1 mm?, 7 =3 A bei z = 0 die Kraft auf die Spule?
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ABM

Mre/
‘ ! Lot A/.;\I.i linear
9) Brll @

0—>| z 1 R
172

AN S

Bild D8.3: Permanentmagnetkennlinie By(Hy)
eines NdFeB-Magneten im zweiten Quadranten der
By-Hy-Ebene

/BR

> Hy

A J

Bild D8.2: Luftspaltspule

5) Geben Sie die Newton'sche Bewegungsgleichung fiir die Luftspule an! Die
Luftddmpfungskraft ist F, =d-v=d -z Die Feder ist bei z =b entspannt!

6) Berechnen Sie den ohm’schen Widerstand R, der Luftspule bei 20° C (Kcu,zooc =57 MS/m)
und die bewegungsinduzierte Spannung u;, (z) bei v=z=1m/s!
[-R-7

7) Die Selbstinduktivitit L der Spule (Bild D8.4) wird mit L ~ s, - N* - fir pp, — oo

und /,, >> & abgeschitzt! Sie ist fiir |z| < (l —A)/ 2 unabhéngig von z! Wie grof3 ist L?

5 N-I ~140°N-1/8
¥/ :
=
- y
1 f g‘jr I A
C:>= / . Bew
-/
- |
o) VV ,Zl,o’N‘I/§
Z

Bild D8.4: Vereinfachtes Eigenfeld B, der Spule bildet die Selbstinduktivitét L

8) Geben Sie die Spannungsgleichung fiir die bewegte Spule an, die aus einer idealen
Spannungsquelle u(¢) (Innenwiderstand der Quelle: R; = 0) gespeist wird!

9) Geben Sie das gekoppelte Differentialgleichungssystem des Wandlers fiir z und i an! Ist
das System linear? Welche Ordnung hat die resultierende Differentialgleichung? Warum?

Aufgabe D8 (Losung): Elektromechanischer Wandler Typ 2 mit Permanenterregung

1)
Durchflutungssatz entlang C:
_ R+6/2
§ H-ds= [H.r)dr+Hy-ly=N-i=0 , (4p >0:H=0).
R-6/2

Flusskonstanz: By, -A=®=1-2-R-z-B,(R)=1-2-r-7-B,(r)=1-2-7-7-py-H,(r),
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By - A
[-2-r 7 1

R+5/2
[H,(r)-dr =Bt A -lnR+5/2:—HM-lM:HC-( ‘i_Mj"M

H,(r)= ,R-5/2<r<R+5/2,

[-2-w- g R—-0/2

R-5/2 R
mit der Dauermagnet-Kennlinie im 2. Quadranten:

Hc By

H

BM- AM ln(R+5/2j_ C_IM :HC'IM

2-m-l-puy \R-0/2) By

He-ly

BM: N

Ay 1(R+5/2j He

2em-l-yy \R-6/2) Bp M

A Hq-l
BV(R):ILIO.H}"(R):ILIO'z - ’ c M >
2-ml-uy \R-6/2) By M

B,.(R)= By /R :

l'ln(R+5/2j'BR 2wl

Ly R-6/2 Ay,
2)
Ay =dby -2 =202 =3142mm?, B, (R =20mm)= 1/20 =0.236T

4 4 1 1(20+3j 2710
25 20-3 314.2

3)
Néherung (5/R << 1):

5
I+ 2
In| —2R |~ (1+ ° j-(1+ ° j =In 1+é+(ij zln(l+éjzé,
-9 2-R 2-R R (2-R R) R
2-R
o _ Bi/R Bp 1 B
BulHe=pm: B,(R)=~ 5 221 & 2alR 6 2x1020 20
Iy R Ay Ly Ay 25 3142
4)
_ 2 2
F:N-J-jR-d¢-5¢xB,(R)-é,:N-[-R-B,(R)-(—éz)-jd(pz—N-l-R-B,(R)-zzz-éz=Fz-éz

F,=-N-I-R-B,(R)-27 =-5-3-20-107-0.236-27 = —0.44N
(Bzgl. der Abmessungen siche Bild D8.5!)

5)
m-7=—(z—b)-k—d-2~N-1-R-B,(R)-2z, m-?+d-z+k-z=b-k—N-I1-R-B,(R)-2x

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Dynamik / 29 Elektromechanische Systeme 1

B

A=5mm %?/ i

I' éqp

, N
—‘=1mm 0 =6mm
R=20mm v

7 —7 S—— Nk -
1=10mm

il g

A 4
4

ol

Bild D8.5: Luftspaltspule: Abmessungen und Spulenkraft 7

6)
-6 -3
R =L.y.2mR_107 5 2720 160 =11.0mQ mit g, =1x1mm?,
K dcu ST 1-10-
E,=vxB=v-é xB,(R)-é =v-B,(R)-&, mit v=z,V =26,
27[_. 2
up=N- [E;-R-dp=N-v-B,(R)-é, [R-dp=2aN-v-R-B,(R)=2x-5-1-20-107>-0.236 =0.148 V.
0 0
7)
-3 -3
L=d4r.1077.52.10°10 22 10 =3.28uH
6-10"
8)
Bettt CH—2=Y
z=0

Bild D8.5: Bewegte Spule im Luftspaltfeld B,

Die gesamte induzierte Spannung u; ist die Summe aus

a) der Ruhinduktion d;je =L % (bei 2=0) und

b) der Bewegungsinduktion (bei 2#0,i=0): u, = v __d¥. +uy, =—L-%+uib.

S odr dt

Spannungsgleichung: u(¢)+u;(t) =R, -i,

u(t):RS-i—ui(t):Rs-i+L-%—uib, u(t):RS-i+L-%—2ﬂ-N~z‘-R-Br(R).
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9
m-i+d-z+k-z=b-k-N-i-R-B,(R)-27

. } i lineares Differentialgleichungssystem
L-i+R,-i-27-N-z-R-B,(R)=u(r)

ﬂ'u(t)+27z-N-z'-R-Br(R)—Rs-i

:_N_R_Br(lz).zﬂ.u(t)_(MN'R'BV(R))Z%JFN.R.BF(R).z;z.R_Ls.i,

Abkiirzung: N-R-B,(R)-27 =¥

' 12 T R
m-é’+d-2+k-z':—z-u(t)——(yj) s B g bokmmezod Zokez
L L L '
' R R R R

= (W) + ¥ )+ b k=S m-E—5d 2= "5 k2,
L L L L L

L
Lineares System dritter Ordnung, weil drei Energiespeicher im aktiven Austausch sind:

2 2 P
1) kinetisch: W, =%,2) potentiell 17, :—k (22 b ) L-i .

V2 ’
m-Z + d+&-m Z+ k+ﬂ+&-d -z‘+&-k-z:—¥/ -u(t)+&-k-b.
L L L L L

, 3) magnetisch: W; =W, =

Aufgabe D9: Elektromechanischer Wandler Typ 2 als Sperrkreis-Filterelement

Die bewegliche Tauchspule eines rotationssymmetrischen Wandlers Typ 2 dhnlich wie in

Bsp. D8 soll als Element eines Sperrkreis-Filters verwendet werden. In der Vorlesung wurde

fiir die bewegungsinduzierte Spannung in der Tauchspule bei kleinen Spulenauslenkungen z

die Formel u;(t)=N-Bs-27m-r,, -v(t) =Ky -v(t), v(t)=dz/dt hergeleitet.

1) Stellen Sie fiir sinusformige Bewegungen z(f)=z-cos(w-t)= Re{2 el ‘0’} mit der
Kreisfrequenz @ die innere Impedanz der Spule im Frequenzbereich dar: Z, = Q ! I.

2) Ermitteln Sie die frequenzunabhingigen Ersatzschaltbildparameter G,, C,, L, eines
dquivalenten Parallelschwingkreises dar, dessen Impedanz gleich der inneren Impedanz der
Spule Z, ist. Tritt eine ,,Kraft-Strom-Aquivalenz* oder eine ,,Kraft-Spannung-Aquivalenz*
auf?

3) Geben Sie Gy, Cp, L, flirm=0.51 g, Ko =63 T'cm, d = 0.689 g/s, k= 0.516 N/cm an!

4) Wie grofl ist der Durchmesser Dk einer Metallkugel im Vakuum, die gegen den
unendlichen Raum dieselbe Kapazitéit C, hat?

5) Ermitteln Sie fiir den Parallelschwingkreis jene Kreisfrequenz a, bei der bei angelegter
Spannung U der Strom |[ | minimal wird (Sperrkreis!). Wie grof3 ist der Strom bei @ — 0
und bei @ — 0 ?

6) Berechnen Sie allgemein fiir den Parallelschwingkreis die Bandbreite Aw =" —@" aus
den beiden Kreisfrequenzen ", @', bei denen der Strom / den doppelten Wert des

)
w/?2

Minimalstroms /(ap) hat. Wie groB3 ist die zugehdrige Giite Q= A , wenn Sie

ndherungsweise 2/+3 ~1 setzen?
7) Erklaren Sie physikalisch plausibel, warum die bewegte Tauchspule elektrisch wie ein
Sperrkreis wirkt!
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Aufgabe D9 (Losung): Elektromechanischer Wandler Typ 2 als Sperrkreis-Filterelement

1)
Bewegungsgleichung der Spulenmasse m (gemif3 der Herleitung in der Vorlesung) fiir kleine
Bewegungsamplituden (= linearisierte Gleichungen):

m-Z+d-z+k-z=Ky-i .
Mit i(t)=f-cos(a)-t+q01)=Re{z-eja’t} ,u; () =U, -cos(a)-t+¢)U)=Re{Ql. -eja”} folgt:
jo-Kg

—a)zm+ja)-d+k

U,=jo-Ky-2, (~o°m+jo-d+k)-2=Ky-1 =2,=U,/I=

2)
Aquivalenten Parallelschwingkreis: Y, =1/Z; = G,+ +joC,
JoL,
K2
Z. = 1 _ 1 6. =4 g Koo _om
st 5+ A +joC, 0 0
Ky Ky Jjo-Kj JjeL,
Es tritt ,,Kraft-Strom-Aquivalenz* auf!
3)
-3 3, 2
G, = d2 2087 kggs =1.736-10‘3M=1736ms
K2 063 vsY vs)Y
72 .m 72 .m .S
m m

Vs 2 > Vs ? 2
k2 063 (gm2) ™ s lm2)
= 0 _ ) =769-107° -~~~ —769mH
k516 N/m VAs/m?

3 2
o Q00T ke gsq0 YASIMY g ogsmr
K2 0632 (vs\ VsV 5
72 .m 72 '1’1’1
m m

4)
Kugelladung auf der Metalloberfliche Ok = elektrischer Hiillenfluss auf einer kugelférmigen

Hiillfliche mit dem Radius r: Qp =@, =47 -r* -D.(r) =4 -r* -6yE, = E (r) = _Ox

4r- g 2
Elektrische Spannung U gegen einen unendlich fernen Raumpunkt:
% ” c,U
U= jEr(r)-dr:—Q—K Y S = C,=2r-¢-Dg
D12 47[-80-rDK/2 2r-gy-D  2m-gy-Dg
C 1073
Dy =—2%—= 1.285-10 =23105.7 km

278y 27-8.854-10712
Die Kugel hitte eine gewaltige GroB3e, ndmlich ca. den doppelten Erddurchmesser!

5)

1=U/Z;=U-(G,+

+joC,),

1 :U.\/GI% +(aC, —i)z — min

p p
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3
1 ~U-G 00 31815, = —50612

Moo= = A7,
C,Ly o P T 1285769 27

w—>0:1 >0, @w—>0:]—>ow©

ay =

6)
2 ' 1 2
|l|=U'\/Gp+(‘0Cp_E) =210y =2-U-G,,
p
NEWe!
G, +(aC, ——) =4.G, > o - RPN =0,
CP CPLP
2
' [ J 1 " \/ng {\/ng 1
@ , 0= + + 5
L) 2C, 2C, (C,L,)
1
Ao =" a)_\/_ 0= @ _Col _2. &Lz C_PL
A0/2 3.6, B \L, G, » G,
2Cp
C 103 3
0= /_p.L: /1.285 10_3 . 10 1355
Lp Gp 7.69-10 1.736
7)

Die mit AC-Spannung konstanter Amplitude, aber verdnderlicher Frequenz gespeiste Spule
nimmt einen Wechselstrom auf, der mit dem Feld des Permanentmagenten iiber die Lorentz-
Kraft eine Schwingbewegung anregt. Die so schwingende Spule hat bei der Masse-Feder-
Resonanz einen Maximalausschlag und damit auch maximale Schwinggeschwindigkeit und
damit auch maximal induzierte Spannung. Diese ,,Gegen“-Spannung bewirkt eine maximale
Strombegrenzung auf einen minimalen Wert, so dass die schwingende Spule einen Sperrkreis
bei dieser Frequenz darstellt.

Aufgabe D10: Elektrostatischer Wandler Typ 3: Plattenkurzschluss

Die Kondensatorplatten des ungeddmpften Wandlers 3 (d = 0, Bild D10.1) sind zum
Zeitpunkt ¢ = 0 ungeladen und ruhen (Anfangsgeschwindigkeit der oberen, beweglichen Platte
vo = 0). Der Plattenabstand betrigt dabei xo = 1.5 mm. Wandlerdaten: m = 0.2 g, k= 0.2 N/cm,
A=0.6cm’, d=0, = &. Fiir t > 0 wird die Kapazitit C(x) der beiden Platten mit einem
konstanten Ladestrom aus einer idealen Stromquelle geladen: i = /= 10 nA = konst.

1) Geben Sie die elektrische Gleichung fiir diesen Fall an!

2) Nach welcher Zeit ¢* schlieBen die beiden Platten auf Grund der anziehenden
elektrostatischen Kraft kurz (= Aufschlagen der oberen Platte auf der unteren Platte)?

Aufgabe D10 (L.osung): Elektrostatischer Wandler Typ 3: Plattenkurzschluss

1)
Stromeinpragung: Spannungsfall am R ist KEINE Variable: i =dQ/dt =d(C-uc)/dt =1
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k 2 I.:Jd
Dieser
R
i 1t Bereich

7

Elgidore: ] gi'lc'i]itchbar
(beweglich)
C I
1=~ ____7__"______4 |
Elektrdde 2 & o -Iff L
[
|

Bild D10.1: Elektrostatischer Wandler Typ 3

C(x)-uc =1-t+C(x(0))-uc(0). Wandler zu Beginn (¢ = 0) ungeladen: u(0) =u,q =0.

€t = 14125 e (60) = 11/ CQ), C@) =y v, ue(tx) = -4
&y -
2)
2
m')‘c‘—i_d'x—}_k'x:l'k_m'g_gozuCZ 4 =m-X+k-x
X

Beit=0: uc(0)=ucg=0=>m-¥(0)+k-x(0)=/-k-m-g.
Da vy, =0=x(0) = x(0) =0, folgt:
k-x(0)=k-xo=l-k-m-g=xy=-m-g/k=15mm.

2
. . ) . ‘uc - A A (I-x-
Bewegungsdifferentialgleichung: m-X+k-x=xq-k _gou—cz =Xxqk— %o > Xt
2x 2x 50 |

2
269 A
Homogene Diff.gl.: m-X+k-x=0, oy =vk/m = \/20/(0.2-10_3) =4/10000 =316.27/s,
Xy, (t) = A-cos(wyt)+ B -sin(wyt) .
Partikulare Diff.-Gl.: Rechte Seite ist quadratisches Polynom in ¢, daher Ansatz fiir partikulére

m-X+k-x=xq k- .t2: Lineare Differentialgleichung mit konst. Koeffizienten

Losung als quadratisches Polynom in#: x,(f) =a+b-t+c- t2.
2

m-20+k-(a+b-t+c-t2)=x0-k— 1
250'14

72

Koeftizientenvergleich je Potenz von ¢ liefert: m-2c+k-a=xy-k, k-b=0, k-c=—2 e
I

2 2
c=—1—,b=0,a=x0—m-2c/k=x0+ m-1 ,
250Ak 80'A'k2

x(t) = x;, () +x, (t) = A-cos(wyt) + B-sin(wyt) + a+c 1.

Erfiillen der Anfangsbedingungen:
x(0) = x, :A-cos(0)+B-sin(0)+a+c-02 =A+a=>A=xy—a=xy—xy+m-2c/k=m-2clk
£(0) = 0 = (— wyA-sin(wyt) + 0B - cos(@yt) +2c+t),_y =B =0

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Dynamik / 34 Elektromechanische Systeme 1

2
4=t -,
go'A'k
2 2.m 72
5 -cos(wpt) + xg +

2
gy Ak go-A-k* 280-A-k

Losung: x(1) =—

Das KurzschlieBen der Platten (x = 0) erfolgt bei #*:

r -m2 -cos(myt*) + xy + I -m2 - r -
gy Ak gy Ak” 2&0-A-k
0= —ﬂ—'niz-(l—cos(a)ot*))+x0 —L-

g9-A-k 269 Ak
_IPm . (107%%02:107° ' A% kg
go-A-k>  8.854:107%.0.6-107-20% As/(Vm)-m> -(N/m)>
A% kg ___ APNlms®) _AVs_ AVs _
As/(Vm)-m?-(N/m)>  As/(Vm)-m?-(N/m)> N  AVs/m
) 2 o (1078)2 | A2
260- Ak 2.8.854-1072.0.6-107%-20 As/(Vm)-m? -(N/m)
A? AV AV
As/(Vm)-m2-(N/m) s-N s-AVs/m

x(*)=0=— (1%)?

(t*)?

=-941-10%m

=—4.7-10"m/s?

—m/s’

Zahlenwertgleichung in SI-Einheiten:
0=-9.41-10"-(1-cos(316.27 -t *)) +1.5-107> =4.7-107 - (+*)* inm, r* in s.
0=-9.41-10"-(1-cos(316.27 -1 *)) +1.5—4.7-(*)* in mm, ¢* in s.

Die Nullstelle #* muss wegen der transzendenten Gleichung iterativ geldst werden (z. B. mit
regula falsi). Aber da der erste Term um 5 Zehnerpotenzen kleiner ist, kann er vernachlassigt
werden:

0 ~1.5mm—4.7mm/s’ -(t"‘)2 = t*=4/1.5/4.7 =0.56s oder allgemein
I? 5

x(t)=0=xg————(t*)" =>t*=,xg- 260 -A-k/I.

(%) 0280'A'k() 0280

Beachten Sie, dass wegen der Vernachldssigung des kleinen Terms (~ 10”) die Masse m nicht
die Zeit #* mitbestimmt!

Aufgabe D11: Drehspulinstrument mit Kurzschlussdampfer

Der elektrodynamische Wandler (Typ 2) als Drehspulinstrument (Bild D11.1) hat ein polares

Drehspulen-Trégheitsmoment J = 82.8 g-mmz. Die Drehspule mit der Masse m = 2.3 g,

Windungszahl »V, Innenwiderstand R;, Selbstinduktivitit L; hat einen Durchmesser 27 = 1.2 cm
und eine axiale Lange /,, = 1.4 cm, wihrend die axiale Eisenlédnge / = 1.2 cm ist. Ein Ferrit-
Dauermagnet (Remanenzflussdichte 0.38 T) erregt im Luftspalt an der Spule eine radial
orientierte Flussdichte B = 0.2 T. Die Drehfeder ist bei y =0 entspannt und hat eine

Konstante k' =8.64-107°N.m.
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‘RH

o

u(r)

i

Bild D11.1: Wandler Typ 2 als Drehspulinstrument

1) Geben Sie die mechanische und elektrische Gleichung fiir die Drehspule fiir eine beliebige
mechanische Dampfung d” und einen beliebigen Vorwiderstand R, allgemein an!

2) Bestimmen Sie die Gleichgewichtslage des Drehwinkels / allgemein!

3) Das Drehspulinstrument soll als Zeigerinstrument zur Gleichstrommessung verwendet
werden. Dimensionieren Sie N, so dass bei / = 5 mA (DC) der Zeigerausschlag des
Messinstruments /"= 45° betragt!

4) Die mechanische Dampfung der Spulenlagerung ist klein und wird vernachléssigt (d” = 0).
Wie verhilt sich das Zeigerinstrument bei einer Anderung des Messwerts von I auf /,0,?
Beantworten Sie dies sowohl narrativ (qualitativ) als auch rechnerisch (quantitativ)!

5) Die mechanische Dampfung der Eigenschwingung der Drehspule soll elektrisch mit Hilfe
einer zur Drehspule dazu gewickelten weiteren kurzgeschlossenen Spule mit einer
Windung Nx = 1 (,,Kurzschlusswindung®, Innenwiderstand Rjx, Selbstinduktivitit L)
erfolgen. Wieso kann diese Windung die Schwingung mechanisch ddmpfen? Wegen der
niedrigen Eigenfrequenz f, des schwingenden Drehspule kann im Folgenden 27 - f, - Lix
gegeniiber Rjx vernachlédssigt werden! Was passiert mit der kinetischen Energie der
Schwingung wihrend der Ddmpfung?

6) Berechnen Sie Rix und dimensionieren Sie den Querschnitt gx der Aluminium-
Kurzschlusswindung (el. Leitfahigkeit x4 500c =34 MS/m), so dass aperiodische
Déampfung auftritt! Das Eigentrigheitsmoment Jx und die Eigenmasse myg der
Kurzschlusswindung werden gegeniiber J, m fiir diese Dimensionierung vernachléssigt!

7) Uberpriifen Sie anhand der Masse my der Kurzschlusswindung, ob die Vernachlissigung
von mg gegeniber m und damit von Jx gegeniiber J zuldssig war (Dichte

Py =27 kg/dm?>)!

Aufgabe D11 (L.osung): Drehspulinstrument mit Kurzschlussddmpfer

1)
Newton’sche Bewegungsgleichung: J -y = ZMi =M+ M, +Ms;.
i

Drehmoment der Drehfeder: M| = -k’ y, Ddmpfungsmoment: M, =-d’-y,
tangentiale magnetische Lorentz-Kraft je Spulenseite F,, = N -i(¢t)-B-l -> M5 =2F,, -r.
J-y+dy+kiy=2r-N-i(t)-B-1=Ky-r-i Ky=2l-N-B
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Kirchhoff”sche Maschengleichung: u(z) +u;(¢) = (R; + R,) - i(¢) = u(t) + u; (1) + u; 4 (7).
: . dL; - i) di

Ruhinduktion: Ui = —dy,(t)/dt= —# =L E

Bewegungsinduktion: u;  =—-N-2[-B-v=-N-2[-B-r-y

u(t)=—u;(t) + (R, + R,)-i(t)=N-21-B-r-y + L, -%+(Rl- +R,)-i(t)

u(ty=Ky-r-y+1L, -%+(Rl-+Ra)-i(t)

2)

d./di=0y="i=lu=U: k-I'=K}y-r-1,U=(R,+R,)-1I,
r=Ky-r-1/k'

3)

-k (7/4)-864-107°

I'=2-N-B-r-1/k"> N = =
2[-B-r-1 2-0.012-0.2-0.006-0.005

=47.135,
N =47

4)

Lt>0

0,<0
J-Ay+k-Ay =Ky -r-Ai(t) =Ky -r-Al -e(t) y(0)=1,, Ay(0)=0,A47(0)=0
Homogene Losung fir ¢+ > 0: J- Ay, +k™-Ay, =0—> Ay, (t) = A-cos(wyt) + B - sin(wyt),
@y =Jk'1 T =+/8.64-1076 /(82.8-10°) =10.22/s, f, = @y /(27) = 1.63 Hz

Partikuldre Losung fur 1> 0: 4y ,(1)=C, k"C=Ky-r-Al > C=Kq-r- ALk’
Anfangsbedingungen:

Ay(0) = A4y, (0) + Ay ,(0) = 4 - cos(wy - 0) + B -sin(@ - 0)+C=4+C=0—>4=-C

Ay(0) = 4y;,(0) + 4y ,(0) = —wyA - sin(a@y - 0) + @y B - cos(@ -0) = B =0

Rechnerische Beantwortung: Al =1,,, —1,;, = Ai(t) = Al -&(t) &(t) = {

Ky -r-Al K{-r-Al
Ay(t) = (1 —cos(wy 'f))'OT—)V(t)=Fan + (1 —cos(a, 'f))'OT
Kqy-r-Al Ky-r-Al
Fneu :Falt+OTa 7(t):Fneu_0—,'COS(a)O't)

Narrative Beantwortung:
Der neue Gleichstromwert [, lenkt den Zeiger vom alten Winkelausschlag 73 zum neuen
Winkelausschlag /7., aus, aber der Zeiger schwingt ungeddmpft mit der Amplitude

Ky-r-Al . .
Al = % um den neuen Ausschlag /,, mit der Frequenz f, =1.63 Hz. Ein Ablesen

des Ausschlags ist somit nicht moglich. Das System muss mechanisch geddmpft werden.

5)

In die Kurzschlusswindung (K) mit N¢ = 1 wird tber u; g (¢)=-2[-B-r-y(f) eine
Spannung induziert, die einen Kurzschlussstrom ix(#) treibt, der begrenzt wird von der

Innenimpedanz Rl% +op -LZZK ~ Rix von (K). Die Richtung des Kurzschlussstroms ix ist

wegen des negativen Vorzeichens von u; 4 (f) der Bewegung y(#) entgegengerichtet, und
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damit auch die tangentiale magnetische Lorentz-Kraft je (K)-Spulenseite F, p =ix(¢)-B-![.

Daher bremst F), ;- die Schwingungsbewegung. Die kinetische Energie der Schwingung wird

o0
dabei in Stromwérme Wp = jRiK -i12<(l) -dt in der (K)-Spule umgesetzt. Die Schwingung ist
0
beendet, wenn die zu Beginn vorhandene kinetische Schwingungsenergie vollstindig in
Wirme umgesetzt ist. Bei Ddmpfung mit d” = konst. dauert dies theoretisch unendlich lange!

6

Sz:hwingungssystem der Kurzschlusswindung (die mit der Drehspule mitschwingt) gemaf 1):
Mechanische Dampfung ist (nahezu) Null d"= 0:

J+Jg)y+dy+ky=(J+Jg) y+ky=2r-Ng-ig(t)-B-1=2r-ig(t)-B-1l

bzw. mit J+Jx=J :J-y+ky=2r-ig(t)-B-l

Kurzgeschlossene Windung (K):

uK(t):0=2r-B-l-7+Ll-K-CZ—I;+RI-K-iK(t)z2r-B-l-7+RiK-iK(t)
ix(ty==2r-B-1-y/Rg = J-j+ky=—Q2r-B-1)* -7/ Ry
(2r-B-1)?

iK

Resultierende Schwingungsgleichung: J -7 + y+ky=J-y+dg-y+kiy=0

2
d d k'
A :J.ﬂz_i_d A+k=0—-> A :__Ki _Kj —
e K b2y (ZJ J

2 ' 4 4
Aperiodische Dampfung: [d—Kj K 0, @r-B:I)" _ k', M = Rig
2J) J ARG -J V" 4k

_@2r-B-I)*  (2:0.006-0.2-0.012)

VAK'-J \4.8.64-107-82.8-10°°
Kurzschlusswindung hat dieselben Langen-Breiten-Abmessungen wie Drehspule:
Breite = 2r, Lange = [,

Ry = 2r+1,)-2 — g = 2r+1,)-2 _ (2-0.006+0.014)-2

K dx Kk Rx  34-10°.049.10°

=0.49 mQ

iK

=3.12 mm?>

7)
mg =Q2r+1,)2qg-pa=(2-0006+0014)-2-3.12-107°.2.7-10° =0.438 g
my Im=0.438/23=0.19<1

Die Masse my ist ausreichend kleiner als m, so dass deren Vernachldssigung und damit
J +Jg = J bei 6) zuldssig war.

Aufgabe D12: Elektromechanischer Wandler Typ 1 als Schalter

Ein elektromechanischer Wandler Typ 1 (Bild D12.1) hat eine Federkonstante £ = 90 N/mm
und im stationdren stromlosen Zustand eine Spuleninduktivitit L~y = 50 mH bei einem dann
fiir die Induktivitdt magnetisch wirksamen eisenfreien Spalt A = 8 mm. Dabei wird up, — o

angenommen.
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1) Wie grof3 ist die Federdehnung durch die bewegliche Masse m = 0.015 kg ?

2) Wie grof} ist der Ansprechstrom des Schalters? Wird der Wert der Masse m fiir das Losen
von 2) bendtigt?

j : > 1% Joch r,/”
(X - N |
] |
*LI?I-/ 'BNRE:
l” ® | ® Spule
h i B \
El Speisung i
=1 T
Amagn. | o
Dhstanzstiick |
|
|
Ny | 7
d i
-1t | Luftdémpfung
B k Feder g
>3 P S P ol .

Bild D12.1: Wandler Typ 1

Aufgabe D12 (Losung): Elektromechanischer Wandler Typ 1 als Schalter

1)
Federdehnung durch Masse: m-g 0015981 _ 1.64
k 90 000
2)
. 2h-1 2 2h-1
Wandler-Gleichungen: L(x =uy - N* —— = -N*.
ung ()|upe—>°° Ho X+e+o Ho x+eé'
)2
m-ié+d-x+k-x+yo-wzk-xo+m-g,
(x+e')
L(x)-i+R-i— iy N> 2h-1-—— % =u(t)

r\2
(x+¢)
Stromloser stationdrer Zustand = d./dt=0,i=0: k-x=k-xy+m-g.

5 .
=py N+ ————=L,_,

HFe >0 m- =
X0 +Tg + e'

Dabei auftretende Induktivitit: L(x =xq +m-g/k)

Daher: Magnetisch wirksamer eisenfreier Spalt: A = x + % + e’ =8 mm

Der Ansprechstrom / = I3 im Schalter bewirkt das Schlieen des Spalts x zwischen Joch und
beweglicher Masse aus der Gleichgewichtslage X5 (d./dt =0):

(N-IV-h-1 (N-1/-h-1

k-x+puy-—————=k-xp+m-g

d/dt=0:m-X+d-x+k-x+ 1 -
Ho (x+e')2 (x+e’)2
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N2
Gleichgewicht: Izz(k-xo—k-erm-g)-%,
Mo N“-h-1
Iz = Iax bei X5 Ansprechen des Schalters: i12:0:> X3=g-(x0 +M—5J
dx 3 k 2
X !2
]%:(k.xo_k.X:;_}_m.g).%,
Mo N“-h-1l
2 m-g € 1 m-g
k-xog—k-Xs+m-g=k-xg—k-—-|xg+—=—-——|+m-g=k-—-| xg+——+¢
0 3 g 0 3 ( 0 A 2) g 3 ( 0 2 j
X3+e’—£- )CO+M—i +e’=£- X+ —=+¢
3 k 2 3
2 3 3
132— -1-2—2-(x0+—g+e'j . 12 =k -— (x0+—g+ 'j 3

m-g '
_ 2 xg+——=+e _ 2
I;Zk.i.(xo+w+erj .+:k.i.(,€0+w+erj .

2 2 3
I; = k-i-(onrere'j 1 k.i.AZ.L: 90.103.i. 8 -£:5.85A
27 k Li_o 27 Li_o 27 \10®) 50

Der Wert der Masse m wird fiir das Losen von 2) nicht benotigt.

Aufgabe D13: Ansprech- und Abfallstrom eines Schalters (Wandler Typ 1)

Ein elektromechanischer Wandler Typ 1 (Bild D12.1) wird als Schalter verwendet. Die
vertikal bewegliche Masse m = 28 g mit einem flussfiihrenden Querschnitt 24 -/ =0.8 cm? st
federnd gelagert mit der Federkonstante &£ =100 N/m . Die Feder ist bei x,; = 3 mm entspannt.

Die Spule mit N = 200 Windungen wird aus einer Stromquelle / magnetisiert. Die
Distanzscheibe e = 0.5 mm verhindert den magnetischen Kurzschluss; dabei ist der seitliche
Fiihrungsspalt der Masse 0= 0.3 mm.

1) Wie gro8 ist die Federdehnung/-stauchung durch die bewegliche Masse m ?

2) Wie grof} ist der Ansprechstrom des Schalters?

3) Wie grof ist der Abfallstrom?

4) Bestimmen Sie die auf die Distanzscheibe ausgetibte Kraft bei 2) und bei 3)!

Aufgabe D13 (Losung): Ansprech- und Abfallstrom eines Schalters (Wandler Typ 1)
1)

Federdehnung/-stauchung durch Masse jeweils:
2)

e'=e+0=05+03=0.8 mm

Der Ansprechstrom / = I3 im Schalter bewirkt das Schlieen des Spalts x zwischen Joch und
beweglicher Masse aus der Gleichgewichtslage X5 (d./dt = 0):

(NI -h-1 (N-1V-h-1
CAAERIMALIS NRAALS IR AL

m-g 0.028-9.81
100

=2.75 mm

d/dt=0:m-X+d -x+k-x+ y- k-x+ =k-xg+m-g

(x + e') (x + e’)
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N2
Gleichgewicht: I? = (k- xq —k-x+m-g)-%,
Mo N“-h-1
Iz = Iax bei X5 Ansprechen des Schalters: iI2 =0=> X3 = g . (xo + mne._ i}
dx 3 k 2
X ! 2
]32 :(k.xo_k.X:;_}_m.g).%
Mo N“-h-1l
m : 2
Weitere Rechnung siehe Bsp. D12: [32 =k -—- (xo + s e'j 3
3
Iy = k.i(xo +M+erj S —
27 k /,lO . N . 2h . l
3 7 4
I, =\/100-i-(3+2'753+0'8J 10 120 144 A
27 10 47 -2007-0.8
3)
Abfallen der Masse, wenn Klebekraft Null ist = Instabile Gleichgewichtslage X = 0!
"2
Abfallstrom: x = X =0: 12 = (k- x, —k-O+m-g)-M
Uy N~ -h-l
2 -3 -342
Iy = (k- x +n§ g)-2e” _ \/(100 3-10 +(_).7028 92.81) 2 ((3.48 1077)" _ 0.428 A
Ho N~ -2h-1 47-1077-2007-0.8-10
4)
Kraft auf Distanzscheibe beim Ansprechstrom /3, wenn Masse bei x = 0 an der Scheibe klebt:
2
F(13,x=0)=ﬂ0'(N 1) 2 2 l_k'xo -m-g
2¢’
2 —4
F(I3,x=0)= 472 : (200-1.44) 0'38 210 —-100- 33 _28 93'81 =6.51-03-0.275=5.94 N
10 2-(0.8/107) 10 10
Kraft auf Distanzscheibe beim Abfallstrom /¢, wenn Masse bei x = 0 an der Scheibe kraftefrei
. IV 0h-
ist: F(lg,x=0)=0= g - W 62)'2 h l—k-xo -m-g
e
Kontrolle:
2 -4 2
F(lg.x=0) = 472 (200-0.428) 03.82 10 _100‘%_ 28 93.81 651, 0.4282 030075
10 2-(0.8/107) 10 10 1.44
=0.575-03-0.275=0N
Aufgabe D14: Resonanz eines Drehspulmesswerks (Wandler Typ 2)
Mit einem mechanisch ungeddmpften Drehspulmesswerk (d° = 0, elektrodynamischer

Wandler (Typ 2), Bild DI11.1) soll eine sinusformige Wechselspannung

u(t)=U -cosrt = Re{U -e/™ | in eine mechanische Drehschwingung der federnd gelagerten
Drehspule umgewandelt werden. Als UbertragungsmaB & wird das Verhiltnis der

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Dynamik / 41 Elektromechanische Systeme 1

Auslenkungsamplitude X der Drehspulenbewegung in Umfangsrichtung x(¢) =r-y(¢) (mit

r = 6 mm: mittlerer Radius der Drehspule, y : Drehwinkel) zur Spannungsamplitude U
definiert. Dieses UbertragungsmaB soll bei der mechanischen Resonanz-Kreisfrequenz ay als
ti(@y) = ui; nur um 3 dB grofBer sein als bei sehr kleinen Kreis-Frequenzen #i(w — 0) =i, .

Wandlerdaten: Eisenlinge / = 1.2 cm, Spulenwindungszahl N = 30, Luftspaltflussdichte
Bs = 0.2 T, Masse der Spule (= beider Spulenseiten) M = 2m = 3 g, Drehfederkonstante
k'=7.2 mN "'mm.

1) Wie groB} ist das Verhiltnis |L'i1 / L'i2| ?

2) Geben Sie die dynamischen Gleichungen des Drehspulmesswerks im Zeitbereich und im
Frequenzbereich fiir x(¢) und i(¢) an!

3) Bestimmen Sie bei unbestromter Spule die mechanische Resonanzfrequenz f!

4) Wie grofl muss der Gesamtwiderstand R des elektrischen Kreises gewéhlt werden, dass ii;
tatsdchlich um 3 dB groBer als i ist?

5) Geben Sie die resultierende Differentialgleichung fiir x(¢) an! Welche Ordnung hat sie und
warum?

Aufgabe D14 (Losung): Resonanz eines Drehspulmesswerks (Wandler Typ 2)

1)
20 1glii; | = 3dB + 20 - 1gliiy | = 3+ 20 - Igliiy |,

A>0:3=20-1gA=1g(£°), 10° = £° 5 A=10>"" =1.4125~ 2 =1.4142,
20 1gfiiy| = 20-1g A+ 20 1gfiiy |, 1glii| = 1g A + 1glii, | = 1g(fsi, |- 4),
iy | /Jiiy| = A=1.41

ii| =iiy| - 4,

2)
Mechanisch ungeddampft: d'= 0: Im Zeitbereich gilt gemiB den Vorlesungsunterlagen:

J-y+ky=K,-r-i, (R, +Ri)‘i+Li‘%+K6'r'7:u(l)’

(mit J =2m-r?, k'=2k-r*, Ky=2-N-Bs-1)
und mit der Umfangsbewegung x(¢)=r-y(¢): (J/r)-(r-7)+&'/r)-(r-y)=Ky-r-i
oder (J/rz)-)'c'+(k'/r2)-x:K(’)-i bzw. 2m-¥ +2k-x=Ky-i, undmit R=R, +R;:
di
R-i+L-—+Ky-x=u(t).
i dt 0 ()

Im Frequenzbereich folgt mit u(z) = Re{Q el }, x(t) = Re@ el }, i(t)= Re{i el }:

Qm-(—0*)+2k)- X =K}-1, (R+j-w-L)1+j-w-Ky)-X=U.

3)
k=k/(2r*)=72-10"°/2-(6-10°)?)=0.1 N/m,

i=0:2m-)'c'+2k-x=0—>a)§:k/mafozzi-«/k/m:=2L-«/0.1/O.0015=1.3Hz
T T
4)
2m-(—0°)+ 2k —Ky | (X)) (0
joo-K} R+joL)\I) \U) "’
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0 - K}
o U R+j oL ~ U-Kj
T Rm-(-0*)+2k —K} Qm-(~0*)+2k)-(R+ j-@-L)+ j-o- K
jro-Kj R+j oL
:__I Ki |
U| |2m-R-(~0* +@})+j-0-Q@m-L; - (-0 + ) + K|
,;,-1_£ :| Ko |: 1 ﬁz—i :| Ky | K
% . 2 r 0 ~
u ~a, ‘J'wo'Ko‘ @y - Ko Ul,_o ‘2m-R- ‘ 2m-R- a)o

2m-R-@f 2m-R-Jk/m  2-R-~Nk-m
oy Ky (2-N-Bs-1)> (2-N-Bg-I)?
2.(N-Bg-1)* :141.2-(30-0.2-0.012)2
N ' J0.1-0.0015

iy | /Jiiy| = A=1.41=

R=R,+R =4 =120

5)
2m-k+2k-x=Kyi—>2m-¥+2k-5%=Ky-di/dt,i=2m-i+2k x)/ K}
di _u()-Ky-x—R-i

b

di )
R-i+L -Z;+K(’)-x=u(t)—>

dt L
' r - . ' 2 . ' .
m.k.+k.x:ﬁ'u(t)—Ko-x—R-l:Ko-u(t)_KO X Ky -R-i ,
2 L 2L, 2L, 2L,
! !2 . ' .
m-')'c'+k-)'c:K0 u(t) Ko -x Ko-R 2m-i+2k-x ,
21 2L, 2L K}
' 12 . .
m-')'c'—i-k-)'c:KO u(t) Ky"-x R-m-% R-k-x ,
2L; 2L; L, L,
. 72 !
. K
R-X k+ 0 )-)'c+£-£-x= 0 .u(r)
. K,
bzw. mit a)L:E, w&:ﬁ,ng 0o_.
L; m 2m-L;

1

X+ i+ +Ky-KQ)-x+ay -of -x=K§-u(f)

Lineare Differentialgleichung dritter Ordnung, da drei Energiespeicher (Potentielle Energie
der Dreh-Feder k’, kinetische Energie der trigen Masse mit dem Tragheitsmoment J,
magnetische Energie der Selbstinduktivitit L;) miteinander in aktivem Austausch stehen!

Aufgabe D15: Aperiodische elektrische Dampfung eines Wandlers Typ 2

An die Tauchspule eines mechanisch ungedimpften elektrodynamischen Wandlers Typ 2
(d” = 0, Bild D8.1) wird iiber den Vorwiderstand R, eine ideale Gleichspannungsquelle U
angelegt.

Wandlerdaten: Spulenwindungszahl N = 120, Luftspaltflussdichte Bs = 0.15 T, Spulenmasse
m = 8.2 g, mittlerer Spulendurchmesser 2r,, = 3.8 cm, axiale Eisenlédnge / = 2.5 cm. Die
Spuleninduktivitét betrdgt L; = 1 uH, ihr Innenwiderstand R; = 3.7 Q.
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1) Geben Sie die dynamischen Gleichungen fiir die Spulenaxialbewegung z und den
Spulenstrom i an! Wie groB} ist die Gleichgewichtslage Z allgemein?

2) Die Spannungsquelle wird bei ¢t = 0 ,schlagartig® auf die Spule zugeschaltet
(,,Sprungfunktion® der Spannung: u(¢)=¢(t)-U, £=0,t<0;6=1t>0). Wie grol3
miissen Federkonstante £ und Vorwiderstand R, bemessen sein, damit die Tauchspule mit
aperiodischer Zeitfunktion mit einer Zeitkonstante 7= 0.1 s m dem stationdren Grenzwert
Z zustrebt? Vernachlissigen Sie fiir diese Rechnung den kleinen Wert L;!

3) Kontrollieren Sie numerisch, ob die Vernachlédssigung von L; zuldssig war!

4) Berechnen Sie fiir U = 1 V die Gleichgewichtslage Z! Liegt sie noch innerhalb der
Eisenlénge /, fiir die die Gleichungen gemal} 1) giiltig sind?

5) Geben Sie die Funktion z(¢) des Ausgleichsvorgangs gemal3 2) mit z(0) =0, 2(0) =0 an!
Welche Position hat die Spule nach drei bzw. fiinf Zeitkonstanten 7" erreicht?

Aufgabe D15 (Losung): Aperiodische elektrische Ddmpfung eines Wandlers Typ 2

1y
d=0:m-Z+k-z=K-i, (Ra+Rl-)-i+Ll--%+KO-Z':u(l), Ky=N-2rx-1,, - Bs
K-
d/dt=0:k-Z=Ky-1, (R, +R;))-I=U, Z:O—U
2)
R,+R, =R, L;=0: R-i+Ky-z2=U-¢(1),
2
t>0:m-3+k-z=Ky-i=Ky-(U-Ky-2)/R, 5+ Ko kK y
m-R m m-R
Homogene Losung mit EINER Zeitkonstante = aperiodischer Grenzfall:
2
Charakteristisches Polynom: /12+&-/1+£:/12+ p-A+q=0,
m- R m
p pY 1 rY
Qr=—"F. | =| —~g=A=—-—=<|—=| —q=0
1,2 > (2j q T [J q
2 2 2
Bedingung 1: (ﬁj =qg—> Ky :k, Bedingung2:£:l—> K% :l,
2 2m- R m 2 T 2m-R T

_K}T (N-2m-r, Bg)*-T (120-7-0.038-0.15)*-0.1

R =28.16Q,
2m 2m 2-0.0082
2
2 4 4
fem. Ky :(N 2 raV2B5) :(120 7-0.038 0.125) _ 0.82 N/m,
2m-R 4m- R 4-0.0082-28.16

R, =R—-R;, =28.16-3.7=24.46 Q

3)

2m-R L _107°
K¢ ' R 2816

Die Anderungsgeschwindigkeit des Stroms zufolge L; ist so groB respektive die zugehdrige
Zeitkonstante 7; so klein, dass diese Wirkung gegeniiber dem Ausgleichsvorgang mit T
vernachléssigt werden darf!

T = =355.10 s << T=10"2s

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Dynamik / 44 Elektromechanische Systeme 1

4)
_ Ky-U  (N-27m-7,,-Bs)-U _(120-7-0.038-0.15)-0.1
k-(R,+R)) k-(R,+R)) 0.82-28.16
Z =93mm<//2=12.5 mm: Die Lage Z ist noch innerhalb der Eisenlénge!

=0.0093 m =9.3 mm

5)

2
Ko -z‘+5-z:ﬁ-U, () =C e +1-Cye'T, z, (=2
m-R m m-R

Z(t):Z+C1-e_”T+t-C2-e_t/T, z'(t)z—%-e_t/T+C2-e_t/T—t-%-e_”T

Z+

2

Z(t):Z_Z,e—t/T_t.g,e—t/T:Z_ l_e—t/T_L_e—t/T ,
r T
z3T)/Z=1-e>=3-¢3=08, z(5T)/Z=1-¢">-5-¢° =0.96,

Nach drei / fiinf Zeitkonstanten sind 80% / 96% der Endposition erreicht!
z(3T)/ z(5T) = 7.44 mm/8.92 mm

Aufgabe D16: Mech. ungedampfter Wandler Typ 1: Kleinsignal-Eingangsimpedanz

Ein reibungsloser elektromagnetischer Wandler Typ 1 (d = 0, Bild DI2.1) hat im
Arbeitspunkt X der magnetisch angezogenen Eisenmasse m = 3 g eine resultierende

Luftspaltweite X +e+0=1.5mm und eine Spuleninduktivitit (bei g, — ©)

L=L(X)= .N? 2 =2mH. Es flieft dabei ein Gleichstrom /=50mA in der

X+e+0
Spule. Die Federkonstante ist £ = 6 N/m.

1) Geben Sie die dynamischen Gleichungen fiir die Spulenbewegung x bei einem Spulenstrom
i zufolge einer Spulenspannung u und einem ohm’schen Gesamtwiderstand R an! Wie grof3
ist die Gleichgewichtslage X allgemein?

2) Mit einer Wechselspannung Au(t) = U -cos(ar), deren Amplitude klein gegeniiber U ist,
wird die Spule nun zusétzlich im Arbeitspunkt (U, I, X) gespeist. Bestimmen Sie die
Stromamplitude I des sich einstellenden Wechselstroms Ai(t) = I cos(at + @) mit
I/1<<1 allgemein! Machen Sie dazu selbst die Linearisierung der dynamischen
Gleichungen (nicht von den Vorlesungsfolien abschreiben!).

3) Bestimmen Sie die elektrische Eingangsimpedanz Z = U/l ! Bei welchen Frequenzen f;
bzw. f, tritt Serien- bzw. Parallelresonanz auf?

4) Geben Sie fir Z ein elektrisches Ersatzschaltbild mit einer Parallelschaltung der
Ersatzinduktivitit L. und Ersatzkapazitit C, fiir den Anteil an, der die elektromechanische

Kopplung beschreibt! Ermitteln Sie zunéchst allgemein L. und C. in Abhédngigkeit der
oben gegebenen Parameter, dann numerisch und kontrollieren Sie damit f; und f, aus 3)
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Aufgabe D16 (L.osung): Mech. ungedampfter Wandler Typ 1:
Kleinsignal-Eingangsimpedanz

1)

2
Feder entspannt bei x, e'=e+§,d=0:m-)’é+k-x+,u0N2- el

Lont =k- + .
(x-i—e')2 form8

2 .
L@):M.zh.] u=R-i+M
xX+e dt
Gleichgewichtslage x = X bei Gleichstrom i = I zufolge Gleichspannung u = U:

V2. (U/R? -h-1

d/dt=0: U=R-I1=k-X+ py (X+e')2

=k-xg+m-g
2)
Au(t)=U -cos(ar), u(t)=U+u(t), U/U<<1, Ai(t)=1 -cos(at+¢), i(t)=1+4i),

I1/1<<1, Ax(f)= X -cos(ar + &), x(t) =X + Ax(r), X/ X <<1,
Linearisieren der beiden dynamischen nichtlinearen Gleichungen von 1):

N2
ﬂ(u‘}’j h-l
m- A+ k- Ax+k- 1+ pgN> -

(X +¢) -(1+ XAX ,jz

=k-xg+m-g,

2
Ai j
(1+j 1+2.ﬁ

L~ z(1+2-ﬂj-(1—2- Ax ,jz1+2-ﬁ—2- A
L A 140, A I X +e I X+e
e ,
X+eé X+e
2 .
m-Aié+k-Ax+k-I+u0N2-%-(IWLZ%—ZXAX ,j:k-x0+m-g
X+eé te

Kiirzen der Gleichgewichtsbedingung aus 1) fiihrt auf (1):

2 .
(1): m-Ax'+k-Ax+y0N2-]—hl-(2-ﬁ—2- Ax jzo :
(X +e') I X+e

yO-NZ-zh-l-I-(H‘["j

2
u:R-i+§[M-2h-l-ij:R-i+i = :
fLxre (X+e')-(l+ j
X+e
LA
i Ai Ax A A
— L A1+ = 1= ) ,
1+ Ax 1 X+e I X+e
X+eé
2 .
u=U+Au=R-(1+Az‘)+i po N”-2h-1 1-(1+£— Ax j )
dt (X +¢) I X+é
2 .
w=U+ Au=R-(I+Ai)+ L] o N 201 1.(ﬁ_ Ax j ,
dt (X +¢€) I X+

Kiirzen der Gleichgewichtsbedingung aus 1) fiihrt auf (2):
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po-N>-2h-1 dAi  py-N*-2h-1-1 dAx

(X+e)  dt (X +¢)? dt
Komplexe Rechnung im  Frequenzbereich:  Ax(¢) = Re{f( el el “’t}: Re{X-ej o },
Ai(t) = Re{[A Le? ./ }= Re{i el }, Au(t) = Re{(] e/ },

(2): Au=R-Ai+

2
(1): —m-a)2+k—,u0N2-2[—h§ -X+ﬂ0N2'2[—}112'i=0 ,
(X+e') (X+e')
2 2
(2):02 R+ja)-ﬂ0 N 2,}1 / .]"_.a).,u() N 2}121]1”’
(X +¢€) (X +¢)
2 2
Abkiirzungen: K| =,uON2 -21—}1,12, ko =k—,uON2 '2[—h,§’ :M,
(X +e') (X +e') X+e
—m-w?* X 0
(H+(Q): hres =m- @ Ko . )—A( =| ~ |, Cramer’sche Determinantenregel:
- jo-Ky, R+jo-L)\I U
2
Det:kres e Ko =(k,py—m-@*)-(R+ jo-L)+ jo-K§,

—-jo-Ky R+jo-L

]A:L.kres_m'a)z 0= (kres_m'a)z)'U
T Det | —jw-Ky, U| (ky-m-a’)(R+jo L)+ jo-K2
3)

A A ~ n ](0'K2
Z=U/I=U/I=R+ jo-L+ 0,

kres m- @
Serienresonanz:
2 2
w, =27 f,  Im{Z(0,)}=0 A0, #0 = L + £ 2=O:>a)S2:K0+—Lk’es,
kres_m'a)s L-m
1 2 nel Y N2 -2hl 212 h-l

a)szz 2 ’ /JONz' N2 +/JO / 'k_/*lONz'—,g 5

po N°-2h (X +e') X+e (X +e')

X+é

© Mo N -2hi
o = §(+e' :szszi.\/zzi. /L=7.12HZ

Mo N '2hl.m m 27 \m 27 V0.003

X+é

Parallelresonanz:
w,=2r-f 'Im{Z(a) )}—)oo:>k - -a)z—O:>a)2—km
P 4 D p res — M y2 y2 m )

1 ke 1 |k mgN® 217 R 1 2 L-1?
I =2 28 ‘ A A
7\ m r \m m  (X+e) T m-(X +e')

_L.\/ 6 0.002-0.052
27 0.003  0.003-0.0015

f =5.65Hz < f,
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4)
A A A n ]COKZ
Z=U/I=U/l=R+ jo-L+——"—
kres -m-o
. . . . . ja)'Kg
Elektrischer Anteil: R+ jw- L, elektromechanischer Kopplungsanteil: —————,
kres —m-w
1 ~ 1 o jol,  jo-K§ Ky,
- 2 - 2 >
Loyl ae L 1-0'LC 107 mlky
Xe, Xp, JoL,
2 m m m m-()(vte')2
Le:KO/kresﬂLece:m/kresjce: =3 7= ) >
kresLe K() 2l -h-l L1
2
/UON ) N2
(X+e)
m -1 -1
Le:k C. 21% - h-1 :k-(X+e')2—L-12’
res e k—/lONZ' 5 -(X+e')2
(X +¢')
2
. = 0.003 20'00152 =0.675F: Dies ist gegeniiber realen Kapazititen (mF-Bereich) ein
0.002-0.05
grofler Wert!
2 2
- 0.0(;2 0.05 _=1.176mH
6-0.0015° -0.002-0.05
. jal,
Kontrolle von f; und f,: Z:R+]a)-L+f,
1-0°L,C,
Im{Z}=0 A o, ¢0:L+%=0:>L—a)§-LLece+Le:0,
l1-w°L,C,
3 3
w3:L+Le:f?:L. L_i_l L:L 10 +10 . 1 =7.12 Hz,
LL,C, S 2z L, L) C, 2r 1.176 2 | 0.675
Im{Z} >0 1-a? L,C,=0= f,=——— L _-L. 1 =5.65Hz

27 \JL,C, 2m +0.001176-0.675

Aufgabe D17: Mech. ungedampfter Wandler Typ 1 mit Permanentmagneterregung

Bei einem reibungslosen Wandler Typ 1 (d =0, Bild D12.1) ist der elektrische Kreis zunichst
offen, so dass kein Strom flieBen kann (i = 0). Sein beweglicher Teil mit der Eisenmasse
m =5 g schwingt dann mit einer Schwingungsdauer 7, = 0.3 s.

1) Wie grof3 ist die Federkonstante £?

2) Wie groB ist die Eigenfrequenz f. der schwingenden Masse m, wenn der elektrische Kreis
dauernd kurzgeschlossen ist?

3) Das amagnetische Distanzstiick mit der Dicke e (Bild D12.1) wird nun durch ein Ferrit-
Magnetpléttchen ersetzt mit der Remanenzflussdichte Br und der Koerzitivfeldstirke
Hc = Br/unm. Die By(Hy)-Kennlinie des Ferritmagnets ist im 2. Quadranten der By-Hy-
Ebene ndherungsweise linear. Dabei ist anndhernd gz = 1. Leiten Sie fiir den idealisierten
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Fall zre — oo die mechanische und elektrische Wandlergleichung fiir den allgemeinen Fall
(u # 0) analog zur Herleitung in der Vorlesung ab!

4) Bestimmen Sie zu 3) die Gleichgewichtslagen X, [ allgemein! Auf welchen Gleichungstyp
fiir X fiihrt die Losung?

5) Wenn nun wie bei 2) die Spule dauernd kurz geschlossen ist, wie grof ist dann / in einem
Gleichgewichtspunkt? Geben Sie fiir diesen Fall die Gleichung fiir X an!

6) Ist zu 5) bei kleinen Schwingungsamplituden |x1 /X | << 1 nach wie vor die Schwingung
ungedampft (d = 0!)? Begriinden Sie Thre Antwort!

7) Linearisieren Sie flir den Fall 6) die Systemgleichungen 3) in einem (stabil
angenommenen) Arbeitspunkt analog zur Vorlesung x()= X +x,(¢), |x;/X | <<1 und
zeigen Sie, dass durch den Spulenwiderstand R elektrische Diampfung auftritt.

Vernachlédssigen Sie dazu zwecks Vereinfachung den selbst-induktiven Spannungsfall an
der Spule!

Aufgabe D17 (Losung): Mech. ungedampfter Wandler Typ 1 mit Permanentmagneterregung

1)
Allgemeine mechanische Wandlergleichung mit entspannter Feder bei x:
2
d:O:m-jé+k-x—l—-%=k-xo +m-g.
X

Der Sonderfall i = 0 flihrt auf eine vom elektrischen System entkoppelte mechanische
Gleichung m-xX+k-x=k-xy+m-g, deren homogene Losung (= rechte Seite der Gleichung

wird Null gesetzt) die ungedimpfte mechanische Eigenfrequenz
fo=0,/2r)=1/T,=~k/m/(2r) ergibt.
k=Qx/T,)* -m=27/03)*-5-10° =2.19 N/m

2)

. Dauerkurzschluss: u = 0 =

Elektrische Wandlergleichung allgemein: u =R -i + %

d(L(x)-i)
dt

folgen: i = 0. Daher ist wie bei 1) der el. Kreis stromlos, und es gilt unverdndert:
f.=1/T,=1/03=333Hz.

dL(x) dL(x)

0=R-i+ =R-i+i- -X+L(x)-%. Wegen #0, L(x)#0 muss

3)
Up, >0 Hp, =0, §f1-d§=N-i=HM-e+H5-(x+5),
C

CDM :Cpé‘ = BMZhl:B52hl:> BM =Bgzluo-H5,
Kennlinie des Ferritmagnets im 2. Quadranten: B, (H ;)= Bp + ttyy - Hyy = B + tig- Hyy,
Bé‘—BR ILIQ'N'i+BR'€

N-i:—-e+i-(x+5):>85=
Ho o e+x+0

Kraft F,, auf die bewegliche Masse m iiber die Maxwell-Spannungen:

2
Fm:—B‘S—(x)-Zh-l-éx:—Fm-éx,
2

Newton’sche Bewegungsgleichung: m-X =Fr +m-g—Fp - F,

m>

e=e+o,
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N-i+te-Bp) -h-l
(ﬂo R)
sy (x+e)f
dy

Elektrische Gleichung: u =R -i+ =

m-Xx+d-x+k-x+

=k-xp+m-g,

Flussverkettung mit der Spule:

NﬂoNl+BRe

X,i,Bp)=N-@s=N-Bs-2h-l= 2h-1,
v 2 d g e+x+0

2 .
w(ni By =N TN Bree oy iy N Brre 2L gy N Br Y

e'+x e'+x e'+x

2
Magnetvolumen: V;, =e-2h -1, Spuleninduktivitit: L(x)|ﬂ R =M
Fe>% x+e

dt dt\e' +x

Ergebnis: Systemgleichungen mit Remanenzflussdichte Br und tz, — o0, 1y, = iy

m-X+d-x+k-x+ 5 =k-xg+m-g (1)
Ho-(x+¢)
u:R-i+i(N-”0'N"+BR'e-zh-lj )
dt e+x+0
Kontrolle: Sonderfall Bg = 0 muss Wandlergleichung ohne Permanentmagnet ergeben (siche
\2
Vorlesung): m-)'c'+d-5c+k-x+(‘u0 N l) ’h l:k-x0+m-g,
to-(x+e)
u:R-i+M+N-O-VM-i( ! jbzw.
dt di\ e+ x
.2 .
m-)'c'+d-)'c+k-x—l—-dL(x):k-x0+m-g,qu-i+M
2 dx dt
4)
Gleichgewicht: u = konst. = U: i=O:u=U=R-i+d—l//=R-z':>i=1=g,
dt dt R
2
i=0:k-x+(‘uo N-l+e BRZ) h lzk-xo—i-m-g, x=X,
dt o (x+¢)

k-X-(XJre’)2 — (k- xq +m-g)-()(+e')2 + (14 -N-I+e-BR)2 h-1/py=0.
Zur Bestimmung der Gleichgewichtslage X ist ein Polynom 3. Ordnung zu 16sen (analytisch
mit der Formel von Cardano), das am besten numerisch geldst wird!

5)
. ) d. . dy ..
Gleichgewicht: u = konst. = 0: E:O:M:O:R-Z+E=R-z =i=1=0,
k-X-(X+e’)2 — (k- xq +m-g)-(X+e')2 +(e-BR)2 ch-l/ =0
6)
Bei (kleinen) Schwingungen (und / = 0) verdndert sich der Luftspalt x zwischen der Ferrit-

Oberfldache und der Masse m, so dass der magnetische Arbeitspunkt des Magneten gemél 3)
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BR'e

mit By, =Bs = sich édndert. Daher &4ndert sich die Flussverkettung

e+x+0
w=N-Bs(x)-2h-1 der Spule. Es wird gemidl O0=R-i +il_l/t/ eine Spulenspannung

induziert, die wegen des Spulenkurzschlusses einen (kleinen) Strom i =—d—l/t// R in der

Spule treibt. Dessen Eigenfeld iibt auf die Masse m eine Magnetkraft aus, die gemil3 der
Lenz’schen Regel der Ursache (Massenbewegung) entgegen wirkt und daher die Schwingung

dampft. Die Abnahme der kinetischen Energie der schwingenden Masse erfolgt durch

Umsetzung dieser Energie in Stromwéirme W, = I R-ilz(t)-dt. Es tritt somit elektrische

0
,Kurzschluss“-Dampfung der mechanischen Bewegung auf!

7)
Wir nehmen einen stabilen Arbeitspunkt X an. Wegen / = 0 (keine Gleichstromeinspeisung)
folgt, dass nur der induzierte Kurzschlussstrom i(¢) =1 +1i;(¢) =i;(¢) flieBen kann. Wegen

x1/X|<<1 ist auch i(¢) klein.
(tig-N-iy+e-Bp) -h-1
L -(X +x; + e')2
| B 1 N | -2 (X +€)
(X +x+¢) (X+e)-(+x /X +e): (X+) -(1+2x /(X +e)) (X +e)

. \2 )
LA s R A Uk
e'BR e.BR

: v , .
(ﬂO'N'll+e"B;R) z1—2.)(?1/()(:;‘@).(e.BR)z. 1+2IUO-N-ZI ~
(X +x +€) (X +¢) e- By

z(e-BR)z- 1—2x1/(X+e')+ 2/,[0Nl1 ,
(X +¢)? (X+e')2-e-BR

der kleinen Bewegung x(¢) = X + x(?),

d=0: m-X;+k-(X+x)+

=k-xyp+m-g,

2p2 .
ek (e s ! eBR_( 1 2%, 2p-N-i

- =k-xog+m-
(X+e')2 (X+e')3 (X+e')2-e-BR] 0 £

Ho

Eliminieren der Gleichgewichtsbedingung (siehe 5)):
k-X-(X+e’)2 — (k- xq +m-g)-(X+e')2 +(e-BR)2 ch-l/ =0

fiihrt auf die Gleichung:
22 .
s +| k- 2hleBR3 'x1+2hleBR2N 0 _0 baw.
to (X +e) (X +¢)
22
m- X + k—LeBRg -x1 + K -i; =0 mit dem Kopplungsterm K0=2h Le NzBR.
to (X +e) (X +¢)

Die linearisierte elektrische Gleichung
.:u() Nll +BR ‘e
e+ X+x

o-ris 4 ] =
dt
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ﬂO.N.i1+BR.eNﬂO.N.il-i_BR.e.(l_ X1 jNﬂo'N'il+BR'e_BR'e'xl

e+ X +x e+ X e+ X e'+X (¢'+ X)?
2 .
0=R-i1+u0 2,th .ﬁ_2thB§ e'@ R-ij + L(X)- di Ko'ﬂ
f+X  dt (¢ +X) dt dt dt

ist fiir sehr kleinen selbst-induktiven Spannungsfall R -i; >> L(X ) dt naherungswelse

0=R-i; - K| % . Eingesetzt in die mechanische Gleichung erhalten wir final:

2p2
m-X| + k—LeBlg x1+ K- Ko x; =0 bzw.
ty (X +¢) R
. K§ . L ) . . .
m-x1+?-x1+kres-x1:0. Dies ist eine gedimpfte Schwingungsgleichung mit der

2
positiven elektrischen Dampfung d, = L >0 und der resultierenden Ersatzfederkonstante
2h-1-¢*Bj . . . L .
kyes =k ———————"5 . Damit der Arbeitspunkt X statisch stabil ist, muss k., >0 sein!
Ho (X +¢€)

Aufgabe D18: Vibrationsmessgerit (Wandler Typ 1)

Ein Wandler Typ 1 (Bild D12.1) wird als Vibrationsmessgerit verwendet. Dazu wird seine
Spule mit einem Gleichstrom / vormagnetisiert, so dass die Gleichgewichtslage X der
beweglichen Masse m in der Ndhe der Stabilititsgrenze X ~ X liegt.

1) Geben Sie fiir diesen Fall zunédchst allgemein das Verhéltnis der Schwingungsamplitude f’l

im Verhéltnis zur Amplitude I , des gemessenen Wechselstroms in Abhingigkeit der
Schwingungsfrequenz f =w/2x an. Die Ddmpfung d sei vernachldssigbar klein! Verwenden
Sie die Parameter k (Federkonstante), xo (Federvorspannung), R (Widerstand der Spule), L
(Induktivitét der Spule), e’ =e+ J (resultierender Minimalluftspalt) zunichst allgemein!

2) Die Schwingkreisfrequenz @ sei so hoch, dass @ >>®, und @ >>R/L gilt! Bestimmen
Sie ¥,/1,! Hingt der Ausdruck von @ ab?

3) Bestimmen Sie mit k = 19 N/m, m = 2.7 g, ¢'=1.4mm, X, = 2.8 mm die Lagen X3 und
Xmax und die mechanische Eigenfrequenz fj!

4) Die gemessene Wechselstromamplitude I | betrdgt 10 % des Gleichstroms /. Wie groB ist
die Amplitude des Schwingwegs }}1 ?

Aufgabe D18 (Losung): Vibrationsmessgerdt (Wandler Typ 1)

1)
X-X Xk —

XzX3:>a)12:%- 320,0)222%- X~ L 50, X e = X + o

m X+eé m X+eé
L_ 1 o’ _ 1 o’
y o X+e X+
Y, 2+(1+ R ].(_Q)Z) w; —0° + jo

joL
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i_l_ L _ 1 o’
Y, Y| X+¢ 2
P et ()
2)
1 1 1

Fir o >> w, unda)>>R/L:T=X - 5 Yao
o e \/{a) j (0
-+

@

f’l/ I , 1st unabhéngig von o !

3)
-3

X, —x,+ & 55103+ 2110 O o,

k 19

' . 1 1 1
x, =2 x, € =2 (a10- 2 om3mm, g = AL Y 08 Z133sHs
3 2 3 2 2r \m 27 \N2.7

4)

7 =(x+e)-(f, /J]X_X ~(2.33+1.4)-0.1=0.37mm

-3

Aufgabe D19: Kapazitiver Wandler Typ 3

Ein vereinfachter kapazitiver Wandler Typ 3 (Bild D19.1, Streufliisse vernachldssigt) mit der
Elektroden-Plattenfliche 4 = 10 mm x 10 mm und Plattenmasse m = 50 mg, Luft als
Dielektrikum, einer Distanzscheibe gleicher Permittivitét mit der Dicke dyp = 0.1 mm hat beim
Plattenabstand d = 1 mm eine entspannte Feder (Federkonstante k) und wird aus einer
Spannungsquelle u gespeist.

L0

o >
u f&’,

|4
€0

"
D k
I_
PoX
’dl

Bild D19.1: Vereinfachter kapazitiver Wandler Typ 3

1) Berechnen Sie aus der elektrischen Koenergie die elektrische Kraft F, zwischen den beiden
Platten fir 0<x<d-d,. In welche Richtung wirkt die Kraft? Wie grofl ist das

Kraftverhiltnis bei den Plattenabstdnden d; und d ?
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2) Geben Sie in Abhéngigkeit von u = U (Gleichspannung) die Gleichgewichtslagen x = X fiir
0<x<d-djan! Sind auch Gleichgewichtslagen fiir x<0 mdglich? Welche
Gleichgewichtslage tritt bei U = 0 auf?

3) Leiten Sie die statische Stabilitdtsbedingung her. In welchem Bereich X ist die
Gleichgewichtslage statisch stabil?

4) Geben Sie die grenzstabile ,,pull-in“ Lage Xpuiin an! Wie grof3 muss k sein, damit bei U =
100 V der Pull-in auftritt? Geben Sie die Klebekraft Fkiene an, mit der die rechte Platte am
Distanzstiick dp der linken Platte haftet! Wird dabei die Durchschlagfeldstirke Ep von
trockener Luft (40 kV/cm bei 0.1 mm Schlagweite) liberschritten? Geben Sie E, D, O, C und
W, an! Wie grof} ist der Bewegungshub der rechten Platte bei 0 < U < 100 V?

5) Geben Sie die Bewegungsgleichung der rechten Platte in einem stabilen
Gleichgewichtspunkt X fiir x(z) = X + 4x(¢) an, wenn der Gleichspannung U eine kleine

Wechselspannung Au(f)/U << 1, Au(t)zAU -coswt , Uberlagert ist. Diskutieren Sie den
Frequenzgang des Weg-Wechselsignals — Ax(¢) =A§c-cos(a)t—qo)=Re{A)_2-ej “”} mit
Amplitudengang ‘A)_% / AU ‘(a)) und Phasengang ¢(w) fiir den stabilen Gleichgewichtspunkt

X =4d/10 bei U =100 V. Wie groB ist die Resonanzfrequenz f; des schwingfihigen Masse-
Feder-Systems der rechten Platte bei U = 0?

Aufgabe D19 (Losung): Kapazitiver Wandler Typ 3

1)

El. Koenergie: W: =C(x)- u?/2, Kapazitit: C(x)=¢y-A4/(d —x),

AW, (x) _dC(x) u®  gyd-u’
dx dx 2 2-(d—x)2'

ungleichnamig el. geladenen Platten. Die el. Kraft wirkt stets, auch fiir x < 0, auf die
bewegliche rechte Platte in x-Richtung.

Stets anziehende el. Kraft zw. beiden

Fo(x)=

EOA-UZ

Plattenabstand d: x = 0: F,(0) = WE

b

god-u> F,(d-dy) d*> I

Plattenabstand dy: x =d - dy: F,(d —d) = , =——=100
’ PR YT 042 T R0 a2 0.2
2)
aw
Federenergie: Wp =k - x2/ 2, Federkraft: F(x) = —% = —k - x . Die Federkraft wirkt
x
fiir 0 <x <d —d, auf die bewegliche rechte Platte in -x-Richtung gegen die el. Kraft.
A4-U?

Gleichgewichtslage: Fr(x)+ F,(x)=0, —k-x+ 80—2 =0,

2-(d—-x)

2k-X-(d-X)*=¢yAd-U?, 0< X <d—d,. Fiir X <0 ist der Ausdruck 2k - X -(d — X)?
negativ, aber ¢y4-U 2> 0, so dass keine Gleichheit beider Ausdriicke mdoglich ist. Es gibt

fir X <0 keine Gleichgewichtslagen, da die Federkraft Fp(x)=—-k-x>0 in dieselbe
Richtung wie die el. Kraft wirkt.

Bei U=0: 2k -X-(d—X)? =gA-U*=0>X=d A X =0.
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X =d : unphysikalische Losung (Division durch Null in der Glgw.-bedingung!),
X =0: Lage der entspannten Feder als Glgw.-Lage, da die el. Kraft Null ist!

3)
Herleitung der statische Stabilititsbedingung: Plattenmasse m: m-X = Fr(x)+ F,(x);
Storung der Gleichgewichtslage: x(¢) = X + Ax(¢), Ax(¢) << X, d :

dF
Fr(x)=—k-X —k-Av=Fp(X)—k-Ax = Fp(X)+—L Ax
dx x=X
2 2 2
2-(d - X —4x) 2-(d—X)2-(1— Axi)z 2-(d-X) d-X
d-X
A4-U? A4-U? F
Fe(x)z €0 v 2+80 U3'AX:F6(X)+d = - Ax 5
2:(d-X)" (d-X) dx |,y
m-AX=Fp(X)+F,(X)+ ﬁ+@ M=>m-AK+k,, Ax=0.
dx dx )|
0 x=X
_kres
dFy dF
Stabile Losung bei Anfangsstérung Ax(0) fir &, > 0: k. = — e >0.
: dx x ) _y

A4-U? A4-U?
AU g, 04U
(d-X) (d - X)
Die Gleichgewichtslagen X, fiir die 2k - X -(d — X)* = ¢yA-U* <k-(d — X)* gilt, sind

statisch stabil: 2- X <d—-X =3X <d = X <d/3. Also sind die Lagen d/3>X >0
statisch stabil.

k.. =k <k bzw. £gA-U* <k-(d - X)>.

res

4)

=0=> X =d/3=0.33mm.

dF, dF,
— T pull—in

dx dx )._y
~ g0d-U? ~ 8.854-1072.100-107°-1007
2X i (A =X pi_n)® 2-0.33:107-(0.66-107)°

Stabilitdtsgrenze: &, :(

k =29.88-10° N/m,

god-U?
2-(d-d+dy)*’
8.854-107'%.100-107° - 1002
2:(0.1-107%)2

Friepe = Fr(x=d —do)+ Fo(x=d —dy) =~k -(d —dy) +

=(~26.89+442.7)- 10N

Friope =—29.88-107-0.9-107° +

FKlebe =415.81 MN

E=U/dy,=100/0.0001 =10° V/m =10kV/em <Ep =40kV/em :

Die Durchschlagfeldstiarke wird noch unterschritten!
ACHTUNG: Hier wurde das Streufeld an den Plattenrdndern vernachléssigt, wo Feld-
iiberhdhung (,,Kantenwirkung®) auftritt, so dass es dort zu Uberschliigen kommen kann.
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Deshalb miissten die Elektroden an den Rindern geeignet gerundet geformt sein, oder es
miisste eine deutlich niedrigere Betriebsspannung gewihlt werden.

D=¢yE=8854-10"12.10% =8.854-10° As/m?,
O=D-4=8854-10"°-100-10"° = 0.8854 nC,
C=0/U =0.8854-10"" /100 = 8.854 pF oder

A 8.854-1072.100-107°

c=%0 x =8.854-10"2 F
d, 0.1-10~
-6 6
W, :%do 4= 385 1;) 10 0.1.107-100-1076 = 44.27 nJ oder
2 -12 4
w —t < CUT 88541072108 o

2 2
Bewegungshub: U=0:x=0; U=100 V: x =d/3 = 0.33 mm. Hub: 0.33 mm!

5)
A- Au)? A-U? - (1+4 2 A4-U?
Fe(x,u):go U + u)zz g0gd-U”-(1+ u/Ale) . _%0 Uz'(1+2A”/U)'(l+d2AXX)
d-X F(X,U)
2Au 2Ax
F,(x,u)=F,(X,U)-(1+ +—),
(e) = F(X,U) - (1 =2+ —20)

2Au
U

m- A% = Fp(x)+ F,(x,u) = Fp(X)+ F,(X,U)— k- Ax+ F,(X,U) - (
0

2Ax
22
d-—X

2 2Au
M+ (k-F,(X,U) ——) x=F,(X,U)-—
me A+ (k= Fo(X.U)—=) x.0)-=

kres
: .. 2Au
Bewegungsgleichung: m - AX + k,,, - Ax = F,(X,U)- U

Mit Au(t) = AU - cos ot = Re{AU : ej“’t} ,

Ax(t) = Ax - cos(wt — @) = Re{Afc e /? -ej“”} = Re{A)_Q : ej“”} folgt:
Ax

24U Ax  F,(X,U)-2/U F,(X,U)-2/(m-U)

—@’m-AZ+ k., - A% = F,(X,U)-

U’ AU — 0’ m+k,, Wk, —o* ’
A-U?
F,(X =d /10 = 0.1mm,U =100V) = %0 - =5.465)N,
2-(0.9-d)
-6
k.o =k—F,(X :a’/IO,U)-#: 29.88.1073 - 240310 -2 _ 1022 1073 N/m
d—(d/10) 0.9-1073

Resonanzfrequenz (ungedampft):

Jko o/ 17.73-1073 1070
Freg = res - Nores 17 =\/ 77310 T/50-107) 5 g9 Hz,
27 2 27
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Resonanzfrequenz bei U = 0 (ungedadmpft):

wy Nkim 29.88:107/(50-107%)
2r 2m 2r

fo = =3.89 Hz,

60 R

40+

w
Wires

25 —

1.5 =z

0 | I T T N B A | | i | f F0 I T R S N B B | i | I N TR T N B
1072 107 10° 10’ 102

b)

Bild D19.2: Bode-Diagramm von Amplituden- und Phasengang der ungedampften Bewegung der rechten
Plattenelektrode bei Anregung mit sinusformiger Spannung konstanter Amplitude (klein im Vergleich zur
Gleichspannungs-Vorspannung) und variabler Kreisfrequenz w fiir den vereinfachten kapazitiven Wandler Typ 3
(pinrad)

Amplitudengang:
45| _|E,(x.U)-2/m-U)|
20l oot |
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e AR F(XU)-2_|A%, | 5465:10°-2 _  um
“NAD|T Uk | A0 | 100-17.73-1073 ’
|42 F(x,U)-2  F,X,U)2  6l16um/V
a)>>a)r€s.| ~ | ~ 2 - 2 - 2 0
AU o -U-m (a)/a)res) 'U'kres (a)/wres)

Phasengang: w < @,,, 19 =0, ©> ®,,,:¢=7x :Phasenwinkel-Sprung im Resonanzpunkt:

siehe Bild 19.2b (auch o > @, : ¢ = —7 ist richtig!) .

AX AX | AX
Bode-Diagramm: Amplitudengang: Leistungspegel ~x*: L = 20 lg—AE =20- lg‘ L) EA
X0 AU AU

<< w

res

: L~20-1gfi|=20-1g10°| =0,

1

®>> @, L~20-Ig =20 (Igll| - 1g|(@/ @,0,)*]) = ~40 - 1g[>/ @,;| - Abnahme

2
res )

mit -40 dB/Dekade (Bild D19.2a).

Aufgabe D20: Kapazitiver Wandler Typ 4

Ein vereinfachter kapazitiver Wandler Typ 4 (Bild D20.1, seitliche Feldausbauchungen
vernachléssigt) hat eine obere seitlich bewegliche Platte als Elektrode. Die Elektroden-
Plattenflache ist A = b x / = 10 mm x 10 mm und die Plattenmasse m = 50 mg. Luft ist das
Dielektrikum. Der Wandler hat einen Plattenabstand d = 1 mm, eine Lage xo = 0.9b < b bei
entspannter Feder (Federkonstante £ = 0.55 uN/m) und wird aus einer Spannungsquelle u
gespeist.

Bild D20.1: Vereinfachter kapazitiver Wandler Typ 4

1) Berechnen Sie aus der elektrischen Koenergie die elektrische Kraft F, zwischen den beiden
Platten fiir 0 < x <b und —b < x <0. In welche Richtung wirkt die Kraft?

2) Geben Sie fiir u = U; = 10 V und 1.2'U, (Gleichspannung) die Gleichgewichtslagen x = X
der oberen Platte an! Sind auch Gleichgewichtslagen fiir x <0 moglich? Fertigen Sie eine
Skizze der wirkenden Kréfte und der Gleichgewichtspunkte an!

3) Bis zu welcher maximalen Spannung Up,.x lassen sich Gleichgewichtspunkte einstellen?
Berechnen Sie dazu die dielektrische Verschiebung D, O, C und die el. Feldstirke E! Welche
Gleichgewichtslage tritt bei U = 0 auf?

4) In welchem Bereich X ist die Gleichgewichtslage statisch stabil? Tritt ein ,,Pull-in“-Effekt
auf?

5) Kiritisieren Sie anhand der Ldosung von 1) das vereinfachte Homogenfeld-Modell!
Diskutieren Sie qualitativ bei Beriicksichtigung des seitlich ausufernden Randfelds an den
Platten die el. Kraft F..(x, U) und mogliche Gleichgewichtslagen mit einer Skizze analog zu 2)
bei Betrachtung unterschiedlicher Federkennlinien! Kann ein ,,pull-in“-Effekt auftreten?
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Aufgabe D20 (L.osung): Kapazitiver Wandler Typ 4

1)
a) 0 <x <b: Kapazitit: C(x)=¢y-(b—x)-1/d , el. Koenergie: W: = C(x)-u2 /2,
* 2 2

F,(x)= an, (x) = dC(x) LA —M. Die el. Kraft wirkt gegen die pos. x-Richtung

dx dx 2 2d
im Sinne einer VergroBerung der Uberdeckung der beiden ungleichnamig el. geladenen
Platten. Die Kraft ist wegen des angenommenen Homogenfelds D (Bild D20.1) unabhéngig
von x und die Formel nur fiir 0 < x < b giiltig.

b) —b < x <0: Kapazitit: C(x)=¢gy-(b+x)-1/d,
dW, (x) _dC(x) u® _ gyl -u’
dx dx 2 2
Sinne einer Vergroferung der Uberdeckung der beiden ungleichnamig el. geladenen Platten.

Die Kraftformel nur fiir —b < x <0 giiltig. AuBerhalb der Bereiche 0<x<bh, —b<x <0 ist
wegen des vereinfachten Homogenfeld-Modells F, = 0.

F,(x)= . Die el. Kraft wirkt in die pos. x-Richtung im

2)
Federenergie: Wr =k -(x— xo)2 /2, Federkraft: Fr(x)= —@ =—k-(x—xp).
X

Gleichgewichtsbedingung: Fr(x)+ F,(x) =0, Gleichgewichtslagen X:

801'U2 801'U2<b_801'U2
2d k-2d k-2d
eine physikalisch mogliche Losung, solange x > 0 (Bild D 20.2).

<b ist

a) (Bild D 20.2).: —k-(x—xg) — =0, 0<X=x-

2 2 -12 10-2 102
X, =xg -2l UL _gop 2l UL _g.yg2 885410 " 107107 05
k-2d k-2d 0.55-107%.2-107°
Punkt 1 in Bild D20.2!
2 172 -12 10-2 2
Xzzxo—gol 1.2°-U; 20.9_10_2_8.854 10 160 1.4431 10 250 mm
k-2d 0.55-107"-2-10"
Unphysikalische Lésung, da X, < 0 (Punkt 2 in Bild D20.2)!
1-U? 1-U?
b) —b<x<0: Kapazitit: —k-(x—x0)+go =0, X=x0+gz d >0 ist eine

unphysikalische Losung, da X > 0 nicht zum vorgegebenen Wertebereich —bH < x <0 passt
(Punkt 3 in Bild D20.2). Es gibt keine Gleichgewichtspunkte im Bereich —b<x<0.
AuBerhalb der Bereiche 0<x<bh, —-b<x<0 gibt es wegen des vereinfachten
Homogenfeld-Modells keine Gleichgewichtspunkte.

3)
2
801 i Umax

k-2d
xok-2d  [09-b-k-2d  [0.9-1072-0.55-107%.2.1073
Umax = = =

Maximale el. Spannung Uy, fiir Gleichgewicht: X =0=x; —

2

=10.57V,
&l 8.854-10712.1072

E=U,_, /d=10.57/0.001=105.7 V/em,
C(X,=0)=¢y-b-1/d =8.854-10""2-10>-107° /107> = 0.8854 pF ,

801
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D =¢gyE =8.854-10712:10.57-10° = 93.6 nC/m?,
O=b-1-D=10%-10"°.93.6-10" =9.36 pC oder
0 =C(0)-U,,, =0.8854-10"'%.10.57=9.36 pC.

2
U=0: X, =x0—801 v = xo=0.9p=9 mm .
k-2d
FF F Y
k 1o o R
i i
i !
r Tt
! !
! I
i !
! i
I
,5| - |
i |
_Fe(Uz Ul); o
i I
FU=Uy | |

Bild D20.2: Skizze der el. Kraft -F, der Federkraft Ff (jeweils positiv gezdhlt in x-Richtung), und moglicher (1)
und unméglicher (2, 3) Gleichgewichtspunkte beim kapazitiven Wandler Typ 4

4)
Statische Stabilitdtsbedingung fiir 0<x<x,, wo es bei der Spannung 0 < U < Upnax

Gleichgewichtspunkte gibt. Mit der Plattenmasse m: m-X = Fr(x)+ F,(x); Stérung der
Gleichgewichtslage: x(¢) = X + Ax(¢): m-AX + k, ,, - Ax =0,

dF, dF,
Stabile Losung bei Anfangsstérung Ax(0) fir &, > 0: k. = — e >0.
‘ dx  dx )| _y
F, U’
el pco, B o4 BLUL G ks
dx |._y dx [,_y dx 2d

Alle Gleichgewichtslagen 0< X <x,=0.9b sind statisch stabil. Es tritt infolge des
vereinfachten Homogenfeld-Modells kein Schnapp-Mechanismus (Pull-in-Effekt) auf!

5)

Kritik: Gemall Bild D20.2 springt die Kraft F. zufolge des Homogenfeld-Modells bei der
Plattenverschiebung x = 0 von einem positiven zu einem negativen konstanten Wert.
Tatsédchlich ist bei x = 0 wegen der symmetrischen Plattenlage die seitliche Kraft F.. auf die
obere Platte Null (Bild D20.3). Sie nimmt folglich mit groer werdender Plattenverschiebung
x von 0 aus zu und nach Erreichen eine positiven (bzw. bei —x eines negativen) Maximums

wieder ab (Bild D10.4). Auch bei |x|>b tritt noch eine (wenn auch kleine) el.
Anziehungskraft auf (Bild D20.3b). GemaBl 3) sind mit der stat. Stabilititsbedingung
dFy, dF,
ko :_(d—F+d—ej >0 folgende Gleichgewichtslagen bei Spannung U, statisch
x X )l _x

stabil bzw. instabil: a) Mit Feder 1: Glgw.-punkt 1 stabil, b) Mit Feder 2: A, C: stabil, B
instabil, ¢) Mit Feder 3: B: stabil.
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Beachten Sie, dass bei U, mit Feder 2 der grenzstabile Glgw.-punkt D auftritt (B und C gehen
in D iiber), der zu einem Pull-in-Effekt bei U > U, zum stabilen Glgw.-punkt D" fiihrt.

Bild D20.3: Qualitative Skizze des E-Felds mit seitlich ausuferndem Plattenrandfeld a) mit, b) ohne
Platteniiberdeckung. Auftretende el. Seitenkraft F, = Fx (Die Normalkraft F, ist hier nicht betrachtet!)

Fgs

]

-F (U,)

Bild D20.4: Qualitativer Verlauf der el. Seitenkraft -F, fiir die beiden Spannungen U; und U, > U, mit drei
unterschiedlichen Federkréften Fgy, Fy,, Fr; (Kréfte positiv gezéhlt in x-Richtung)

Erginzung: Zu den qualitativen Bildern D20.3 und D20.4 wurden mit der 2D-finiten
Elementberechnung (Programm FEMM) die el. Aquipotentiallinien (Bild D20.5b) und daraus
iiber das E-Feld und den Maxwell-Zug fiir Plattenverschiebungen Ax = -0.2b, ..., 1.4b die
Vertikalkraft F.(Ax) und die Horizontalkraft Fe(Ax) berechnet, um auch die seitlichen
Feldausbauchungen zu beriicksichtigen. Die obere seitlich bewegliche Platte wurde auf
10.57/2 = 5.285 V, die untere feste Platte auf -5.285 V gesetzt. Um den Kondensator wurde
als duBere Feldbegrenzung ein Kreis mit Durchmesser 100 mm mit dem el. Potenzial von 0V
(theoretisch im Unendlichen) vorgegeben: Plattenbreite » = 10 mm, Plattenabstand d = 1 mm,
Plattendicke d/20 = 0.05 mm, Plattentiefe / = 10 mm; Knotenanzahl ca. 225 000, Anzahl der
Dreieckselemente: ca. 500 000 (Bild D20.5a).

Bei Ax = 0: Horizontalkraft Fex(Ax = 0) = 0 (Bild D20.6);
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a) b)
Bild D20.5: a) 2D-Finite-Elementnetz (Programm FEMM) mit zentral angeordnetem Kondensator und innerem
feiner und 4dufBerem grober vernetzten Feldbereich und kreisformigem Feldrandgebiet fiir die
Plattenverschiebung Ax = 0. b) Numerisch berechnete el. Aquipotentiallinien und Vertikalkraft auf die obere
Platte Fey(Ax = 0). Die Horizontalkraft F(Ax = 0) ist Null!

5 F T T T T T I T .
ex i Interpoliert
max. 4.7 nN ®  FEMM Daten

-F

v

!
|
|
|
|
|
|
|

0 |
|
|
|
|
|
|
|
|
|

AT ! ! 1 1 !
-2 0 2 4 6 8 10 12 14
Ax / mm
Bild D20.6: Numerisch berechnete Horizontalkraft F,(Ax) auf die obere Platte fiir Plattenverschiebungen Ax =
-0.25,-0.15, 0, 0.15, 0.2, 0.3b, 0.4b, 0.6b, 0.8b, b, 1.2b, 1.4b mit kubischer Spline-Interpolation via MATLAB.

Vertikalkraft Foy(Ax = 0): Abschitzung liber die el. Koenergie: W: »=C(y)- u?/2 ,

dw, (y) _dC(y) u®>  &ob-1-u?
e
gegen die nach oben positiv gezdhlte y-Richtung anziehend.
gob-l-u”  8.854-107'%.10% -10.57*

F,(Ax=0,y=d)=— - — _49.46 nN .
< 2.42 2.12

C(Ax:an):‘c"O'b'l/ya Fey(Ax:()’y):
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In Bild D20.7 ist numerisch £, (Ax =0,y = d) = 51 nN ! Die Horizontalkraft Fex(Ax) ist

(Bild D20.6) NICHT konstant, kann aber bei b/d >> 1, b// >> 1 nédherungsweise fiir
0.2b < Ax < 0.9b konstant angenommen werden.

_&l-u®  8.854:107'%.10-10.57

F, = = =—4.95 nN . In Bild D20.6 ist numerisch
2d 2-1

Fo max (y=d)=-4.7nN!

g i ' ' ' ' | ]

ey

50

e | nterpoliert
®  FEMM Daten | -

max. 51 nN

45
40
35

30

F / oN

25
20
15
10

5

0 ] | | | | ]
-2 0 . 4 6 8 10 12 14

Ax / mm

L J

Bild D20.7: Wie Bild D20.6, jedoch Vertikalkraft F. (Ax)

Aufgabe D21: Induktiver Wandler Typ 2 mit Bode-Diagramm

)
u

= e SRR
" [ B Vo ;

Bild D21.1: Induktiver Wandler Typ 2

Ein induktiver Wandler Typ 2 (Bild D21.1, Homogenfeld Bs angenommen) hat eine nach
oben fir 0<x<h Dbewegliche (konzentriert gedachte) Tauchspule (Kupferleiter-
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Drahtdurchmesser dc, = 0.2 mm, Masse m, Induktivitét L,, Innenwiderstand R;, Windungszahl
N = 16), die liber bewegliche Anschlussleitungen aus einer Spannungsquelle u iiber R, = 12.5

Q mit dem Strom i versorgt wird. Eine duBere Kraft F = F - e, greift neben einer bei xp = 4/2

entspannten Feder (Federkonstante k& = 2 N/m) an der Spule an, die sich im magnetischen
Luftspaltfeld Bs = 0.3T, erregt von einem Permanentmagneten, bewegt. Die Anordnung der
16 Windungen der Spule als 4 x 4 Drihte ergibt einen Spulenquerschnitt von 0.8 mm x 0.8
mm, so dass die Spule in der Luftspaltweite & = 2 mm beziiglich # = 15 mm als
ndherungsweise punktformig betrachtet wird (/ = 20 mm).

1) Bestimmen Sie filir die eingezeichneten Spulenstrom- und Flussdichte-Richtung die
Lorentz-Kraft F, gemiB F, =F, -é. auf die Spulenseiten und die Federkraft Fr gemiB

éx| =1)! Geben Sie

F '+ = Fp -e, allgemein (positive Kraft-Zihlrichtung e, in x-Richtung,
die Bewegungsgleichung fiir die Spulenmasse m an!

2) Geben Sie allgemein die elektrische Spannungsgleichung fiir die Tauchspule und ihre
Versorgung an!

3) Bestimmen Sie fiir 0 < X </ die Gleichgewichtslage X der Spule bei konstanter du3erer
Kraft = F, und konstantem el. Strom i = [,! Bestimmen Sie die erforderliche
Gleichspannung Uj fiir die Positionen X, = 0 und X« = £ der Spule in Abhédngigkeit von Fj
und im Besonderen fiir den Sonderfall Fy = 0 als Uy. = Uy(Xmin = 0, Fo = 0) und Up+ = Up(Xmax
=h, Fy=0)!

4) Fertigen Sie fiir die Bereichsgrenzen U, Uy eine Skizze X(Up) mit dem Parameter /) an
fiir Fo =0, Fy <0, Fy > 0! Diskutieren Sie die physikalischen Eigenschaften des in der Skizze
dargestellten Ergebnisses!

5) Berechnen Sie den Spulenwiderstand R; fiir eine quadratische Leiterschleife mit der
Seitenlédnge / + & bei 20°C (el. Leitfahigkeit sy = 57 MS/m, Dichte y, = 8900 kg/m3) und
deren Masse m! Berechnen Sie Uj., Uy, den zugehorigen Strom /., Iy+, die dabei auftretenden
Spulenstromdichten Jy., Jo+, die Verlustleistung P4 und die Kréfte F,, Fr bei X=0und X = A.
6) Bestimmen Sie bei Uj. die notige Vorspannkraft Fy, um die Tauchspule bei X = /& zu
positionieren! Wie grof3 ist die mechanische Eigenfrequenz f,des Systems? Bestimmen Sie

die Spuleninduktivitdt mit der Ndherungsformel Ly = 1 - N 2.1-h/(25)!

7) Eine sinusformige Wechselkraft F} = ﬁ'l -cos t - &, wird der Vorspannkraft F iiberlagert,
so dass eine Wechselstrom i, (¢) = I | -cos( ot — ¢ ) (zusitzlich zum Gleichstrom 1
zufolge Up) auftritt. Wie groB ist die zugehorige Wechselspannungsamplitude U p am
Widerstand R, in Abhingigkeit von £, als Verhltnis i(w) = Up / F;?

8) Stellen Sie i in Abhédngigkeit von @, @y, @; = R/ L, und oy = Kg /(R -m) dar (mit dem
Kopplungsfaktor K, =/,B5)! Bestimmen Sie @; und @y und leiten Sie daraus eine

Vereinfachung fiir () ab, wenn (@) nur im Frequenzbereich bis 100 Hz untersucht werden
soll! Stellen Sie ii(w)- K, /R, als Bode-Diagramm L =20-1g(ii(w)-K,/R,) dar!

Aufgabe D21 (Losung): Induktiver Wandler Typ 2 mit Bode-Diagramm

1)
Lorentz-Kraft: F,, =—N-2-1- By -i-é,, Federkraft: Fr =—k-(x—xz)-é, ,

m-i-e.=F, +Fp+F

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Aufgabensammlung Dynamik / 64 Elektromechanische Systeme 1

2)
Kirchhoff sche Maschengleichung: u +u; =(R, + R;)-i, u; =—dy /dt =u; ), +u; 7.,

Bewegungsinduktion: u; , = N -2/-x-Bs positiv in Richtung der in Bild D21.1 definierten

positiven Stromrichtung
Ruhinduktion (,,transformatorische Induktion): u; 5, =Ly - di/dt .
u=-N-2l-x-Bs+Ly-di/dt+(R, +R;)-i

(SRR —

R

3)
m-X=-N-2-1-Bs-i—k-(x—xp)+F,
l@
Bei UO :R'[O, x:X, F:FO fOIgt meOZ—IeBé‘IO_k(X_XF)+F0,

—1,-Bs-Ig+F)/k)+xp =X, X =x +&—M:Gﬁlﬁgfur0£X§h!
e o 10 0 F F k k-R
X =0=xp + 20 Lo B UoXmin 20 350 gy (1) Foy KR
k k-R 2 k' I,-Bg
Fy 1,-Bs-Uy(Xax =h) h Fy. k-R
Xipax =h =xp +-0 - =0 0o mx 2 — 17 (h, Fy)=(——+-2)- :
max F k k-R 0( 0) ( 9 A le'Bg
FO:O:UO_:UO(O,O):h'k'R, U0+=U0(h,0)=—h'k'R
21, - B 21, - Bg
4)
X,
§U0+ *~o- U

Bild D21.2: Gleichgewichtslagen der Tauchspule in Abhéngigkeit der Gleichspannung U,
und der Vorspannkraft F

Mit positiver Spannung Uy > 0 eine gegen die x-Richtung wirkende Lorentz-Kraft F;, erzeugt
und verschiebt die Spule zu kleineren X-Lagen, also z. B. aus der entspannten Federlage //2
bet Uy = 0, Fp = 0 in Richtung X = 0. Bei negativer Spannung kehren sich Strom- und
Lorentz-Kraftrichtung um: Dies verschiebt die Spule zu groBeren X-Lagen. Ohne el.
Spannung (U, = 0) spannt nur die &duBere Kraft F, die Feder und stellt die

. : F, ) ) e
Gleichgewichtslagen X (U, =0) = x5 + 70 der Spule ein. Aus diesen Lagen heraus wird die
Spule bei Uy > 0 bzw. Uy < 0 zu kleineren bzw. groeren X-Lagen verschoben.

5)
[,=2-N-1=2-16-20=650 mm, g, =d&, -7/4=02% 7/4=0.0314 mm?,
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N-4-(1+6) 16-4-(20+2)-107°
Kcw dew  57-10°-0.0314-107°

R=R,+R, =0.787+12.5=13.287Q,

00314

R = =0.787Q,

m=yc, qcy N -4-(1+6)=8900-

16-4-(20+2)-107% =0.3935g,

_15-107-2-13.287
2-0.65-0.3

Iy_ =Uy_/R=1.022/13.287=0.077 A=—I,, ,

Jo_ =1y _/qc, =0.077/0.0314 = 2.45 A/mm? = —J, ,

Py =R-I3 =Py, =R-13, =13.287-0.077° = 0.079 W,

F,o_=-l,-Bs-1,_-é. =—-065-03-0.077-é, =-15-6 mN=—F, .,

Fro, =—k-(0—xp)-é, =—2-(=7.5)-10>-&, =15-, mN = —F,_

Kontrolle: Gleichgewichtsbedingung:

X=0: F,y_+Fro_=(=15+15mN =0, X=h: F,o, +Fpo, =(15-15)mN =0

UO :1.022V:—U0+,

6)
F, 1,-Bs-U I, Bs-U
X =h=xp +-0 -6 =0 20 s p—"e 20 Z0- 4 (h—xp)-k,
max Ypt o R 0 R (h—xp)
FO:0'65'0'3'1'022+(15—7.5)-2-10‘3:(15+15)-10‘3:30mN,
13.287

fo= \/7 1} — =11.35Hz,
27r 27 10.3935-10

Lo ~ 11 -N2 A-h/(28)=47-107" -16% -20-107 -15/(2-2) =24.1 pH

7)
u(t) =Uy, i(t) =1y +ij(t) =1, +f1 -cos(at — @), x(1) = X +x(2) = X+)?1 -cos(at — ),
Ft)=Fy+ F(t)=Fy+ ]3'1 -cos(at) , Beriicksichtigen der Glgw.-Bedingungen:

u:UOZ—le'Bé" dt

+R-(Iy+1),

dx di
0=-1, Bs-— +Ly-—L+R-iy,m-X=-I,-Bs-i—k-(x—xp)+F,
5 g T 1 5 ( F)
2
m'%:_le'Bé"(10+i1)_k'(X+xl_XF)+F0+F1,
t
.dle

% —l, - B -iy — k- x| + F|: Weitere Rechnung im Frequenzbereich:
t

il(t):Re{il e /P -ejwt}: Re{zl -ej”’}, xl(t):Re{)?l e/ -ej”’}: Re{)jl -eja’t},
Fy(1) = Relfy -/ |

(D: 0=~l,-Bs-jo- X, +Ly- jo-I} +R-I,

Q) -m-o* X, =-1,-Bs-I,—-k-X,+F
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—jo-l,-Bs R+ jo-Ly) (X 0
JOte 25 / Y11 =] . |: = Cramersche Determinantenregel =
k-m-w le . Bé‘ ll Fl

—ja)-le-35 0
k—m-o° F
—jw-l,-Bs R+ jo-L,

~ jo-l,-Bs-F
jo-(,-Bs)? +(k—m-o°)-(R+ jo-Ly)

k—m-a)2 lBé'
o _|U | R jo-1,-Bs-R, |
AN \ Rek—m-0))+ jo(Ly-(k—m-o)) = (1, - By)))|
a)l Bé‘ R

\/(R(k m-&*)? + @ -(Ly-(k—m-@*)+(l, - Bs))>

8)
w-Ky- (R, /R)
\/m (kI m)— &™) + @ -(Ly/ R)-m- (kI m) - &%) + (K& I R))?
i Re w- KK,
R-m J(@f -0®) + (& - ) o) + 0x)
u:& - Dk :

Ko (@} -0?) +0* (0] —0) @y) + wg )
w; =R/ Ly =13.287/(24.1-107%) = 550830/s, K, =1,B5 =0.65-0.3=0.195T -m,
wg = K3 /(R-m)=0.195% /(13.275-0.3935-107) = 7.28/s ,

wy=71.29 Is<< w; , 0y < =27 frnax =27 -100 = 628.3/s << oy :

max

i Ko - vk (0! ay) - (g | ay)
Ry W >> 0,0 \/(a)o 0*)? +w* - a)K \/(1 (a)/a)o)) +(a)/a)0) (a)K/a)o)
a)<<a)K:ii-&z ) :wwK,a)K<a)<a)0 Iiﬁ W Ok _ @O0k

R, J(@f-02+0 @ Re @iy

. K - 1)
g < @y «<w:ii-—2~r —K ="K,

R, Jaty o

2 Ko @ 0x

a« ag ok

Resonanz bei @ = @y : (af — 0*)* + @ - @f wird minimal: i -

Amplitudengang als Bode-Diagramm bis @y, : @x / @y =0.102, @, / @y =8.81,

L=20-1gi- 20| Bild D213,
Ra
O<w<ay:L~201g- 2 2K =20.1g-%.0.102] = (20 1g- 2| - 19.83) dB,
@y @y 20 20
0y <<y L~20-1g—— . 2K 201910102 = (~20-19-2] ~19.83) dB
wlwy, o @/, @y
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mechan. Resonanz

-10

-20

&0 - — 20 dB|Dekade

20 dB/Dekade

?_19.83)dB

(20-1g
@

(-20-1g

21 19.83)dB ]
@

-70

.80 [ A Y | I Ll [ N i
1073 102 107 100 10"

Bild D21.3: Uber R gedimpfter Amplitudengang als Bode-Diagramm

Aufgabe D22: Magnetischer Wandler Typ 1 mit Schalthysterese

Ein ideal magnetisierbarer magnetischer Wandler Typ 1 mit Eisenjoch (Bild D22.1,
Homogenfeld B im Luftspalt angenommen, Randfelder vernachléssigt) hat eine nach rechts
bewegliche Eisenmasse m mit der Lagekoordinate e < x < x,, (/ = h = 20 mm). Eine bei xr =
1.5 mm entspannte Feder (Federkonstante £ = 17 N/mm) greift an der Masse an. Die
Erregerspule aus Kupfer-Runddraht mit dcy, = 0.56 mm Durchmesser mit N = 520 Windungen
(mittlere Lidnge je Windung /, = 112 mm, xc,(20°C) = 57 MS/m) wird aus einer
Spannungsquelle u liber einen Vorwiderstand R, = 4 Q mit dem Strom i versorgt. Zwei
amagnetische Distanzstiicke e = 0.15 mm verhindern den magnetischen Kurzschluss.

N
HFe —>®©

R Sh e Masse m

A4 D:u+

N
—
HEEEEEE
ITTTTTT]
=

Bild D22.1: Magnetischer Wandler Typ 1

1) Berechnen Sie den Spulenwiderstand R; fiir 20°C. Der Spulenwiderstand R; und der
Vorwiderstand R, werden im Folgenden als Ersatzwiderstand R (Bild D22.1) beriicksichtigt.
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Berechnen Sie fiir eine allgemeine Lage x die Luftspaltflussdichte B bei einer Speisung der
Spule mit der Gleichspannung U. Wie groB3 ist bei U= 6 V B maximal?

2) Bestimmen Sie die Magnetkraft F, gemdB F, =F, -é_ auf die Masse m und die
Federkraft Fy gemiB F w = Fr - e, allgemein (positive Kraft-Zahlrichtung e, in x-Richtung,
|éx| =1) und bei Minimalabstand als Zahlenwert bet U = 6 V! Ist F;, von der Stromrichtung

abhingig? Warum? Geben Sie die Bewegungsgleichung fiir die Masse m an!
3) Geben Sie die el. Spannungsgleichung fiir die Erregerspule und ihre Versorgung an!
4) Geben Sie fir 0< X <x eine Bestimmungsgleichung an fiir die Gleichgewichtslage X

der Masse bei Gleichstrom i = [j! Skizzieren Sie anhand F),(x), Fr(x) die graphische

max

Ermittlung der Gleichgewichtslagen und diskutieren Sie das Ergebnis fiir unterschiedliche
Gleichstrome, auch hinsichtlich ihrer statischen Stabilitét!

5) Bei welcher Lage X3 und welchem Gleichstrom /3 tritt der ,,Pull-in“-Effekt auf? Formel
und Zahlenwert angeben! Wie groB3 ist nach dem ,,Pull-in“ die Kraft F, mit der die Masse m
am Eisenjoch klebt?

6) Bei welchem Stromwert /s < I3 schnappt die Masse m vom Eisenjoch weg und in welche
Position Xi? Skizzieren Sie die Schalthysterese als Diagramm U(X) fiir U > 0
malstabsgerecht!

Aufgabe D22 (Losung): Magnetischer Wandler Typ 1 mit Schalthysterese

1)

Gou=d2, -7 /4=056" 7/4=0246 mm? R, = v 520-0.112

= S — =4.148Q
Kcudow 57-107-0.246-10
R=R,+R; =4+4148=8.148Q, I =U/R=6/8.148Q2=0.736 A,
Durchﬂutungssat2:§ﬁ-d§=N-i, Upe >0 Hp, =0= jSFI-cszHg-x,
c c
B=Bs=pugHs =ty N-i/(2x) = pg - N -U /(2x - R) 1st maximal bei minimalem x = e!
B ax :,uo-N-[/(2e)z47r-10_7-520-0.736/(2-0.15-10_3)=1.6T. Bei diesem Wert ist

das Eisen noch ungesittigt, so dass mit py, — o ndherungsweise noch richtig gerechnet

wird.

2)

Magnetische Koenergie: W, (x) = BsHzVs /2= ptgH3 -h-1-2x/2 = p1y-(N -1)* - h-1/(4x),
Spuleinduktivitit: W, (x) = L,(x)-1>/2= L;(x) = 1y - N> - h-1/(2x),

Magnetische Kraft: F,, (x)=dW, (x)/dx=(1%/2)-dL; /dx=—(*/2)-pty-N* -h-1/(2x?),
Die Kraft wirkt anziehend gegen die x-Richtung: ﬁm (x)=F,,(x)-e,, und ist wegen I
unabhingig von der Stromrichtung! Mimimaler Abstand der Masse m: x = e:

N?I? kel 520%-0.736> 4z 20°-107°
2¢? 2 107 2-0.15%-107°
Federkraft: Fp =—k-(x—xy)-¢, , Fp(e)=—k-(e—x;)=—-17-(0.15-1.5)=22.95 N,

m-X-ée, =ﬁm(x)+ﬁF(x).

F,(e)=- Ho =-8I8 N,
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3)
Kirchhoff sche Maschengleichung: u =R-i+ L.(x)-di/dt+i-Lj(x)-dx/dt,

4)

Gleichgewicht: dx/dt=0,i=1Iy: x =X : F,,(X)+ Fp(X)=0, Ly = Li(x =¢),
—(I3/2) Ly-e/ X* —k-(X—xp)=0, X’ —xp - X*+(LyI3 /2)-(e/k)=0.
Kubisches Polynom mit drei reellen Losungen X, wovon aus dem Bereich e < X < x .,

a) eine Losung X; > 0 bei kleinem Strom /;.
b) zwei Losungen X;, X", > 0 bei groBerem Strom 7, > 1.
¢) eine Losung X3 > 0 bei noch groBeren Strom /3 > 1.

d) keine Losung X > 0 bei grolem Strom I; > ;. Die Masse wird wegen |Fm| > |F F| n
negative x-Richtung beschleunigt und klebt bei X = e an dem Eisenjoch!

Die maximale Lage X = Xpay = x tritt bei /=0 auf: X° - Xp X*=0> Xap =0, X, =xp.
Unphysikalische Losungen X, , = 0.

Statische Stabilitdt aus der Storung der Gleichgewichtslage Ax(¢)/X << 1:

m - A — (dF,, | dx + dFy /dx)- Ax =0, statisch stabil: k., = —dF,, /dx —dFp /dx > 0!

bzw. dF,, /dx +dFp /dx =dF,, /dx -k <0!

F
A :
:\ _Fm([4)wli
: \
N
! 3 o |Fe(X) =k -xp —k- X|
|
! P : Iy >1;>1,>1
1 E71([3)NI
: S~ T
I
| ! &
| , iy | I 72
; - F, ()~ Y 2] Fun(l)~ I
] . E A >
0o ¢ 5 : T
e X,
> X,
X3

Bild D22.2: Gleichgewichtslagen X flir unterschiedliche Strome 7, ..., I,: stabil: 1, 2, 3; instabil: 2”

5)

Pull-in bei X; (Strom £): dF,, /dx +dFy /dx =0, d (F, +Fg)=0,

X
di(—(lf/z)-LO e/ X2 —k-(X—xF))zo,
X

2
2'(132/2)'140'€/X3—k:():>X:X3:i/@>0'

(I3/2)-Ly-e/ X3+k-(X3—xp)=0, X3 —xp-X3+(Lyl3/2)-(e/k)=0,

2 2 \2/3 2 ) 5 \2/3
L013e_XF.[L013e] +L0]3€:0 3L013QZXF.[L013€J

k k 2k T 2k k
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1/3
Lylie) ~ 2xp L0132e_(2ij3 , L(zxpf
k 37k 3 3T Ve \ 3

2 -6
Lo=py N> 472 5202 - 20—103:453.06mH,
2¢ 10 2.0.15-10
3
-3
- 17000 B 215007 ) _ oo,
0.45306-0.15-10"

L0[3€ 2)CF —1mm>0

2
F (13,e)— Fy(le)=—2

F=F, (13,e) + Fr(e) = —377.5 +22.95=-354.57T N.

S-(-818) =-377.5N,

6)
N?I§ bl
F=F,(g.e)+Fr(e)=0, —Fr(e)=F, (Is,e) = — 5 : ',Uo'z 2
e

= L2 [Fp(e) 2-0.153'\/ 22.952 401234,
N \uo-hl " 520-10° Vaz-1077-20%-10"

1.5 0.45306-0.123%-0.15

X2 —xp - X2 +(LoI212)-(elk)=0, X2 ——=- X2 + ~0,
o TETe TAeTe ¢ 100 ¢ 21700010
0.0302107°
(Xgm])3—1'—53-(X£m])2+&3902=O,X[ mm] _ X[m] 103,
10 10

(xlmhy3 _p s cxlmmh2 10,0302 =0, 1.5 (x[mmhy2 - (3 20,0302,
Xl o s =1smm=0<E <1, A=(1-&)-£% 15 =0.0302,

U/v
4 U, =407V
4 —rzasss <
I
I
I
I
l
I
2T L 4 |
I
U,=1.002V R I
I - :
0 i i I X/mm
0o | ! L
e=0.15mm X, =1 mm X = 1.486 mm

Bild D22.3: Schalthysterese mit Gleichgewichtslagen X fiir unterschiedliche Spannungen U

Bestimmung der Gleichgewichtslage durch ,,Losung durch Probieren* mit dem Startwert x:
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£=0:4=0<0.0302

£=0.95:4=0.152>0.0302

&=0.98:4=0.0648 > 0.0302

£=0.99:4=0.033>0.0302

£=0.9907:4=0.0308 >0.0302 = A4 =(0.0308 —0.0302)/0.0302 = 0.02 = 2%

Xl Z £.1.5%0.9907-1.5= X, =1.486 mm (siche Bild D22.3),
Us=R-1,=8.148-05=4.07V, Ug = R-I, = 8.148-0.123 =1.002 V

Aufgabe D23: Wechselstromgespeister magnetischer Wandler Typ 1

Die Erregerspule mit N = 520 Windungen (A, = 25 mm) eines ideal magnetisierbaren
magnetischen Wandlers Typ 1 mit Eisenjoch (Bild D23.1, / = 4 = 20 mm, Homogenfeld B im
Luftspalt angenommen, Randfelder vernachldssigt) wird aus einer idealen Stromquelle i(¢)

gespeist. Die nach rechts bewegliche Eisenmasse m (Dichte yp, =7850 kg/m3) mit der

Lagekoordinate x hat die Breite » = 10 mm. Eine bei xf = 1.5 mm entspannte Feder
(Federkonstante £ = 17 N/mm) greift an der Masse an. Zwei amagnetische Distanzstiicke e =
0.15 mm verhindern den magnetischen Kurzschluss.

e

N

A

/JFe —> 0
h “4— Masse m

v D:l+

=
>

Al

$>ix
X

Bild D23.1: Stromquelle speist magnetischen Wandler Typ 1

1) Bestimmen Sie die Spuleninduktivitit L(x), daraus die Magnetkraft F, gemil
F, =F, -é_ aufdiec Masse m und die Federkraft Fy gemiB Fj = Fy. - &, allgemein (positive

Kraft-Zahlrichtung e, in x-Richtung,

éx| =1). Geben Sie die Bewegungsgleichung fiir die
Masse m an! Warum ist eine elektrische Gleichung fiir die Beschreibung des Wandlers nicht
notig?

2) Geben Sie fiir 0 < x, < xp die Bestimmungsgleichung fiir die Gleichgewichtslage x, der
Masse bei Gleichstrom i = Ip! Diskutieren Sie mogliche Losungen! Fiir x, < 2x5 /3 sind

diese Lagen statisch instabil! Wie gro muss /o3 eingestellt werden, um die Grenzlage
Xo3 = 2xp /3 einzustellen?

3) Aus der Stromquelle wird mit einem Wert [y die statisch stabile Gleichgewichtslage xo =
1.25 mm eingestellt. Wie groB3 ist /,? Dieselbe Stromquelle liefert ein iiberlagertes kleines

Wechselstromsignal A4i(t) = I-cosar, I/1 o <<1 so dass die Masse m in der Anwendung als
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,.Schwingerreger um die Gleichgewichtslage mit Ax(7) = X - cos(erf — @) schwingt. Wie grof
darf / maximal sein?

4) Geben Sie die Schwingungsgleichung der Masse m fir 1/ Iy <<1, X/ Xy <<1 im
Zeitbereich und Frequenzbereich an, wobei 1 > 0 gewahlt wird!

5) Bestimmen Sie den Frequenzgang von Amplitude X (bezogen auf X(@=0)) und

Phasenwinkel « und geben Sie beides als Skizze als Bode-Diagramm an! Diskutieren Sie das
Ergebnis! Geben Sie die Resonanzfrequenz f.s an, auch fiir 7, = 0!

Aufgabe D23 (Losung): Wechselstromgespeister magnetischer Wandler Typ 1

1)
Durchﬂutungssatz:§]:1-d§=N-i, Upe >0 Hp, =0= 5ﬁf[~cfz2H5-x,
C C

B=Bs=puyHsz=py-N-i/(2x), L(x) =¥ (x)/i=N-A-Bs(x)/i=y-N* -h-1/(2x)
magnetische Koenergie: W,: (x)=L(x)-i 2/2.Die magnetische Kraft

F,(x,i)=dW, (x,i)/dx = (i*/2)-dL/dx =—(i*/2)- yy - N* - h-1/(2x>) wirkt anziehend
gegen die x-Richtung: F, (x,i) = F, (x,i)-&,. Federkraft: Fr =—k-(x—xp)-é,.
Bewegungsgleichung: m - X -e, = F‘m (x,i)+ F +(x). Wegen der Stromeinprigung ist eine
elektrische Gleichung nicht erforderlich!

2)

Gleichgewicht: dx/dt=0,i=Iy: x = xq : F,,(x9,19) + Fr(xg) =0. Mit L, = L(xy = ) :
—(I3/2)- L, e/ x5 —k-(xg—xp)=0, x3 —xp x4 +(LI3 /2)-(e/k)=0.
Kubisches Polynom mit drei reellen Losungen xo, wovon aus dem Bereich e < x, < xp

a) eine Losung x¢; > 0 bei kleinem Strom /.
b) zwei Losungen xgz, x o2 > 0 bei groBerem Strom /o > Io;.
¢) eine Losung x¢3 > 0 bei noch groBeren Strom o3 > Ip,.

d) keine Losung xo > 0 bei groBem Strom /lps > 3. Die Masse wird wegen |Fm| > |F F| in

negative x-Richtung beschleunigt und klebt bei x = e am Eisenjoch!
Die maximale Lage xo max = XF tritt bei I, = 0 auf!

L,=pty-N*-h-1/(2e)=4-7-10"-520%-20%-10° /(2-0.15-107) = 0.453 H,
Xo3 =2xp/3=2-15/3=1mm, —(I};/2)-L,-e/x33 —k-(xo3 —xz) =0,

I, :i\/k-(—x03+xp)-2x§3 :i\/nooo-(—l+1.5)-10‘3-2-12-10‘6

=+0.5A

L,-e 0.453-0.15-1073

3)

I = i\/k-(—xo +xp)2x5 _ i\/17000-(—1.25+1.5)-10‘3-2-1.252 107°
L,-e 0.453-0.15-107°

Bei /., + 1y = 1,; wird die Stabilititsgrenze erreicht: [, =1Iy; — I, =0.5—-0.44=0.06 A .

Iinax / To = 0.06/0.44 = 0.136 << 1. Damit ist X, =|xo3 — x| =[-1.25/=0.25 mm.

=10.44 A
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4)

Fir kleine Abweichungen vom Arbeitspunkt (xo, /o) gemiB x(¢) = x, + Ax(¢), X = A%,
i(t)=1y+ 4i(t), |[Ax/ x0| <<1,|4i/1 0| << 1 werden die Krifte linearisiert beschrieben z. B.
durch eine Taylor-Reihe mit Beriicksichtigung nur bis zum ersten Entwicklungsglied:

F, F,
F,(x,i) = Fm(xo,lo)+d—”’ -Ax+d—f” - Ai, Fr(x) zFF(xO)+dﬁ - A,
dx |, ; di |, ; dx |,
0-40 0-40 0
Gleichgewichtsbedingung: F,, (xq,/)+ Fr(xy) =0,
2 2 52 2
i S IO [ Lgx) L L"(xq) = k,,: mag. Federkonstante,
dx |, ; dx| 2 dx 2 dx 2
0-40 Xg Xq
2
dL{” = i L. L'(xg) || =1y-L'(x9)=-K, <0 Kopplungsfaktor, aFr =—k,
di |, ; di|2 dx |,
0-40 I 0
Bewegungsgleichung im Zeitbereich: m - x = F,,(x,i) + Fr(x),
m-A)'é—(dﬁ+di szdi “Ai, m-AX+(k—k,,) Ax=-K,-Ai,
dx dx |, di |, ; ——
0-70 0-70 kres
Bewegungsgleichung im Frequenzbereich: Ai(¢) = [-cosart = Re{IA e/ },
Ax(t) = X - cos(art — o) = Re{f( eI -eja”}= Re{)j-ej‘”’ },
—0* X -m+ ke X = -K, .. Hinweis: Statisch stabil: k., > 0!
5)
e (R LS v
- .m+kres kres X(O) - 'm+kres _a)zi_’_l

res

res

Resonanz-Kreisfrequenz fiir den ungeddmpften Schwinger ®,,, = 1/% folgt:
m

A A

U= Al = 1 mit ——— = oo ! Fiir o < @, : = 180° (auch a=-180° ist
K(O) 1— (L)Z X(a)res)
1)

res

richtig!), @ > w,,,: a=0°, denn eine Stromerhdhung zieht statisch (und damit auch bei

o < w,,, ) die Masse m gegen die x-Richtung zum Eisenjoch (Phasengang Bild D23.2b)!

2 2 2
1) = 0Dy = T g 0
2x 2x X
2 -7 2 02 10-6
L(ry) = Mo N> Bl 47 e107:520° 20710 o0
2x, 2-125-1073
L'(xy)=— Lixg) _ 00544 T =-43.494 H/m,
X0 1.25-10
L) = 2L00) | 200548 _ oo o

X2 125%.107°

0.44°

2
k, = %0 L (xg) ==+ 69632 = 6740 Nim,, ks =k =k, =17000 - 6740 = 10260 N/m,
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60  —

20 -

-40

102 107 102

Wres

3.5 T T | T O L AR T T [ L T LIS W I PR L |

1.5 u

107 107 10° 10’ 10°

L

b) Wrey

Bild D23.2: Bode-Diagramm von Amplituden- und Phasengang der ungeddmpften Bewegung der Masse m bei
Anregung mit sinusférmigem Strom konstanter kleiner Amplitude (klein im Vergleich zur Gleichstrom-
Vorspannung) und variabler Kreisfrequenz @ fiir den vereinfachten magnetischen Wandler Typ 1 (« in rad)

m=yp,-(2h+h,)-b-1=7850-(40+25)-10-20-10" =102.05 g,

1 /km 1 / 10260
=— & =—. | ———— =5046 Hz,
Sres 2 m 27z V0.10205

Sros(Lg=0)= i . \/% = i 1[% =64.96 Hz . Durch die Magnetkraft sinkt die

resultierende Federkonstante ks und damit die Resonanzfrequenz. Bei xo = 1 mm an der
Stabilititsgrenze sinkt diese Resonanzfrequenz auf Null ab!

Ko =—Iy-L'(xy) =—0.44 - (-43.494) =19.137 V-s/m,
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Ky I  —19.137-0.06

k © 10260
dieser Wert kleiner als der uiber die nichtlineare F,-Kraftformel berechnete Wert —0.25 mm .
Bode-Diagramm: L =20- 1g|ﬁ| als Amplitudengang (Bild D23.2a).

Xmax (a) = 0) = —~

=—-0.11 mm. Wegen der Linearisierung ist
res

Aufgabe D24: Wechselspannungsgespeister magnetischer Wandler Typ 1

Ein ideal magnetisierbarer magnetischer Wandler Typ 1 mit Eisenjoch (/ = # = 20 mm, Bild
D22.1) wird aus einer idealen Spannungsquelle u(¢) gespeist. An der nach rechts beweglichen
Eisenmasse m = 100 g mit der Lagekoordinate x greift eine bei xp = 1.5 mm entspannte Feder
an (Federkonstante £ = 17 N/mm). Zwei amagnetische Distanzstiicke e verhindern den
magnetischen Kurzschluss. Der Gesamtwiderstand R ist der Spulenwiderstand 4 Q.

1) Bestimmen Sie die Spuleninduktivitit L(x), daraus die Magnetkraft F, gemil

F_ =F, -é_aufdie Masse m und die Federkraft Fr gemdB Fr = Fy. - €, allgemein (positive
Kraft-Zihlrichtung e, in x-Richtung,

Masse m und die elektrische Gleichung fiir die Beschreibung des Wandlers an!
2) Aus der Spannungsquelle wird Gleichspannung U, die statisch stabile Gleichgewichtslage
xo = 1.25 mm eingestellt. Wie groB ist Uy? Dieselbe Quelle liefert ein iiberlagertes kleines

éx| =1). Geben Sie die Bewegungsgleichung fiir die

Wechselspannungssignal  Au(t)=U -cosat, U/ Uj<<1l so dass die Masse m als
,Schwingerreger um die Gleichgewichtslage mit Ax(f) =X -cos(wt — ), X/ Xy <<1,
schwingt. Geben Sie die Wandler-Systemgleichungen im Zeitbereich fiir Uy > 0 an!

3) Geben Sie die Systemgleichungen von 2) im Frequenzbereich an! Bestimmen Sie den
komplexen Frequenzgang von X=X.e/° (bezogen auf X(w=0)) allgemein und
berechnen Sie die darin vorkommenden Koeffizienten als ,,Ersatz-Frequenzen®!

4) Skizzieren Sie zu 3) das Bode-Diagramm! Diskutieren Sie das Ergebnis fiir kleine und sehr

grofle Frequenzen hinsichtlich Amplitude X und Phasenwinkel ! Gibt es ausgepragte
Resonanziiberhohungen? Vergleichen Sie das Ergebnis mit jenem von Aufg. D23!

Aufgabe D24 (Losung): Wechselspannungsgespeister magnetischer Wandler Typ 1

1)
Durchﬂutungssat2:§ﬁ-d§=N-i, Upe >0 Hp, =0= §ﬁ-d§z2H5-x,
C C

B=Bs=puyHsz=p-N-i/(2x), L(x) =¥ (x)/i=N-A-Bs(x)/i=py-N*-h-1/(2x)
magnetische Koenergie: W,: (x)=L(x)-i 2/2.Die magnetische Kraft

F,(x,i)=dW, (x,i)/dx = (i*/2)-dL/dx =—(i*/2)- yy - N* - h-1/(2x>) wirkt anziehend
gegen die x-Richtung: F, (x,i) = F, (x,i)-&,. Federkraft: Fr =—k-(x—xp)-&,.

(a) Bewegungsgleichung & (b) El. Gleichung: a) m-X-e, = Fm (x,0)+ FF (x).
dL(x) dx

b) u(t)=R-i(t) +d¥(x,0)/dt = R-i(t) + d(L(x)-i)/dt = R -i(t) + P

di
[+ L(x) - —
i+ L(x)—

2)
Gleichgewicht: dx/dt = dildt =0, i=1Iy, x = xy : F, (x0, 1) + Fr(xy) =0.
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Mit L, = L(xg=€): —(I§ /2)-L,-e/xg —k-(xg—xz)=0,Uy=R-1I,:
L,=pty-N*-h-1/(2e)=4-7-107-520%-20%-10° /(2-0.15-107) = 0.453 H,

\/k-(—xo Fxp)-2x8 \/17000-(—1.25+1.5)-10‘3-2-1.252 1076
Iozi :i

=+0.44 A,
L,-e 0.453-0.15-1073

Uy=4-044=1.76 V.
Kleine Abweichungen vom Arbeitspunkt (xo, fo): x(¢) = xq + Ax(¢), ¥ = A%, i(t) = [ + Ai(1),
|AX / XO| << 1 .

Aill 0| << 1: Kriéfte und Induktivitét linearisiert als Taylor-Reihe:

Fy (x,0) = Fm(x(),lo)+di -Ax+dif” - di, Fp(x) =~ FF(x0)+—dFF Ax,
dx vl di xou1 dx *o
2 2 2 2
il = 4% dix) = Ty d7Lx) = o L"(xy) = k,, : mag. Federkonstante,
dx de( 2 dx 2 dx? 2
%010 X0 X0
2
_dgl." = %(% -L'(x )J =1,-L'(xy) = —K, < 0 Kopplungsfaktor, ddi =—k,
F .0 : I Xl
0
LG0) ~ Lo + O e = 1) + L) - v,
X0
L) = o)+ E 8 o= L)+ L)

X0
Gleichgewichtsbedingung: F), (xy,1g)+ Fr(x9)=0, Uy =R-1;:
Bewegungsgleichung: m - X = F,,(x,i) + Fr(x), Statisch stabil: k., >0,

mAx—(di+d£) -szdif" Ai, moAX+(k—k,) Ax=-K,-Ai,
dx dx x9.1o di xg,1o T
dAx dAi

AuzR-Ai+(L’(x0)+L”(x0)-Ax)-7-([0 +Ai)+(L(x0)+L'(x0)-Ax)-E,
dAx dAi
Au~R-Ai+L'(xy) —Iy+L(xg) - —
(xp) a0 (xp) 7
3)
Bewegungsgleichung im Frequenzbereich: Au(¢) = U - cos ot = Re{(] e’ ”} ,
Ai(t):f-cosa)tzRe{i-e_j(/’-ej“”}: Re{z-ejwt},
Ax(t) = X - cos(ot — ) =Re{f(-e_ja -eja”}= Re{)j-ej‘”’},
— X maky - X+Ky-1=0, R- I+ jo-L'(x))-Ioy-X+ jo-L(xy)-1=U ,
K L
-0 0

2 % 2
kres - -m KO ) KA _ (3 Det = k @ -m KO
-jw-Ky R+jo-Ly)\I U

res
0 K, ~U-K,
U R+joLo| (k-0 m)-(R+ jo-Ly)+ jo-K§

-jw-Ky R+jo-L,
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X(a)zo):_kUlzoa)ﬂ(Xo = ! 2
res X(0) (1_602.&).(1_,_]'(0.&))_,_]'&,. Kj
res R k}"@SR
. / R X
Mit Wyps = kres , &) :Li’ a)Ko — k;?z fOlgt )"(%0) — 5 1 '
m 0 A W L L
0 (I=—)-A+j—)+j ——
Dyes or Wk,
2 2 2
Lo = 20N R gy o M Ny ot N
2x 2x? x>
2 -7 2 2 -6
L(xg) = Ly = X0 N?-h-1 _47-1077.520 22 10 00544 H,
2x, 2-1.25-10"
L'(xy)=— Lixo) ___0.0544 - =-43.494 H/m, L'(xo) = 2L(§‘°) L 02‘054: = 69632 H/m?
X0 1.25-10~ xg  1.25%-10
I 0.44*
k, =-%-L"(xy) = -69632 = 6740 N/m, k,,, =k —k,, =17000 — 6740 = 10260 N/m ,

m 2 2 res

Ko =—Iy-L'(xy) =—0.44 - (-43.494) =19.137 V-s/m,

Wyps = w:320.3/s,wL= 4 =73.5/s,wg =w=112.06/s
Vo1 0.0544 ° 19.1372

X 1

X0 o 2
(=) o] Do (1= oy 4 D
a)res a)’” es COL a)res a)K 0
4)
i = |u| :| A)_Ev % _ 1 _ 1 ’
a X(O) 2 2 2 2 N 2/ 2
(- a)2 )2_{ w j | @res g a)2 )4 Pres \/ (0 / @)
Opes Ores @r Wyes Wk 0
1 1
O<L O U= OS> @t U= = 3 :
2 2 ) w )
( o j | Dres ( w ) | .| s
Wyos 3 a)’%es Wyes @y,
. . . _U-K
O << Oy X(Q)ZO):X(Q)ZO)'Q e =—O<OI a=+£180°.
res
A A 3 U'K / k 'R
O>> @, X =X e /¥ x—j- 03( res ' R) ca=90°.
@ Ores @2 Ores (a)/a)res) (W5 | 0L)

Der Nenner unter der Wurzel N (coz / a)rzes) = N(&) ist ein Polynom 3. Ordnung in &/*:

N ==& +& (w, -(1=E) +wg ff =1-26+ &> +&-(7.22-436-¢)°
mit wy :%=w=4.36, Wi _ Pres _ 3203 =2.86, w; +wg =7.22.
o, T3.5 wg, 112.06

N(E)=19.01-&3 - 61.96- 2 +50.13-E+1, N'(&)=57.03-E2 —123.92-E+50.13=0,
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2 2
£2_217.64088=0=| -2 | =274 1217 98 _163/0.54. Da N(&) fir
a)res 2 4

grofles & positiv wéchst und eine Parabel 3. Ordnung i. A. ein lokales Minimum und ein
lokales Maximum hat, ist N(& = 0.54) das lokale Maximum und N (& =1.63) das lokale

Minimum. Folglich hat i bei o,/ ®,,; =~+0.54 =0.735 ein lokales Minimum und bei
W,/ @,,;, =~41.63 =1.277 ein lokales Maximum (Bild D24.1).

20 - e

3.8009 dB

¥

12.79
-11.1333 dB i

-40

L
dB

-60 - 60 dB/Dekade

B0

-100 -

120

-140 . — L e : —
1072 10" e/e, =0735 10°'0/0,=1277 10" 107
o

a) Wres

2 T T R T T IR T T LR

| i |

¥
'
-
I
|

_4 i | i P I I | i i ! R I | i ! i P A | i
1072 107 100 107 102
!

Mires

b)
Bild D24.1: Bode-Diagramm von Amplituden- und Phasengang der geddmpften Bewegung der Masse m bei

Anregung mit sinusformiger Spannung konstanter kleiner Amplitude (klein im Vergleich zur Gleich-
Vorspannung) und variabler Kreisfrequenz @ fiir den vereinfachten magnetischen Wandler Typ 1 (« in rad)
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<< @, - L=20-1gii=0dB,
0>> @, L=-20- lgw;, -60-lg(w/®,,)=(-12.79-60-1g(0/®»,,,)) dB
\?J

res

1g4.36=0.64
X _ ! =0.277,
YO, J1-0735) +0.735° (436-(1-0.735%) +2.86]
X | ! ~1.55
XOl,, \/(1 ~1.277%)* +1.277° -(4.36 (1-1.277%) + 2.86)2

L=20-1g0.277 =—11.33dB, L =20-1g1.55 = 3.8 dB (Bild D24.1),
X 1 =035,

rey \/(1 —17)* + (12)2 (436-(1-12) + 2.86f

Keine Resonanz bei @, :

Ry

X(0)

L=20-1g0.35=-9.11dB.

Die normierte Schwingungsamplitude bei U = konst. ist wegen der el. Ddmpfung R bei dem
lokalen Maximum bei @, =409.03/s (Resonanz) begrenzt, und die Resonanzfrequenz ist
deshalb gegeniiber Aufg. D23 erhoht: @, > @,,, . Die Schwingungsamplitude nimmt wegen
der zunehmenden induktiven Strombegrenzung mit @l stiarker ab als bei Aufg. D23 mit

[ =konst. Den genauen Amplituden- und Phasengang ermittelt man numerisch (Bild D24.1).

Aufgabe D25: Linearantrieb fiir eine Stanze

| Ho
A\l a‘rn Fiihrung
| l % Eisenjoch
8 ::T':::::: H —> 0
Amagn. 4
Distanz-~~
stiicke Lk
5, ;
..... 0
f Spule
0
Hy Ho I Hy
Stanzwerkzeug (Hartmetall)
Stanzteil aus Alun =
\\1 ———
|

Bild D25.1: Rotationssymmetrischer Vertikal-Linearantrieb, nicht maBstéblich

Ein rotationssymmetrischer Vertikal-Linearantrieb (Bild D25.1, nicht malBstéblich) besteht
aus einem feststehenden, ideal magnetisierbaren Eisen und einem in einer reibungsfreien
Fiithrung vertikal beweglichen ideal magnetisierbaren konischen Anker (Masse m = 5 kg)
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lings der Koordinate x, an dem das Hartmetall-Stanzwerkzeug befestigt ist. Uber eine Spule
(Windungszahl N = 25) wird bei einem Strom i = / = 100 A eine Magnetkraft F; nach unten
gegen eine Federriickstellkraft fiir den Stanzvorgang erzeugt. Fiir den oberen und unteren
Anschlag des Ankers sind die beiden amagnetischen Distanzstiicke mit den Dicken s; = 0.5
mm und s; = 1 mm vorgesehen. Bei x = 0 ist der Anker am oberen Anschlag, so dass unten
die Luftspaltweite 6 = 2 mm auftritt. Die beiden Deckflichen des Konus 4; = 10 000 mm?
und A, = A;/2 fihren den Magnetfluss; weitere (Streu-)Fliisse werden vernachldssigt. Der
Luftspalt der Vertikalfithrung ist deutlich kleiner als o, s;, s; und wird vernachléssigt. Die
Feder (Federkonstante k) ist bei der Lénge 1y = 4.5 mm entspannt!

1) Welchem Wandlertyp kann der o. g. Antrieb zugeordnet werden?

2) Geben Sie die allgemeine Formel fiir die Federkraft Fr(x) an und skizzieren Sie diese! Wie
grof} muss £ sein, damit bei i = 0 die Ankermasse bei x = 0 gehalten wird?

3) Berechnen Sie Bj(x), Bx(x) und skizzieren Sie B1/Bo, B2/Bo x/6 (By = pg - N -1/0)! Ist das

Eisen des Ankers stets ungeséttigt (Bedingung: B < 1.5 T)?

4) Berechnen Sie die Magnetkraft F; auf den Anker mit den Maxwell-Spannungen allgemein!
Wie grof3 sind die minimale und maximale Magnetkraft und bei welchem x treten sie auf?

5) Geben Sie die Bewegungsgleichung fiir den Anker an!

6) Bestimmen Sie die statische Stanzkraft! Der Strom in der Spule wird von Null mit einer
Sprungfunktion aufgeschaltet: Ist die zugehorige dynamische Stanzkraft ebenso grofl wie die
statische Stanzkraft (Begriindung)?

Aufgabe D25 (Losung): Linearantrieb fiir eine Stanze

1)
Wandlertyp 1

2)

Die entspannte Feder mit der Lange /, ist bei x = 0 auf die Linge / = 6 + s, verkiirzt, beix >0
auf die Lange / = 0 —x + 5, . Daher ist die Federkraft fiir 0 < x < nach oben gerichtet gegen
die Schwerkraft (Bild D25.2):
Fpr=Fp-é_.=k-(I-1y)-é,=k-(§—x+s,—1y)-&,<0 .

A FF

\

(52 + 53— 1Lp)/

k '(52*10)' """""""""""
k- (5+s,—1y)

Bild D25.2: Federkraft

ﬁF(X=0)+ﬁG =0=k-(5-0+s,—-1y)+m-g=0,
k=-m-g/(S+sy—1y) =—5-9.81/((2+1-4.5)-107) = 32.7 N/mm

3)
Durchflutungssatz: §ﬁ-d§ =H, (x+s)+H, (5—x+sy)=N-1I,
C
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Bl(X+S1)+Bz(5—x+S2):ﬂ0NI, BlAl :BzAz

B Ay | Ay By _ 1 4y
BO 1+S1 A2+S72_ _7) X BO 1+S1 A2+572 AZ) Al D,
s 4 5 5§ 4 5 4,6

| S S —
a b
A A
gt s 05 hs b s A2 g,
5 4 2 2 A,
By=py-N-1/8=47-10"-25-100/0.002 =157 T,
B, 1 1 B, 05 0.5
By b ™ 1625-05.% Bo 4 p. ¥ 1625-05.%
5 5 5

Die Luftspaltflussdichte ist maximal bei x = 6 und minimal bei x = 0 (Bild D25.3):
BZ,max 1 1

= = =0.889, B, . =0.889-1.57=14T<15T,
By a-b 1625-05 ’

Bimax =05-14T=07T.

BZmin 1 1
: =—=——=0.615, B =0.615-1.57=097T, B =0485T.
Bo a 1625 2,min 1,min

Die Flussdichte im Anker ist stets ungesittigt (< 1.5 T)!

4)
- . . -~ _ [B3-4, B 4
FM:FM'ex:§pm'dA:ex'[; 2_; 1],
4 Ho Ho
I :Bg. 4 (A 4) 4 :Bg'Az'l—(Az/A1)>O
M 2 (a—b-52  (a=b-5)? 210 (g—p. T2
o o o

Die Magnetkraft ist positiv nach unten gerichtet.

By -4y 1-(4y/4) 15775000 0.5
244 a’ 2-47-1077-10° 1.6252
Bl Ay, 1-(4,/4 2
X=08:Fy oy = 2. (A/A4) _ 157 5?00 - 05 =1938.3 N
’ 219 (a-b)?  2-47-1077-10° (1.625-0.5)

=929 N,
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5)
By -4y 1-(4y/4)

m-x-é =Fy+F;+Fp, m-i= +m-g+k-(0—x+5y—1).

21 X2
a—b-—
( 5

Bj - 4 A= /4) oy

Mit m-g+k-(6+sy —1,) gemiB 2) folgt m-x — 5
Ho (a—b-%)z

6)
By -4y 1-(4y/4)

Statische Stanzkraft (d./df=0)beix = & Fy,(0)—k-0 = 5
24 (a—b)

-k-0,

Fy(0)—k-0=19383-327-2=18729 N.

Bei x = 0 wird der Strom /= 100 A sprungartig aufgeschaltet und beschleunigt die Masse m
auf die Endgeschwindigkeit v bei x = 0 - d, wenn das Stanzwerkzeug in das Stanzgut (in Bild
D25.1 eine Aluscheibe) bis zur Tiefe d eindringt und dieses plastisch verformt. wo die Masse
stoBartig auf v = 0 abgebremst wird. Diese StoBBkraft vergroBert die statische Stanzkraft zur
dynamischen Stanzkraft!
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Kapitel V: Verstindnisfragen
V2. Grundlagen

- Erlautern Sie den AMPERE’schen Durchflutungssatz und den Satz des magnetischen
Hiillenflusses anhand eines einfachen Magnetkreises mit Eisenjoch, Luftspalt und
Wicklung (Skizze)!

- Was versteht man unter Bewegungs- und unter Ruhinduktion? Nutzen Sie Formeln und
Skizzen fiir Thre Erkldrung!

- Definieren Sie den Elastizititsmodul £E! Wie hingen bei einem linear-elastischen Korper
im einachsigen Spannungsfall die mechanische Spannung ¢ und die ,,.Dehnung® ¢
zusammen, und was versteht man unter diesen Begriffen? Wie ist in diesem Fall die
Federkonstante definiert?

- Was sind Dielektrika, und was sind magnetisierbare Werkstoffe? Welcher Zusammenhang
besteht zwischen dielektrischer Verschiebung D und elektrischer Feldstirke £ im Falle
linearer Polarisierbarkeit sowie zwischen magnetischer Flussdichte B und magnetischer
Feldstiarke H bei konstanter relativer Permeabilitét (Formeln)?

- Zeichnen Sie qualitativ die B(H)-Kurve von ferromagnetischen Werkstoffen und
kennzeichnen Sie die Koerzitivfeldstirke Hc sowie die Remanenzflussdichte Bgr!
Unterscheiden Sie weichmagnetisches und hartmagnetisches Material! Was bedeutet die
LSattigung® des Werkstoffs?

- Stellen Sie folgende GroBen inklusive deren Einheiten fiir die Elektrostatik und die
Magnetostatik gegeniiber: Flussdichte, Feldstidrke, Polarisation, rel. Werkstoffparameter,
Feldkonstante, ,,Geometriefaktor*, Energiedichte (lineares Material) und Energie (lineares
Material)!

- Erldutern Sie den Coulomb-Anteil und den Lorentz-Anteil der elektromagnetischen Kraft
(Skizzen und Formeln)?

- Wie berechnet sich allgemein aus dem Maxwell’schen Spannungstensor der elektrischen
und der magnetischen Kraft-Verteilung die resultierende Kraft auf einen el. polarisierbaren
bzw. magnetisierbaren homogenen Korper? Zeigen Sie, dass die Feldrichtung im
Allgemeinen nicht identisch mit der Kraftrichtung dieser Spannungen sein muss!

- Zeichnen Sie die D(E)-Kennlinie fiir einen nichtlinear polarisierbaren isotropen Werkstoff
ohne Hysterese! Wie bestimmt sich damit die Energiedichte w.? Geben Sie zudem die
Formel fiir w, fiir den allgemeinen Fall sowie fiir den Spezialfall ,linear polarisierbarer
isotroper Werkstoff* an!

- Zeichnen Sie die Q(u)-Kennlinie fiir ein nichtlinear polarisierbares isotropes Dielektrikum
im Kondensator ohne Hysterese! Wie bestimmt sich dort die elektrische Energie W, und
die elektrische Ergénzungsenergie W, ? Geben Sie zudem die Formeln fiir den allgemeinen
Fall sowie fiir den Spezialfall ,linear polarisierbares isotropes Dielektrikum im
Kondensator* an! Was ergibt die Summe aus elektrischer Energie W, und elektrischer
Ergédnzungsenergie W,

- Zeichnen Sie die B(H)-Kennlinie fiir einen nichtlinear magnetisierbaren isotropen
Werkstoff ohne Hysterese! Wie bestimmt sich damit die Energiedichte w,,? Geben Sie
zudem die Formel flir wy, fiir den allgemeinen Fall sowie flir den Spezialfall ,linear
magnetisierbarer isotroper Werkstoff* an!

- Zeichnen Sie die ¥(i)-Kennlinie fiir eine nichtlineare Induktivitit ohne Hysterese! Wie
bestimmt sich dort die magnetische Energie W, und die magnetische Ergénzungsenergie
Wm*? Geben Sie zudem die Formeln fir W, und Wm* fiir den allgemeinen Fall sowie fiir
den Spezialfall ,,lineare Induktivitit™ an. Was ergibt die Summe aus magnetischer Energie
Wi und magnetischer Ergénzungsenergie W' ?
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- Wie berechnet sich die elektrische Kraft F. zwischen den zwei el. entgegen gesetzt
geladenen Platten eines Kondensators a) bei Vorgabe des Ladungsbetrags Q je Platte und
b) bei Vorgabe der Spannung u zwischen den Platten? Zeigen Sie die Zusammenhéinge fiir
die elektrische Kraft F. am Beispiel des einfachen Plattenkondensators ohne Randeffekte!

- Wie berechnet sich die magnetische Kraft Fy, zwischen zwei Eisenpolschuhen eines C-
Magneten, der mit einer Spule erregt wird, a) bei Vorgabe der magnetischen
Flussverkettung ¥ der Spule und b) bei Vorgabe des Stroms i der Spule?

V3. Formalismus

- Geben Sie mechanische und elektrische Beispiele fiir ,,verallgemeinerte Koordinaten®,
,verallgemeinerte Geschwindigkeiten und ,,verallgemeinerte Kréfte* sowie die Definition
fiir die Momentan-Leistung p(¢) und den Energie-Zuwachs d!

- Nennen Sie mechanische und elektrische Speicher verallgemeinerter potentieller Energie!
Geben Sie fiir beide Fille die beschreibende Gleichung sowie die Formeln zur Berechnung
der aufgenommenen Leistung p, der inkrementellen Energiezufuhr dW, der potentiellen
Energie W, und der potentiellen Ergdnzungsenergie Wp* an!

- Nennen Sie mechanische und elektrische Speicher verallgemeinerter kinetischer Energie!
Geben Sie fiir beide Félle den verallgemeinerten Impuls g (elektrisch: Flussverkettung ¥)
allgemein und fiir den Sonderfall ,,nicht-relativistisch und linear* an! Wie lauten die
Formeln fiir die dynamische Gleichung in mechanischen und in elektrischen Systemen, die
aufgenommene Leistung p, die inkrementelle Energiezufuhr dW, die kinetische Energie Wy
und die kinetische Ergdnzungsenergie Wi

- Wie berechnen sich die die verallgemeinerte Kraft ' und die verallgemeinerte Koordinate
x aus der potentiellen Energie W, bzw. aus der Ko-Energie Wp*? Wie bestimmen sich die
verallgemeinerte Geschwindigkeit v, der verallgemeinerte Impuls g sowie die inneren
Krifte F; aus der verallgemeinerten kinetischen Energie Wy und der Ko-Energie Wk*?

- Berechnen Sie allgemein die kinetische Ergéinzungsenergie Wi durch Integration im Raum
(v,x ) vom Ursprung 0=(v=0,¥=0) aus entlang irgendeines Weges und zeigen Sie,
welcher Anteil die magnetische Energie eines Dauermagneten beriicksichtigt!

- Wo treten dissipative Elemente in mechanischen und elektrischen Systemen auf? Geben
Sie fiir beide Systeme die beschreibende Gleichung sowie die Formel fiir die
Verlustleistung p und die inkrementelle Verlustenergie d an! In welche Energieform
wird diese Verlustenergie umgewandelt?

- Stellen Sie die Ersatzelemente des Kraft-Spannungs-Systems und das Kraft-Strom-Systems
gegeniiber! Worin unterscheiden sich beide Systeme?

V4. Lagrange-Gleichungen

- Was versteht man unter kinematischen Vertrdglichkeitsbedingungen? Geben Sie je ein
mechanisches und ein elektrisches Beispiel an! Wann sind verallgemeinerte Koordinaten
eines Systems unabhédngig voneinander?

- Worin unterscheiden sich ein konservatives und ein nichtkonservatives System? Geben Sie
die Lagrange-Gleichung fiir beide Systeme an!

- Stellen Sie die Lagrange-Gleichung fiir ein nichtkonservatives System auf! Geben Sie die
Schritte a)...d) zum Aufstellen der Systemgleichungen an!

- Welche Vor- und Nachteile bietet die Methode der Lagrange-Gleichungen im Vergleich
zur Methode des Newton’'schen Schwerpunktssatzes (bzw. Drallsatzes) und der beiden
Kirchhoff’schen Gleichungen? Auf welcher der beiden Methoden basiert die numerische
Feldberechnungsmethode der Finiten Elemente?
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V5. Grundsysteme

- Skizzieren Sie das magnetische Grundsystem! Stellen Sie die Systemgleichungen fiir
Spannungsspeisung und fiir Stromspeisung auf!

- Skizzieren Sie das elektrische Grundsystem, und berechnen Sie die verallgemeinerten
Kriften u, F! Wie wiirde die Remanenzpolarisierung (,,Elektrete) im elektrischen Anteil
der potentiellen Energie beriicksichtigt werden?

- Welche Energien treten beim magnetischen Grundsystem und welche beim elektrischen
Grundsystem auf? Wie werden im elektrischen Grundsystem aufgrund des
elektrostatischen Felds E die verallgemeinerten Krifte bestimmt?

V6. Dynamik

- Wie wird allgemein die Gleichgewichtslage eines elektromechanischen Systems bestimmt?
Wie wird ein nichtlineares Differentialgleichungssystem um diese Gleichgewichtslage
linearisiert? Was gilt fiir Produkte kleiner Grofen? Geben Sie dazu ein numerisches
Beispiel! Wie lassen sich die »n Differentialgleichung zweiter Ordnung mit dem
Koordinatenvektor als Matrixgleichung schreiben?

- Was beschreibt die homogene und was die partikulire Losung einer linearen
Differentialgleichung in einem bestimmten Arbeitspunkt? Wann ist dieser Arbeitspunkt
stabil?

- Skizzieren Sie fiir die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung den Bereich stabiler und
instabiler Losungen sowie die Grenzkurve der aperiodischen Ldsungen (Formel) in
Abhéngigkeit der Steifigkeit K und Dampfung D. Was dndert sich an dieser Grenze? Wann
tritt eine ,,Dauerschwingung* auf?

- Was besagt das Hurwitz-Kriterium, und wofiir wird es genutzt?

- Wie wird fiir jeden Gleichgewichtspunkt die statische Stabilitdt iiberpriift? Zeichnen Sie
dazu eine beliebige statische Gleichgewichtskurve, und kennzeichnen Sie statisch stabile
und instabile Gleichgewichtspunkte!

- Was bedeutet dynamische Instabilitidt? Geben Sie ein Beispiel!

- Wie wird ein BODE-Diagramm einer komplexen VerhéltnisgroBe U,/U;. Geben Sie die
einzelnen Schritte an fiir Amplitudengang, Phasengang mit Beschreibung zur Skalierung
der Achsen! Wie ist die Einheit Bel definiert? Wieso taucht hdufig bei Dezibel (dB) nicht
der Vorfaktor 10, sondern 20 auf?

- Was bedeutet der Ausdruck -40 dB/Dekade?

- Geben Sie fiir folgende Ubertragungsglieder die Basisfunktion sowie den Amplituden- und
Phasengang fiir das BODE-Diagramm an: a) Differentiationsglied, b) Integrationsglied, c)
Hochpass, d) Tiefpass, e) inverser Tiefpass, f) Tiefpass mit Resonanz und g) inverser
Tiefpass mit Resonanz!

V7. Ausgewihlte Wandler

- Skizzieren Sie den magnetischen Wandler ,,Typ 1%, und beschreiben Sie den Aufbau!
Nennen Sie einige Einsatzgebiete fiir diesen Wandler!

- Erlautern Sie die Begriffe ,,Sekanten®“-Induktivitit“ und ,differentielle Induktivitit!
Zeichnen Sie eine typische nichtlineare ¥(i)-Kennlinie und die zugehdrigen Verlaufe der
,.Sekanten‘‘-Induktivitit und der ,,differentiellen* Induktivitét!

- Erlautern Sie den Begriff der ,,magnetischen Federkonstante* k,! Wie wirkt sie auf die
Gesamtsteifigkeit des Wandlers? Wie grof3 ist sie an der statischen Stabilitdtsgrenze im
Vergleich zu mechanischen Federkonstante &?
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- Zeichnen Sie qualitativ Gleichgewichtslagen X des Wandlers ,,Typ 1 und erldutern Sie
daran den Betrieb als Schalter! Was sind dabei ,,Pull-in®, , Klebekraft*, Schalthysterese?

- Skizzieren Sie den magnetischen Wandler ,,Typ 2%, und beschreiben Sie den Aufbau!
Erlautern Sie einige Einsatzgebiete fiir diesen Wandler!

- Tritt beim magnetischen Wandler ,,Typ 2 ein pull-in-Effekt auf?

- Was beschreibt der Kopplungsterm K, zwischen mechanischem und elektrischem System
bei den vier Wandler-Grundtypen? Hingt er mit dem Kopplungsfaktor x zusammen? Wie
verhélt sich dieser an der statischen Stabilititsgrenze?

- Skizzieren Sie den kapazitiven Wandler ,,Typ 3%, und beschreiben Sie den Aufbau!
Erldutern Sie das Funktionsprinzip fiir diesen Wandler! Nennen Sie einige
Anwendungsgebiete!

- Vergleichen Sie Wandler 1 und 3 hinsichtlich ihres pull-in-Verhaltens anhand der
grenzstabilen Lage des beweglichen Teils im Hinblick auf die Lage bei entspannter Feder!
Warum gibt es Gemeinsamkeiten?

- Warum kann der Wandler 4 ndherungsweise mit dem Verhalten des Wandlers 2
hinsichtlich pull-in-Effekt verglichen werden? Wo sind die Grenzen beziiglich der
Gestaltung der Abmessungen des Wandlers 4 bei dieser Analogie?
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