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1. Einfiihrung

Der erste Teil der Vorlesung "Elektromechanische Systeme" umfasst die mathematische
Analyse von Wandlern und Aktoren und fokussiert bei den Beispielen mehrheitlich auf
magnetischen elektromechanischen Wandlersystemen. Die Vorlesungsziele sind dabei:

- Physikalisches Verstiandnis der elektromechanischen Wandlungsprinzipien,

- Methoden zur Analyse und mathematischen Beschreibung elektromech. Wandler,

- Untersuchung ausgewédhlter Wandler-Grundanordnungen.
Das vorliegende Skript umfasst diesen ersten Teil des Stoffumfangs der Vorlesung
"Elektromechanische Systeme" und damit etwa die Hélfte dieser Vorlesung. Er basiert u. a.
auf Vorlesungen von Prof. Fritz Paschke, Allgemeine Elektrotechnik 1, und Prof. Adalbert
Prechtl, Dynamik elektromechanischer Systeme, beide TU Wien. Dabei wird an die bereits in
den Vorlesungen ,,Physik® und "Grundlagen der Elektrotechnik" gebrachten Inhalte
angekniipft. Weiter existiert neben den in den Ubungen vorgerechneten Beispielen zu diesem
Vorlesungsteil eine Aufgabensammlung mit ausgearbeiteten Beispielen. Dort finden Sie
Kontrollfragen zum Verstindnis des Lehrinhalts dieses Vorlesungsteils. Die Beispiele und
Kontrollfragen grenzen den Priifungsstoff zu diesem Vorlesungsteil ein, der damit deutlich
enger gehalten ist als die vorgetragenen Inhalte, die aber nichtsdestoweniger fiir das spétere
einschldgige Berufsleben praxisrelevant sind. Relevante Literatur zu den Vorkenntnissen und
weitere einfiihrende Literatur ist nachstehend angegeben.

Grundlegende Biicher:

Gerthsen, Ch.; (Meschede, D.): Gerthsen Physik, 24. Aufl.; Springer, Heidelberg, 2013

Dirschmid, H.-J.: Mathematische Grundlagen der Elektrotechnik, 4. Aufl.; Vieweg,
Braunschweig — Wiesbaden, 1990

Dirschmid, H.-J.: Mathematische Grundlagen der Elektrotechnik - Begleitband: Losungen u.
Hinweise, 4. Aufl.; Vieweg, Braunschweig — Wiesbaden, 1996

Arens, T. u. a.: Mathematik, 3. Aufl.; Spektrum Akad. Verlag, Heidelberg, 2012

Prechtl, A.: Vorlesungen iiber die Grundlagen der Elektrotechnik, Springer-Verlag, Wien,
Band 1: 2. Aufl., 2005, Band 2: 2. Aufl., 2007

Clausert, H.; Wiesemann, G.; Stenzel, J.; Hinrichsen, V.: Grundgebiete der Elektrotechnik,
Bénde 1 und 2, Oldenbourg-Verlag, Miinchen, 11. Aufl., 2011

Harriehausen et al.; Moeller Grundlagen der Elektrotechnik; 23. Aufl., Springer-Vieweg,
Wiesbaden, 2013

Mathis, W.; Reibiger, A.: Kiipfmiiller Theoretische Elektrotechnik, 20. Aufl. 2017. Springer,
Berlin Heidelberg

Weiterfiihrende Literatur:

Woodson, H. H.; Melcher, J. R.: Electromechanical Dynamics, Part 1: Discrete Systems,
Wiley, New York, 1968

Meisel, J.: Principles Of Electromechanical Energy Conversion, McGraw-Hill, New York,
1966

Ballas, R. G.; Pfeifer, G.; Werthschiitzky, R.: Elektromechanische Systeme der Mikrotechnik
und Mechatronik: Dynamischer Entwurf - Grundlagen und Anwendungen, Springer,
Heidelberg, 2009

Lenk, A.; Ballas, R. G.; Mayer, K.; Werthschiitzky, R.; Pfeifer, G.: Electromechanical
Systems in Microtechnology and Mechatronics: Electrical, Mechanical and Acoustic
Networks, their Interactions and Applications, Springer, Heidelberg, 2011

Marschner, U.; Werthschiitzky, R.: Aufgaben und Losungen zur Schaltungsdarstellung und
Simulation elektromechanischer Systeme: In Mikrotechnik und Mechatronik,
Springer, Heidelberg 2015
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Das griechische Alphabet

Aa
Ee¢
11

Nv
Pp
D g

Alpha B[S Beta I'y  Gamma

Epsilon Z¢  Zeta Hn Eta

Jota Kk Kappa A A  Lambda

Ny (nue) & Xi Oo Omikron
Rho Yo Sigma Tr Tau

Phi Xy Chi Y Psi

Verwendete wichtige Formelzeichen

DO A

et(.)

SERRIDNNTRTSSST NN s mhmm e
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2
m

Vs/m
Nm

kg-m?
T
A/m?
N/m
*)

m

H

dB

J

kg

H
Nm
A/m
1/s

Flache
magnetisches Vektorpotential
Arbeit
Breite

Einfiihrung

Delta
Theta

My (mue)
Pi
Ypsilon
Omega

magnetische Induktion (Flussdichte) (1 T =1 Tesla = 1Vs/m?)

Kapazitit
Durchmesser bzw. Abstand
Déampfungsbeiwert

elektrische Flussdichte (dielektrische Verschiebung)

Determinante von (.)

Abstand

elektrische Feldstirke
Elastizitdtsmodul

Frequenz (1 Hz = 1 Hertz = 1/s)
Kraft

Hoéhe

Impuls

magnetische Feldstarke

elektrische Stromstérke

Intensitét

imaginire Einheit v—1
Tragheitsmoment

magnetische Polarisation
Stromdichte

Federkonstante

Kopplungsterm (*) Einheit Wandler-abhéngig)
Léange

Selbstinduktivitdt (1 H=1 Henry = 1 Vs/A)
Pegel (1 dB =1 Dezibel, 1 B=1 Bel)
Lagrange-Funktion

Masse

Gegeninduktivitit

Drehmoment

Magnetisierung

Drehzahl
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- Ubersetzungsverhiltnis bzw. Amplitudenverhéltnis
/s Geschwindigkeit
Energie (work)

*

m

J

J Ko-Energie (Ergdnzungsenergie)
m Koordinate

Q Reaktanz

m Koordinate

m Koordinate

N - Windungszahl je Strang

N, - Spulenwindungszahl

r m Radius

p N/m? Druck

P W Leistung (1 W=1 Watt=1 V-A)

P As/m® elektrische Polarisation

q *) verallgemeinerte Koordinate (*) Einheit je nach physik. GroBe unterschiedlich)
0 VAr Blindleistung (I VAr =1 VA reaktiv)
0 As elektrische Ladungsmenge

R Q elektrischer Widerstand (1 2 =1 Ohm = 1V/A)
S m Weglénge

S VA  Scheinleistung

S J-s Wirkung

t S Zeit

T s Schwingungsperiodendauer

T K absolute Temperatur

U A" elektrische Spannung

v

/4

/4

X

X

y

z

rad  Drehwinkel
Massendichte
m Luftspaltweite
As/(Vm) Dielektrizitatskonstante
- relative Dehnung
rad  Phasenwinkel
\Y elektrisches Potential
Wb magnetischer Fluss (1 Wb =1 Weber =1 Vs)
Vs magnetische Flussverkettung (nicht ,,Weber* zur Unterscheidung von @)
Vs/(Am) magnetische Permeabilitit
- Wirkungsgrad
rad  Drehwinkel
A elektrische Durchflutung
S/m  elektrische Leitfahigkeit (1 S =1 ,,Siemens“ =1 A/V)
- Kopplungsfaktor
1/s  Eigenwert
N/m? mechanische Zugspannung
As/m® Flichenladung
s Déampfungszeitkonstante
N/m”> mechanische Schubspannung
1/s  elektrische Kreisfrequenz
1/s mechanische Winkelgeschwindigkeit

@gﬁﬁQQNRR@%QE&Q@‘S‘S%%%YV
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Indizes

av Mittelwert (average)

b Blindkomponente

c Spule (coil)

C Koerzitiv-

Cu  Kupfer

d Verluste (dissipation) bzw. Resonanz bzw. Dampfung
e elektrostatisch bzw. Eigen-

eff  effektiv (r.m.s.: root means square)
el elektrisch

F Feder

Fe Eisen

h Hauptfeld bzw. homogen
i induziert bzw. innere

in zugefiihrt bzw. innere

k kinetisch

L induktiv bzw. Lehr’sches Mal}
mec  mechanisch

m magnetisch

M Magnet

max maximal

opt  optimal

out  abgegeben

p potentiell bzw. partikuldr

r relativ bzw. radial

res  resultierend

R Remanenz bzw. Reibung

Res  Resonanz

S Schall

X in x-Richtung

y in y-Richtung

w Wirkkomponente

z in z-Richtung

) Luftspalt

c Streufeld

Notationen

i Kleinbuchstabe: Augenblickswert z. B.: der elektrischen Stromstirke
Ai kleine SchwankungsgroBe z. B. der elektrischen Stromstirke

1 GroB3buchstabe: Effektivwert bzw. Gleichstromwert z. B.: der el. Stromstérke
I unterstrichen: komplexe Grof3e

A

1 Spitzenwert bzw. Amplitude

Re(...) Realteil von ...,

Im(...) Imaginérteil von ...

Multiplikation vor Addition/Subtraktion: a-btc-d =(a-b)£(c-d)
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Wichtige Naturkonstanten

co =299 792 458 m/s Vakuumlichtgeschwindigkeit

e=1.602110" As elektrische Elementarladung

g = 9.80665 m/s” Normwert der Fallbeschleunigung

& = 8.854'107 As/(Vm) elektrische Feldkonstante (Dielektrizititszahl des leeren Raums)
1o = 41107 Vs/(Am) magnetische Feldkonstante (Permeabilitét des leeren Raums)
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2. Grundlagen
2.1 Dynamische Grundgesetze der Mechanik und Elektromagnetik

Die mechanischen Grundgleichungen geben Bewegungen von massebehafteten Korpern
durch Krifte und Drehmomente beziiglich eines Beobachters B, der das Bezugssystem mit
dem z. B. kartesischen dreidimensionalen Koordinatensystem (xg, yg, zg) darstellt, wieder
(Bild 2.1-1). Wenn die Geschwindigkeit v der Bewegung beziiglich B KLEIN gegeniiber der
Vakuumlichtgeschwindigkeit co = 3-10° m/s ist, gelten die drei NEWTON schen Gesetze.

B
V, v <<€y

VB

Bild 2.1-1: Ein bewegter Korper hat beziiglich des Koordinatensystems (xg, v, zg) als Bezugssystem die
Geschwindigkeit als Vektor Vv, wobei bei elektromechanischen Wandlern diese Geschwindigkeit deutlich
kleiner als die Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢, = 3-10° m/s ist.

Bei hohen Geschwindigkeiten v miissen mit den Gesetzen der speziellen Relativitétstheorie
diese NEWTON’schen Gesetze korrigiert werden. Die Umrechnung der NEWTON-Gesetze

von bewegtem System zum o. g. ruhenden Bezugssystem B erfolgt mit der LORENTZ-
Transformation, wobei sich die ,,Formeln“ dndern. Bewegte Korper erscheinen von B aus in
Bewegungsrichtung verkiirzt, die Zeit im bewegten System vergeht aus Sicht von B aus
langsamer. Der Formelapparat fiir das relativ zu B bewegte System #dndert sich beziiglich des

Beobachters B. Elektromechanische Wandler haben gegeniiber ¢ kleine Geschwindigkeiten
v. Daher kann statt der LORENTZ-Transformation ndherungsweise die GALILEI-
Transformation, also die Geschwindigkeitsaddition verwendet werden (Bild 2.1-2).

Viel. uC T V€ = Vrel. zu B (2.1-1)
Weiter bleiben die Abmessungen bewegter Korper bzgl. B erhalten, und es gilt eine

einheitliche Zeit bzgl. dem Beobachter B und in allen anderen relativ dazu bewegten
Systemen, so dass ein einheitlicher Formelapparat fiir ruhende und bewegte Systeme gilt.

it Ve ﬁC > Vrel.zuC
vg= 0 0 Vrel. zu B
B Xg

Bild 2.1-2: Bei Geschwindigkeiten deutlich kleiner als die Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢, = 3-10° m/s gilt die
Geschwindigkeitsaddition zwischen zueinander bewegten Bezugssystemen (GALILEI-Transformation).
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Die nichtrelativistischen mechanischen Grundgleichungen (,,Bewegungsgleichungen eines
massebehafteten ~ Korpers®)  koénnen  auf zwei  Arten  formuliert  werden:
a) Mit Verwendung der drei NEWTON schen Axiome,
b) Mit Verwendung des LAGRANGE-Formalismus.
NEWTON schen Axiome:
1. Ein kréftefreier massebehafteter Korper bleibt in Ruhe oder bewegt sich geradlinig
mit konstanter Geschwindigkeit.

2. Kraft ist gleich Masse mal Beschleunigung.
3. Eine Kraft von Korper A auf Korper B verursacht immer eine gleich grof3e,

aber entgegen gerichtete Kraft von Korper B auf Korper A.

Bei Verwendung des LAGRANGE-Formalismus ergeben sich folgende Merkmale:

1. Die Dynamik eines Systems wird durch eine einzige skalare (LAGRANGE)-Funktion
beschrieben.

2. Aus der LAGRANGE-Funktion werden die Bewegungsgleichungen mit den EULER-
LAGRANGE-Gleichungen der Variationsrechnung aus dem ,Prinzip der kleinsten
Wirkung* bestimmt.

Der Vorteil des LAGRANGE-Formalismus ergibt sich bei Systemen mit vielen unterschiedlich

bewegten Korpern (Mehrkorpersystemen). Hier konnen die Bewegungsgleichungen leichter

angegeben werden als mit den NEWTON-Formeln, da das ,,Freischneiden* der einzelnen

Korper mit dem Aufstellen des Kréftegleichgewichts je Korper mit Einflihrung von

Zwangskriften zwischen den Korpern entfillt.

Die NEWTON-Formeln flihren auf den in der Mechanik geltenden Impulserhaltungssatz,
dass der Gesamtimpuls in einem abgeschlossenen System konstant ist. Bei linearer Bewegung
ist die Konstanz des Impulses g bestimmt durch g =m-v =konst. (Bild 2.1-3a). Bei Dreh-

bewegungen gilt die Konstanz des Drehimpulses D gemiB D =7 xg =m-(F xV) = konst.
(Bild 2.1-3¢) mit dem Sonderfall der Kreisdrehbewegung Bild 2.2-3b.

ol
L »F
I
m_ | 3
/\ X,X r ms ‘=7 m
> »F 1|77 7
a) ——> V=X b) 0 D

Bild 2.1-3: a) Durch die Kraft F linear bewegte Masse m lidngs der Ortskoordinate x mit der Geschwindigkeit v,
b) Durch die Kraft /" auf einer Kreisbahn mit dem Radius » bewegte Masse m lings des Drehwinkels y mit der
mechanischen Winkelgeschwindigkeit a,, ¢) Drehimpuls D einer mit v im Abstand » bewegten Masse m.

Die Trigheitskraft F ist die Impulsinderung F =dg/dt bei linearer Bewegung und das

Trigheits-Drehmoment M die Drehimpulsinderung M =dD/dt . Fiir die lineare Bewegung
folgt damit bei konstanter Masse m (2.1-2).

Bei m=konst: F=m-dv/dt=F=m-%. (2.1-2)

Beispiel 2.1-1: Kreisdrehbewegung, also r = konst. Mit dem Drehwinkel » und der
mechanischen Drehzahl n = @,/(27), die aus der Winkelgeschwindigkeit folgt, erhalten wir

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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fir den zuriickgelegten Kreisbogen x =7-7 mit dem Drehmoment M =7 x F die GroBe des
Drehmoments M =r-F und mit (2.1-2)

2o, =>M=J-d,. (2.1-3)

Dabei wurde der Begriff des polaren Trigheitsmoments J = m+* eingefiihrt als Pendant zur
trigen Masse m der linearen Bewegung.

M=r-m-X=r-m-r-y=m-r

Die elektromagnetischen Grundgleichungen geben die gekoppelt elektrischen und
magnetischen Vorgidnge im Vakuum, in elektrisch geladenen, in stromdurchflossenen, in
polarisierbaren bzw. magnetisierbaren Korpern beziiglich eines Beobachters B, der das
Bezugssystem darstellt (Bild 2.1-1), wieder. Unabhdngig, ob die Geschwindigkeit v der
Bewegung beziiglich des Beobachters B KLEIN gegeniiber der Vakuumlichtgeschwindigkeit
co = 3-10% m/s ist oder nicht, gelten stets unveréndert die vier MAXWELL schen Gesetze. Die
MAXWELL-Gesetze sind somit LORENTZ-invariant, d. h. bei der Umrechnung der
MAXWELL-Gesetze von einem bewegtem System zu einem ruhenden Bezugssystem B mit
der LORENTZ-Transformation &dndern sich die Gesetze nicht! Es &dndern sich zwar bei der
Umrechnung der MAXWELL-Gesetze vom bewegten System zum ruhenden Bezugssystem B
mit der LORENTZ-Transformation die MAXWELL-Gesetze nicht, wohl ABER die in ihnen
vorkommenden elektromagnetischen Groflen D, E, B, H!

Ein bewegtes magnetisches System (B, H) hat daher aus der Sicht des ruhenden Beobachters
B geidnderte Werte B’, H und zusitzlich auftretende elektrische GroBen D', E’, die als
,Bewegungsinduktion* bezeichnet werden. Dieser groBle, von FARADAY entdeckte Effekt ist
fiir die Funktionsweise elektromagnetischer Wandler bedeutend!

Ein bewegtes elektrisches System (D, E) hat aus der Sicht des ruhenden Beobachters B
gednderte Werte D', E’ und zusétzlich auftretende magnetische GroBBen B', H’, die als
RONTGEN-Effekt und ROWLAND-Effekt iiber rotierende Kondensatoren schon vor 1900
experimentell nachgewiesen wurden! Die Unterschiede zwischen D, E und D’, E” und die
zusiétzlichen Felder B’, H' sind aber bei den bei elektromagnetischen Wandlern auftretenden
Geschwindigkeiten v klein und werden hier vernachldssigt!

Zwar dndern sich also die elektromagnetischen Grofen D, E, B, H in D', E’, B, H  beim
Ubergang von einem Bezugssystem zu einem anderen, relativ mit v dazu bewegten
Bezugsystem prinzipiell, aber die dabei auftretenden magnetischen GroBBendnderungen sind
bei liblichen Grofe v vernachldssigbar klein: B = B, H = H'. Lediglich die zuséatzliche Grof3e
der ,,Bewegungsinduktion“ £’ - £ muss beriicksichtigt werden (Bild 2.1-4).

Fiir v<<cogilt:t E=E+VxB=E, =VxB. (2.1-4)
Y8t E'=vxB B~BH~H Ve 4V=Ve . o
E=0,B,H
v =0
B OB xB
D Xc

Bild 2.1-4: Ein gegeniiber Bezugsystem B mit vc bewegtes System C weise bzgl. C nur magnetische Feldgrofien
B, H auf. Im Bezugssystem B werden sowohl magnetische Feldgrolen B, H" als auch elektrische Feldgrof3en
D', E’ festgestellt. Die Unterschiede zwischen B, H und B’, H' sind bei iiblichen GeschwindigkeitsgroBen v¢
klein, wahrend D', E " als Bewegungsinduktion beriicksichtigt werden muss.

Die elektromagnetische Grundgesetze (MAXWELL-Gleichungen) in integraler Form lauten,
ohne Beriicksichtigung einer Relativbewegung v:

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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Ampere-Maxwell-Durchflutungsgesetz: 551? ds =0+ as:e (Bild 2.1-5a) (2.1-5)
C=04

K
Die el. Durchflutung @ = D> N, I, wird von K i. A. unterschiedlichen Strémen / gebildet, die
k=1
in el. Leitern flieBen, die mit jeweils Ny Windungen mit der geschlossenen Kurve C verkettet
sind, die ihrerseits als C =04 den Rand der Flache A bildet, durch die diese Strome und der

elektrische Fluss @, = §>5 -dA hindurchtreten.

Sy

ml

b EAY
Geschlossene ¢ ™,
Fléche A -

~

a) b) c)

Bild 2.1-5: Geometrische Verhéltnisse fiir die Bedeutung der vier MAXWELL-Gleichungen in integraler Form a)
fir das Ampere-Maxwell-Durchflutungsgesetz (Beispiel K = 1, Ny = 1, I} = I), b) fur das Faraday-
Induktionsgesetz, c¢) fiir die Gesetze vom magnetischen und elektrischen Hiillenfluss.

Faraday-Induktionsgesetz: i‘)E -ds = —aa—d; (Bild 2.1-5b, ohne Bewegungsinduktion) (2.1-6)
C=04
mit dem magnetischen Fluss @ = §E .dA . Der magnetische Hiillenfluss ist der Fluss {iber eine
4
geschlossene Flidche 4, deren Rand somit Null ist (C=04=0). Er ist stets Null, da keine
magnetischen Monopole existieren.
Magnetischer Hiillenfluss: @ = 3EE .dA=0 (Bild 2.1-5¢)
A4,04=0
Der elektrische Hiillenfluss ist stets gleich grol wie die von der geschlossenen Fliche A
eingeschlossene elektrische gesamte Ladungsmenge O (Gauss scher Satz).
Elektrischer Hiillenfluss: @, = f‘;D cdA = O (Bild 2.1-5¢)
4,04=0
Bei elektromagnetischen Wandlern sind die zeitlichen Anderungsraten iiblicherweise so klein,
dass in (2.1-5) mit @ >>0®,/0t der Einfluss der el. Feldinderung auf die Erregung
magnetischer Felder vernachldssigt werden kann, so dass anstelle von (2.1-5) der
Ampere 'sche Satz (2.1-9) verwendet wird, wihrend die anderen drei Gesetze weiterhin gelten.

2.1-7)

(2.1-8)

Ampere-Durchflutungsgesetz: 551-7 -ds = O (2.1:9)
C=04
In einem magnetischen Feld ist das Linienintegral iiber die magnetische Feldstirke H
fiir langsam zeitlich verdnderliche Felder entlang einer geschlossenen Linie C gleich dem
gesamten elektrischen Strom N als Durchflutung @, der durch die von dieser Linie gebildete
Flache 4 hindurch tritt. Streng gilt (2.1-9) nur fiir magnetostatische Felder, also reine
Gleichstromerregung / = konst. Elektromagnetische Feldabstrahlungen (Antennenwirkung)
konnen mit (2.1-9) nicht berechnet werden. Bei elektromechanischen Wandlern wird (2.1-9)
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meist ndherungsweise durch abschnittsweise Berechnung des Integrals entlang C, in n
Abschnitte der Langen /;, i =1 ... n, berechnet (Bild 2.1-6) (Vi: i-te ,,magnetische Spannung‘).

_ n
§H-ds=0=N-1=%H;-l;=H,-L+Hy-l +...+ H,-1,, V;=H, |, (2.1-9)
C i=1

Beispiel 2.1-2: Magnetfelder H und B in einem Eisenkern mit der Luftspaltweite /;, erregt
vom Strom / in einer Spule mit N = 4 Windungen (Bild 2.1-6). Die geschlossene Kurve C
wird in n = 6 Abschnitte zerlegt, lings deren Abschnittslingen H; bzw. B; konstant
angenommen werden darf. Die magnetische Flussdichte B (Einheit: Tesla, T) und die
magnetische Feldstdrke H (Einheit: A/m) sind im i-ten Flussabschnitt iiber das Materialgesetz
von Luft bzw. Eisen mit deren jeweiliger Permeabilitit g, verkniipft gemdl B; = 1, - H; .

Eisenkern
Kurve C
A wd
1 [; ! I
12 [
(L 7, 1N
| =]
I c/r<\\
:l c":—/= Spule
| —»
L___ ] B 8 15___:
H

Bild 2.1-6: Naherungsweise Anwendung des Durchflutungssatzes fiir einen Eisenkern mit Luftspalt

Die Bewegungsinduktion im Faraday-Gesetz (2.1-6) kann mit erfasst werden, wenn eine
Bewegung der betrachteten Kurve C, ldngs der die induzierte el. Feldstirke E auftritt, mit
betrachtet wird. In Bild 2.1-7 ist eine zeitliche Anderung von @ dann méglich, wenn a) B(f)
sich dndert, oder b) wenn sich die Fliche A(¢) mit Geschwindigkeit v(¢) der Bewegung ihrer
Randkurve C éndert. Im ersten Fall ist B variabel und 4 konstant, im zweiten Fall ist 4
variabel und B konstant. In beiden Fallen wird eine el. Feldstirke geméal3 (2.1-6) induziert, die
fallweise bei a) als ,,Wirbelfeldstirke* Ey; und bei b) als Bewegungsfeldstirke Ey bezeichnet
wird, denn jede Anderung des mit der Leiterschleife C verketteten Flusses @ ruft eine
induzierte Spannung u; hervor.

B
at -
Ewi
D
T @6 Z
i D E»Q
| - u
) /4
Ewi
C
a) A

Bild 2.1-7: Faraday-Induktionsgesetz: B: Flussdichte, 4: flussfiihrende Flidche. A) Ruhinduktion der elektrischen
Wirbelfeldstérke Ey;: B ist variabel und 4 konstant, b) Bewegungsinduktion der el. Bewegungsfeldstirke E,: 4
ist variabel durch die Bewegung der Randkurve C nach C’" mit v, B ist konstant.

Es muss allerdings anstelle der partiellen Ableitung 0-/0t, die nur auf B(¢) wirkt, die totale
Ableitung d -/dt verwendet werden, die auch auf die zeitlich verdnderlichen Integralgrenzen
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bei der Flussberechnung wirkt. Damit wird das allgemeine experimentelle Ergebnis
Faraday’s erfasst, dass die induzierte Spannung in einer Leiterschleife C die negative

Anderung des mit dieser Schleife verketteten Flusses & = J B-dA ist: u; =—dd/dt. Fir
A

kleine Anderungen der Fliche 4 durch die Randkurven-Geschwindigkeit v << ¢, ergibt dann

die Produktregel der Differentiation

do d ;- - 8B

~u=—n=—[B-dd= | -dA— j?(va) ds . (2.1-10)
dt dt-, et
=konst.
Hat die betrachtete Leiterschlelfe N Wlndungen in Serie, so ist u; N-mal so groB3:
- ~ d¥
= §(Eyi+Ep)-ds =N j— dA+N- §(v><B) ds=-4T @2.1-11)
Ve ot dt

Mit der Flussverkettung (,,Verkettungsﬂuss“) Y =N -@ erhalten wir das Faraday-Gesetz
fiir N Windungen gemal

w,=—d¥/dt . (2.1-12)
Anwendungen fiir Ruh- und Bewegungsinduktion sind in Tabelle 2.1-1 zusammengefasst.

Ruhinduktion Bewegungsinduktion
Flussdichte B zeitlich veranderlich Flussdichte B zeitlich konstant
Spule ruht Spule bewegt sich mit Geschwindigkeit v
=—d¥/dt=-N-dD/dt
u; =0 /0t =§E,; - ds u; _§ 7 x B)- ds = {E, - ds
Wirbelfeldstarke Ew I‘OLEM =— ?B/at Bewegungsfeldstarke Eh =VxB
Anwendung des Induktionsgesetzes: z. B.:
+ Transformatorspulen + Rotierende Ankerwicklung in
« Standerspulen in Drehfeldmaschinen Gleichstrommaschinen
Transformatorische Induktion Rotatorische Induktion

Tabelle 2.1-1: Faraday-Induktionsgesetz, unterschieden in Ruh- und Bewegungsinduktion.

Fiir eine Leiterschleife mit auBen angelegten Spannung u aus einer Spannungsquelle erhalten
wir mit der Kirchhoff schen Maschenregel und dem ohm’schen Schleifenwiderstand R bei
einer Spannungsinduktion in die Schleife u+u;, =R-i bzw. u=R-i+d¥ /dt (Bild 2.1-8). Mit

der héufig verwendeten Bezeichnung ,,Quellenspannung® u, = -u; =d ¥ /dt (in Anlehnung an

Batterien bei DC-Stromkreisen) schreibt man auch u=R-i+u, .

"L QrOK OF

Bild 2.1-8: Spannungsinduktion in eine einwindige Leiterschleife. R: Schleifen-Widerstand, u: Auflen angelegte
Klemmenspannung, u;: induzierte Spannung, auch bezeichnet als ,,Quellenspannung® u, = -u;. Zugehdrige el.
Ersatzschaltbilder mit dem Verbraucher-Zahlpfeilsystem fiir u, i.

Beispiel 2.1-3:

a) Leerlaufende (= stromlose) induzierte Leiterschleife: i = 0 = u = -u; = uq = d ¥dt. Wenn
der Strom deshalb nicht flieBen kann, weil die Klemmen offen sind, dann ist die dort
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messbare (Leerlauf)-Spannung u die negative induzierte Spannung. Wird von aullen eine
Spannung u angelegt, so dass der Strom Null ist, so muss diese Spannung u den Wert der
negativen induzierten Spannung aufweisen.

b) Kurzgeschlossene Leiterschleife: Durch die el. Verbindung beider Klemmen als
,»Kurzschluss* ist u = 0. Daher ist i = u/R = -ug/R = -(d ¥/dt)/R ein zum vereinbarten
Zahlpfeilsinn NEGATIVER Strom! Das von ihm gemil3 (2.1-8) erregte Eigenfeld B.(i) ist
gemil den Vorzeichenregeln (z. B. ,,Rechte-Hand-Regel”) gegen das induzierende Feld B
gerichtet und bremst damit die resultierende Felddnderung, was als ,,magnetische Trigheit*
bezeichnet wird (Bild 2.1-9)! Die Wirkung der induzierten Spannung ist derart, dass der von
ihr bewirkte Stromfluss seiner Ursache, der magnetischen Felddnderung, entgegen wirkt
(Lenz’sche Regel). Kurzgeschlossene Schleifen werden in elektromagnetischen Wandlern
fallweise als elektrischer ,,Dampfer* eingesetzt.

aF Positive Zahipfeilrichtungen, damit gilt:|4; = —d ¥ / di

| i=u/R = (d¥di/R NEGATIVER Strom! |

Kurzschluss—
— gchleife €

Das Feld B (i) bremst die resultierende Feldénderung =|.,Magnetische Trégheit“!l

Bild 2.1-9: Eine kurzgeschlossene Leiterschleife, die mit einem zeitlich sich d&ndernden Magnetfeld verkettet ist,
verzogert dessen Felddnderung durch das Eigenfeld des in ihr flieBenden induzierten Kurzschlussstroms
(Lenz’sche Regel).

Das Eigenfeld B, ist mit i (= i) liber die Selbstinduktivitit L der (i. A. N-windigen) Schleife
gemiB ¥, =N -&, =N jEe -dA=L-i; =¥, verkniipft. Das induzierende Fremdfeld B in Bild
A

2.1-9 wird von einem Fremdstrom i, einer anderen Schleife erregt und hat mit der

Kurzschlussschleife die Flussverkettung ¥, =N -®@ =N J.E'd;l=M -1,, was durch die
A
Gegeninduktivitit M ausgedriickt wird. Die Gesamtflussverkettung der Schleife ist

¥ =L-ij+M -i,. Sie kann auch geschrieben werden als

V=(L-M)-ij+M-(iy+i))=L; iy, + M -(iy +i,) =¥, + ¥,. (2.1-13)
Streuflussverkettung: ¥, =Ls-ij, Hauptflussverkettung: Y, =M-(iy+iy). Die
»Quellenspannung* lautet damit

uqg =d¥;/dt+d¥, /dt (2.1-14)
und die Spannungsgleichung fiir eine induzierte, mit u gespeiste Leiterschleife bzw. Spule
u=R-ij+ L, -di/dt+u, (Bild 2.1-10) (2.1-14)
il
o
L, R

3 QI

Bild 2.1-10: Ersatzschaltbild einer u-gespeisten, induzierte Spule mit Hauptfeldspannung und Streuinduktivitét
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Die elektromagnetischen Grundgleichungen konnen auf zwei Arten formuliert werden:

a) Mit Verwendung der vier MAXWELL schen Gleichungen,

b) Mit Verwendung des LAGRANGE-Formalismus.

Mit Verwendung der vier MAXWELL schen Gleichungen mit dem vereinfachten AMPERE-

MAXWELL-Satz fiir kleine zeitliche Anderungen als AMPERE scher Durchflutungssatz

erfolgt diese Formulierung

1. in lokaler (= differentieller) Form mit den lokalen FeldgroBen D, E, B, H oder

2. in globaler (= integraler) Form mit den integralen Gréen ¥ (bzw. @), @., O, i, @, u, V als
magnetische Spannung oder

3. mit den konzentrierten GréBen L, C, R als elektrische Netzwerke und Anwendung der
beiden KIRCHHOFF 'schen Gesetze.

Mit Verwendung des LAGRANGE-Formalismus kann die Formulierung ebenfalls mit den

lokalen Feldgrofen erfolgen.

1. Diese Formulierung mit lokalen Feldgro3en verwendet die skalare (LAGRANGE)-Funktion,

die auf dem Vektorpotential 4 basiert, wobei ¢ das bereits o. g. elektrische Potential ist.

S

B=rotd, divd= —L%—i) (E =—gradg) (2.1-15)
Fiir numerische Feldberechnungen wird Verwendung der Methode der Finiten Elemente
fiir endlich groBe (,finite”) Geometrieelemente durch Variationsrechnung mit dem
EULER’schen Prinzip der kleinsten Wirkung das elektromagnetische Feld bestimmt. Dabei
wird A iiber jedem finiten Element als linear oder quadratisch von den Koordinaten (x, y, z)
abhéngige Grofe angenéhert.

2. Fiir die Formulierung mit integralen GroBen u, i wird die LAGRANGE-Funktion wie in der
Mechanik iiber den Energiebegriff gebildet. Mit der Variationsrechnung werden anstelle mit

den KIRCHHOFF'schen Gesetzen die Strom- und Spannungsgleichungen aufgestellt.

2.2 Materialgesetze

2.2.1 Elastisch verformbare Materie

Als Elastizitit versteht man jene Korpereigenschaft, unter Krafteinwirkung die Korperform
zu verdndern und bei Wegfall der einwirkenden Kraft in die Ursprungsform zuriickzufedern.
Ein Sonderfall ist der linear-elastische Korper, und dabei wieder der Sonderfall des
einachsigen Spannungszustands, der durch das eindimensionales HOOKE sche Gesetz (2.2.1-
1) beschrieben wird.

o (2.2.1-1)
Elastischer Stab A ) F
]
4
l Al

Bild 2.2.1-1: Ein elastischer Stab wird durch die in der Stabachse angreifende Kraft 7 um die Lange A/ gedehnt.

Ein Korper in der Form eines elastischen Stabs mit der Lénge / und dem unverformten
Querschnitt 4 wird dem Angriff einer dulleren Kraft F' in der Stabachse ausgesetzt (Bild 2.2.1-
1). Es tritt dadurch die mechanische Spannung o = F/ A in der Stabachse auf, die zu einer
elastischen Verldngerung des Stabs A/ fiihrt, die bezogen auf die Ursprungslinge [ als
,Dehnung* &= A4/ / | bezeichnet wird. Der Elastizititsmodul E in (2.2-1-1) ist dabei eine
Werkstoff-Eigenschaft und (2.2.1-1) das Materialgesetz des linear-elastischen Stabs.
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Die Thermoelastizitit beschreibt die elastische Korperverformung bei Warmezufuhr, also z.
B. eine elastische Warmedehnung. Ist diese Dehnung bzw. allgemein Verformung nicht
moglich, so édndern sich durch die Wéarmeeinwirkung die mechanischen Spannungen
(,, Warmespannungen*).

2.2.2 Elektrisch polarisierbare und magnetisierbare Materie

Dielektrika sind i. A. elektrisch nicht oder schwach leitfihige Stoffe, deren Molekiile
versuchen, sich im dufleren elektrischen Feld £ in oder gegen die Feldrichtung £ auszurichten
(,,polarisieren®). Dadurch erregen sie ein zusdtzliches elektrisch wirksames Feld, die
elektrische Polarisation P. Das resultierend wirksame elektrische Feld ist die dielektrische
Verschiebung (el. Flussdichte) D.

D=gy-E+P (2.2.2-1)
Bei ,jisotropen Dielektria ist die Wirkung der Polarisierung unabhingig von der

Raumrichtung des dulleren elektrischen Felds E.
Eine lineare Polarisierbarkeit meint, dass die el. Polarisation P linear von E abhingt.

P~E=D=g)E+P=¢-E=¢y-¢,-E (2.2.2-2)
In (2.2.2-2) ist die ,relative Permittivitit” & > 1 eine konstante Zahl. Bei der nichtlinearen
Polarisierbarkeit hingt P nichtlinear von E ab, so dass &(F) ebenfalls von E abhéngt.

P=P(E)= D(E)=&,E + P(E)=¢(E)-E=¢y-6.(E)-E  E= \E\ (2.2.2-3)

Ein Sonderfall ist der (real nicht existente) ,,ideal* polarisierbare Werkstoff & — oo, bei dem
geringste duBlere E-Felder eine unendlich groB8e Polarisation P bewirken wiirden, so dass im
Inneren solcher Werkstoffe £ Null ist (Tab. 2.2.2-1).

Magnetisierbare Werkstoffe sind die Ferromagnetika, dic Anti-Ferromagnetika, die Ferri-
Magnetika, die Diamagnetika und die Paramagnetika. Es sind i. A. elektrisch leitfdhige
Stoffe, deren Molekiile versuchen, sich im &ulleren magnetischen Feld H in oder gegen die
Feldrichtung H auszurichten. Dadurch erregen sie ein zusétzliches magnetisch wirksames
Feld, das magnetische Polarisation Jy; bzw. Magnetisierung M = Jy/uy genannt wird. Das
resultierend wirksame magnetische Feld ist die magnetische Induktion (magnetische
Flussdichte) B.

B=pig-H+Jyy=py-H+py-M (2.2.2-4)
Bei ,isotropen Magnetika ist die Magnetisierungswirkung unabhédngig von der

Raumrichtung des dulleren H-Felds.
Eine lineare Magnetisierbarkeit meint, dass die magn. Polarisation Jy linear von H abhingt.

In (2.2.2-5) ist die ,,relative Permittivitit® s eine konstante Zahl. Sie ist fiir Ferromagnetika,
Anti-Ferromagnetika, Ferri-Magnetika und die Paramagnetika gz > 1 und fiir Diamagnetika 0
< 1 < 1. Bei der nichtlinearen Magnetisierbarkeit hiangt Jy nichtlinear von H ab, so dass
(H) ebenfalls von H abhingt.

i = Jn(H) = BOH) = poH + Iy (H) = u(H)- H = o -, (H)-H  H=|H|  (2.2.2-6)

Ein Sonderfall ist der (real nicht existente) ,,ideal” magnetisierbare Werkstoff 1 — oo, bei
dem geringste dullere H-Felder eine unendlich groB3e Polarisation Jy; bewirken wiirden, so
dass im Inneren solcher Werkstoffe A Null ist. Wéhrend bei der el. Polarisation wegen der bei
typischen Werkstoffen nicht allzu groflen rel. Permittivitidten & < 10 ... 100 das Modell der
idealen Polarisierbarkeit i. A. wenig zur Anwendung kommt, ist v. A. bei den ungesittigten
Ferromagnetika 4 mit Werten bis ca. 8000 so grof3, dass ,ideal“ magnetisierbare
Werkstoffmodelle bei der mathematischen Beschreibung Verwendung finden (Tab. 2.2.2-1).
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Wihrend die atomaren magnetischen Dipole aller iiblichen Stoffe sich im &dufleren Feld
ausrichten und so eine schwache magn. Polarisation erzeugen (Paramagnetismus), iiberwiegt
bei den Diamagnetika eine gegen das Feld auftretende Orientierung der Magnetdipole (z. B.
Graphit), so dass das eindringende externe Feld nicht verstédrkt, sondern geschwécht wird. Bei
den Ferromagnetika sind groBe Bereiche von Gitteratomen magnetisch gekoppelt in
Weiss'schen Bezirken, so dass diese Bezirke einheitlich in eine bestimmte Raumrichtung
magnetisiert sind. In einem dufleren Feld werden die Bezirke in Richtung des externen Felds
ausgerichtet, was die groBBen Werte g erkliart. Beim Antiferromagnetismus richten sich diese
Bezirke gegen das eindringende Feld aus und schwichen es. Ferrite enthalten in
,untergittern® sowohl ferromagnetische als auch antiferromagnetische Strukturen, die sich
gegenseitig schwichen und damit die deutlich geringeren Remanenzflussdichten bis ca. 04 T
der Ferritmagnete erkldren. Oberhalb der CURIE-Temperatur 7. (in K) bzw. 4 (in °C)
verschwindet die Weiss'sche magnetische Kopplung, so dass die Bezirksstruktur
verschwindet und damit der Effekt des Ferro- und des Anti-Ferromagnetismus! Es verbleibt
der Paramagnetismus.

Beispiel 2.2.2-1:

Curie-Temperaturen ausgewéhlter Werkstoffe:

Reineisen Fe: 4. = 768°C, Nickel Ni: 4. = 350°C, Kobalt Co: 9. = 1150°C, Ba- u. Sr-Ferrite:
3. =100 ... 460°C je nach Ferrit-Typ.

N
@\l\
>N
A
Ju | Bm 7
/
/
/
p 7/ IJM(HM)
B / 1 J
/ 0$°>/ : s
/ /\“// |
Z— 4
0 H. M
s M

a)

Bild 2.2.2-1: a) B(H)-Hystereseschleifen von Ferromagnetika (1) fiir Wechselfeldanwendungen mit schmaler
Hystereseschleife und damit kleinen Hystereseverlusten und (2) fiir Gleichfeldanwendungen in
Permanentmagneten mit groBBer Koerzitivfeldstirke Hc. b) By(Hy)- und Jy(Hy)-Hystereseschleife eines Selten-
Erd-Dauermagnetmaterials mit linearer By(Hy)-Kennlinie im 2. und 4. Quadraten der By-Hy-Ebene
(Remanenzflussdichte: Br = Jr = J;, Koerzitivfeldstirken Hcy und Hcg).

Bei den im Folgenden hier isotrop angenommenen ferromagnetischen Werkstoffen hiangt die
B(H)-Kurve nichtlinear von H ab (2.2.2-6), was als ,,Sattigung* bezeichnet wird. Die relative
Permeabilitit s(H) betrdgt in speziellen Eisenblechen bis zu f4:max = 5000 ... 7000.
Aufgrund der polykristallinen Werkstoffstruktur und Gitterfehlstellen haben B(H)-Kurven der
Ferromagnetika eine ,,Hysterese®, d. h. eine Schleifenform der B(H)-Kennlinie. Es treten
damit die Remanenzflussdichte +Br und die Koerzitivfeldstirke +H- auf. In Bild 2.2.2-1a
stellt die Schleife 1 ,,weichmagnetisches* Material mit kleinem Hc dar (z. B. Eisen, Nickel,
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Kobalt, ...), Schleife 2 ,hartmagnetisches* Material mit groBem H¢ fiir Permanentmagnete
(z. B. Ferrite, Al-Ni-Co-Magnete, Selten-Erd-Hochenergiemagnete wie NdFeB, SmCos,
Sm2C017 )

Hittigung® des Werkstoffs meint, dass sich B trotz weiterer H-Vergrof3erung kaum mehr
erhohen lésst, da alle atomaren ,,Elementarmagnete im Werkstoffkristall bereits parallel zu H

ausgerichtet sind. Daher wéchst B nur noch gemal3 E(H )= ,uOI:I , so dass die in Bild 2.2.2-1a
gezeigten Kriimmungen in den B(H)-Kurven auftreten. Diese Séattigung setzt bei Eisen ab
etwa B=1.7 T ein, bei Kobalt ab etwa 2 T!

Es gibt auch el. polarisierbare Stoffe, die eine Hystereseschleife D(E) aufweisen und deshalb
Ferroelektrika (Elektrete, in Anlehnung an ,,Magnete) heillen.

Bei den Permanentmagneten (Dauermagneten) werden die drei Gruppen der AINiCo-
Magnete, der Ba-Ferrite und Sr-Ferrite sowie der Selten-Erd-Dauermagnete (z. B. SmyCo;7,
NdFeB ...) unterschieden. Die magnetische Flussdichte im Permanentmagnetmaterial
By = pgHy +Jy wird maBgeblich durch die Hystereseschleife der magnetischen
Polarisation Jy(Hv) bestimmt. Wihrend wegen Hy = 0 die Remanenzflussdichte By fiir die
Jm(Hwm)-Schleife und Byv(Hw)-Schleife identisch ist, tritt fiir die Jy(Hwm)-Schleife die groBere
Koerzitivfeldstiarke Hcy > Hceg der Bu(Hy)-Schleife auf. In Bild 2.2.2-1b ist Jy ab dem Wert
H; vollstdndig gesittigt und nimmt daher nicht mehr zu (Ju = Jvmax = Js), so dass
By = poHyy + Jg prop. pyHy, zunimmt. Bild 2.2.2-1b ist fiir die Kennlinien von Selten-Erd-

und Ferritmagneten typisch. Flir —H¢y < Hy < Hey gilt ndherungsweise Jy(Hwm) = +J5 = konst.
und deshalb By, = yyHy +Jg, was den linearen Bwm(Hm)-Kennlinieverlauf im 2. und 4.
Quadraten der By-Hy-Ebene erklart. Mit Jy = Br folgt

Byt = uyiHy £ Br = i Hy £ J, vy = o (typisch: gy =1.05- 1) . (2.2.2-7)
Wenn ein Dauermagnet einen Magnetfluss {iber einen extern angefiigten isotropen Eisenkreis
treibt, sind B und H im externen Kreis parallel gerichtet (B T1 H), im Dauermagneten daher
antiparallel (B T\ H). Zu einem positiven Wert B tritt im Magnet ein negativer Wert H auf,
was den Kennlinienabschnitten im 2. und 4. Quadranten der By-Hy-Ebene entspricht. In Bild
2.2.2-2 sind die Bm(Hwm)-Kennlinien der o. g. Dauermagnettypen im 2. Quadranten dargestellt.

20°C T
12
a7 TE
// 0.8

A ,/ 1

4 PZE

A 0,4

// ///H /2//
A A 1— 1/ 0

8 -6 -4 -2 0
kA/cm

Bild 2.2.2-2: B(H)-Dauermagnetkennlinien im 2. Quadranten: 1: Al-Ni-Co, 2: Ba-Ferrit, 3: Sm,Co,;, 4: NdFeB
(Quelle: Fischer, R., Ele. Maschinen, Hanser-Verlag).

Bei den B(H)-Hystereseschleifen sinken i. A. Br, Hc mit steigender Temperatur bis 7.. Die
Dauermagnete werden mit einem externen Feld H > H; (Bild 2.2.2-1b) entlang der Neukurve
bleibend aufmagnetisiert. Die kostengiinstigen Al-Ni-Co-Magnete haben ein hohes Bg, aber
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nur ein kleines Hc, weshalb sie leicht durch ein dulleres Gegenfeld bleibend entmagnetisiert
werden konnen, aber auch mit entsprechend kleinem Feld aufmagnetisiert werden konnen.
Bei den Ba-Ferriten und Sr-Ferriten steigt sogar Hc mit steigender Temperatur in einem
gewissem Temperaturbereich. Die Selten-Erd-Dauermagnete vom Typ Sm;Co;7 sind wegen
der hohen CURIE-Temperatur von Kobalt fiir hohe Dauertemperaturen 9,.x = 350°C
geeignet. Die Selten-Erd-Dauermagnete NdFeB sind 1. A. kostengiinstiger als SmCo, haben
hohere Remanenzflussdichten, aber niedrigere max. zuldssige Dauertemperaturen . =
180°C!

Somit stehen zur Erregung magnetischer Felder (Tab. 2.2.2-2) die Stromerregung gemall dem
Ampere’schen Durchflutungssatz mit den (mit elektrischer Isolierung umhiillten)
Leitermaterialien Kupfer und Aluminium zur Verfiigung, und alternativ nur fiir Gleichfelder
die Dauermagnete auf Basis der Eisen-Nickel-Kobalt-Legierungen, der Ferrite und der
Sinterwerkstoffe mit Seltenen Erden.

Elektrostatik Magnetostatik
Flussdichte D (A-s/m?) B (V-s/m2)
Feldstarke E (VIm) H (A/m)
Polarisation P (A-sim?) I sim=)
rel. Werkstoffparameter & (-) #(-)
Feldkonstante & =8.85410"2 As/(V-m) | s, = 4107 V-s/(A'm)
"Geometriefaktor* CAsV)C=Q0/U L(VsIAYL=Y¥/I
Energiedichte (lineares Material) D.E/2 B-H/2
Energie (lineares Material) C-U¥2=0Q-U/2 L+I2/2 = V-T2

~all
Tabelle 2.2.2-1: Elektrische vs. magnetische GroBen

Stromdurchflossene Spulen Permanentmagnete

- Erregerverluste

(Abhilfe: Supraleitung) * Kelne ¥erlusts

+ einfacher Aufbau der
el.-mech. Wandler

+ (beliebig) hohe Felder - Magnetfeld begrenzt
maoglich aufca. 1T

- Gefahr der
Entmagnetisierung

- Stromversorgung nétig

+ Magnetfeld veranderbar

+ fallweise kostenginstiger

Tabelle 2.2.2-2: Erregung magnetischer Felder

2.2.3 Elektromagnetisch-mechanisch wechselwirkende Materie

Neben den elastischen Materialien (2.2.1), den Dielektrika und Magnetika (2.2.2) gibt es
zahlreiche weitere Materialarten, die fiir die Anwendung in elektromechanischen Systemen
interessant sind:

a) Piezoelektrizitiit: Dabei dndert sich die elektrische Polarisation P eines Festkorpers, wenn
dieser elastisch durch Anlegen einer Druck- oder Zugspannung verformt wird. Umgekehrt
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dndern sich die Langenabmessungen des Korpers, wenn eine elektrische Spannung an den
Korper angelegt wird (,,Elektrostriktion®).

b) Piezoresistiver Effekt: Dabei dndert sich der elektrische Widerstand R des Materials eines
Korpers, wenn auf diesen eine Druck- oder Zugspannung ausgeiibt wird.

c¢) Piezomagnetismus: Dabei dndert sich die magnetische Polarisation Ju
eines magnetisierbaren Festkorpers, wenn dieser durch Ausiibung einer Druck- oder
Zugspannung elastisch verformt wird. Umgekehrt &ndern sich die Léngenabmessungen des
Korpers, wenn dieser einem externen Magnetfeld ausgesetzt wird (,,Magnetostriktion®).
Bekannt ist die mit 100 Hz auftretende Lingeninderung der geblechten Transformatorkerne
im 50 Hz-Magnetwechselfeld bei Betrieb der Transformatorwicklungen am 50 Hz-Netz. Die
durch die Langendnderung angeregte Luftschallwelle mit 100 Hz als ,,Trafo-Brummen* kann
bei Leistungstransformatoren im Bereich einiger 100 MVA Bemessungsscheinleistung
Schalldruckpegel von 100 dB(A) und mehr erreichen (Schallschutz erforderlich!).

2.2.4 Elektromagnetisch-thermisch wechselwirkende Materie

Bei thermoelektrischen Materialien erfolgt eine gegenseitige Beeinflussung von
Temperatur und Elektrizitét.

a) Seebeck-Effekt: In einem Stromkreis aus zwei verschiedenen -elektrischen
Leitermaterialien entsteht bei einer Temperaturdifferenz zwischen beiden Materialien an der
Kontaktstelle eine elektrische Potentialdifferenz als Kontaktspannung.

b) Der Peltier-Effekt ist der ,reziproke™ Effekt zum Seebeck-Effekt. Ein elektrischer
Stromfluss durch eine Kontaktstelle aus zwei verschiedenen elektrischen Leitermaterialien
bewirkt eine Anderung der Kontakttemperatur. Je nach Materialpaarung fiihrt dies zu einer
Erhohung oder Absenkung der Kontakttemperatur, so dass entweder Warmeerzeugung oder
Kiihlung erfolgt.

¢) Thomson-Effekt: Jeder stromdurchflossene Leiter mit einer Temperaturdifferenz zwischen
zwei Punkten am Leiter wird entweder mehr oder weniger Wirme transportieren,
als dies ohne Stromfluss aufgrund der Warmeleitfahigkeit und Temperaturdifferenz der Fall
wire.

2.3 Kraftgesetze

2.3.1 Federkraft Fr und Reibungskraft Fr
Eine Federkraft Fy tritt an elastisch verformbaren Materialien auf als Riickstellkraft gegen
eine duBere verformend wirkende Kraft.

Beispiel 2.3.1-1: Der Dehnungsstab von Abschn. 2.2.1 wird als linear elastische Feder
verwendet. Gemall Bild 2.2.1-1 folgt aus (2.2.1-1) o=E-¢=E-Al/l=(E/l)-Al die

Federkraft

Fr=A4A-0c=(E-A/l)-Al=k-Al (2.3.1-1)
mit der Federkonstanten
k=E-All. (2.3.1-2)

Eine Reibungskraft Fy tritt zwischen einander beriihrenden Korpern als Reaktionskraft
gegen eine dullere Krafteinwirkung auf. Sie muss bei einer Bewegung z. B. einer Strecke A4/
der Korper gegeneinander durch duBlere Arbeitszufuhr W iiberwunden werden, um diese

Bewegung aufrecht zu erhalten: W =Fy - Al. Die Arbeit W duBlert sich in Reibungswirme

und/oder in ihrer Auswirkung als plastische Verformungsarbeit beim ,,Verschlei3*“ der
reibenden Oberflichen. Diese Art von Reibung heifit duBlere Reibung als Reibung zwischen
sich beriihrenden AuBlenflichen von Festkorpern. Im Gegensatz dazu tritt innere Reibung
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zwischen benachbarten Teilchen bei Verformungsvorgéngen innerhalb von Festkdrpern,
Fliissigkeiten und Gasen auf (z. B. Fliissigkeitsreibung).

2.3.2 Elektromagnetische Kraft (Lorentz-Kraft) F

Ein mit der Geschwindigkeit v bewegtes Teilchen mit der elektrischen Ladung Q erfdhrt im
elektrischen Feld £ und im magnetischen Feld B eine Kraft F, die Lorentz-Kraft. Diese
Formel ist invariant gegeniiber der Lorentz-Transformation, deshalb der Name.
F=0-(FxB+E) (2.3.2-1)
a) Der Coulomb-Anteil dieser Kraft heilit Coulomb-Kraft und wirkt auch beim ruhenden
Teilchenv=0: F=Q-E.

Beispiel 2.3.2-1: Ein ruhendes geladenes Teilchen mit der Ladung Q = O, liegt im E>-Feld der
,Punktladung Q, im Abstand r (Bild 2.3.2-1). Mit & = 8.854-10"% As/(Vm) als
Dielektrizitdtszahl des leeren Raums folgt aus dem vierten MAXWELL-Gesetz

E :L-é .. Die Coulomb-Kraft F = 0 -E, auf das Teilchen ist F = 90 e
2 2 r 1 2 2 7
472"80'}" 472"80‘7"

mit €, =—€,..

Bild 2.3.2-1: Coulomb-Kraft F auf die el. Ladung O, im elektrischen Feld E; der el. Ladung O,

b) Der Lorentz-Anteil von (2.3.2-1) wirkt NUR bei relativ zum Magnetfeld B bewegten
geladenen Teilchen v # 0: F=Q-(¥xB). Hiufig wird dieser Anteil alleine in

Unterscheidung zu a) als Lorentz-Kraft bezeichnet. Dieser Lorentz-Kraftanteil F' ist normal
auf die Bewegungs- und B-Feldrichtung gerichtet! Daher kann der Lorentz-Kraftanteil KEINE
mechanische Arbeit W am geladenen Teilchen verrichten, wie (2.3.2-2), (2.3.2-3) zeigen!

Beispiel 2.3.2-2: Lorentz-Anteil der Lorentz-Kraft auf ein bewegtes positiv el. geladenes
Teilchen Q) > 0 im Magnetfeld B: F =Q, - (¥ x B) (Bild 2.3.2-2a).

Bild 2.3.2-2: a) Lorentz-Anteil der Lorentz-Kraft F' auf die bewegte el. Ladung O, im magnetischen Feld B,
b) Der Lorentz-Kraftanteil kann KEINE mechanische Arbeit am geladenen Teilchen verrichten!
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W:IszIF-dEzIF-cosa-ds=IF-cos90°-ds=0 (2.3.2-2)
c c c c

bzw.

~ - a5 - -

F-d§=Q1-(va)-d§=Q1-(ExBj-d§=0. (2.3.2-3)

Beispiel 2.3.2-3: Bild 2.3.2-3a: Die Elektronenbewegung bei Gleichstrom 7/ = 10 A in einem
Kupferleiter fiihrt auf eine mittlere Elektronendriftgeschwindigkeit v = 0.7 mm/s. Dieser
Stromfluss soll in einem externen Magnetfeld B = 1 T stattfinden. Der el. Strom ist die
bewegte Ladungsmenge AQ durch die Leiterquerschnittsfliche A4 je Zeiteinheit A¢ gemil
1 =40/ At. Der Lorentz-Kraftanteil AF auf diese bewegte Ladungsmenge ist
AF=AQ-§><1§=AQ-§><E=2—Q-A§><E=1-A§><E. (2.3.2-4)
4 ¢
Die Kraft auf ein differentiell kurzes Leiterstiick der Lénge ds ist demnach mit dem
Richtungsvektor ds in Richtung der Achse des Leiterstiicks
Daher ist der Lorentz-Kraftanteil auf ein gerades Leiterstiick der Lange /, bei dem das externe
Magnetfeld B homogen langs / verteilt ist,

l [
F=[dF=[1-dsxB=1-IxB . (2.3.2-6)
0 0

Beispiel 2.3.2-4:
Gerader Leiter mit der Leiterlinge / = 1 m, Leiter-Gleichstrom / = 10 A, Homogen-

Magnetfeld B = 1 T: Betrag des Lorentz-Kraftanteils F =1-I x B auf das Leiterstiick:
|F|=|1-TxB|=1-1-B=10-11=10N .

Bsp. 2.3.2-4 zeigt, dass der Lorentz-Kraftanteil bei technischen Anwendungen mit
Magnetfeldern in noch schwach gesittigten Eisenkreisen B < 1. 7 T selbst bei relativ kleinen
Stromen 1. A. groB3 ist, so dass viele elektromechanische Wandler mit Magnetkraften und
nicht mit elektrostatischen Coulomb-Kréften arbeiten!

el =1
L A=y
€n V
%‘IP(_B © ¥ _
&p &) ~ E
~di|
—H O
//—
b) qp

Bild 2.3.2-3: a) Strom / in einem Leiter der Lange / mit dem Richtungsvektor é, ‘él‘ =1, b) EL polarisierbarer

Kérper (Volumen V, Polarisation P mit den Dipolladungen gp) und den freien Ladungen ¢ als Gesamtladung O
im externen Feld E.
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Die lokal wirksame elektromagnetische Kraftdichte f als Kraft pro Volumeneinheit z. B. eines
Leiters folgt aus (2.3.2-6) und Bild 2.3.2-3a.

F=FIV=(U-UxB)/V)+(Q/V)-E)=(I-(xB)/(A-1)+(Q/V)-E) . (2.3.2-7)
Mit dem Ubergang auf die differentiell kleine Kraft dF auf ein differentiell kleines
Volumenelement dV folgt mit f =dF /dV =(I-(dl x B)/dV)+((dQ/dV)-E) dann

F=(I-(dl xB)/(dA-dl))+((dO/dV)-E). (2.3.2-8)
Mit dem Richtungsvektor des betrachteten Leiterstiicks / =1, |él|:l, folgt fiir den

Ubergang zu einem differentiell kleinen Leiterquerschnitt A = d4 normal zur Stromrichtung
die elektrische Stromdichte J (2.3.2-9).

[-dl /(dA-dl) = ((jj-dﬁ)/dA)-(di/dz) = ((J-dA)/dA)-&é =J & =J (23.2-9)
A

Mit Verwendung der elektrischen Ladungsdichte p als p =dQ/dV erhalten wir aus (2.3.2-
8) die Lorentz-Kraftdichte
f=(xB)+(p-E). (2.3.2-10)
Mit (2.3.2-10) wird die elektromagnetische Kraft auf el. polarisierbare und
magnetisierbare Korper berechnet, wobei zundchst die el. polarisierte und el. geladene
Korper im dulleren D-Feld betrachtet werden (Bild 2.3.2-3b). Der lokale Kraftangriff des D-
Felds am Ort X im Korpervolumen auf die el. Ladungen Q auf dem Korper und die
Korpermolekiile als ,,Kraftdichte® f. = F./V fiihrt iiber Integration {iber das Korpervolumen
zur Kraft F..
Fo()=[f(D,%,0)-dV = §p.-dd, %=(x,y.2). (232-11)
4 A=8V
Magnetisierbare Korper mit zusdtzlich auch vorhandenem elektrischem Stromfluss 7 im
Korper im dufleren B-Feld erfahren einen lokalen Kraftangriff des B-Felds am Ort X der in
den Korperatomen bewegten el. Ladungen (= AMPERE’sches ,Kreisstrommodell”“ der
Atomelektronen um den Atomkern) und der am Stromfluss beteiligten Leitungselektronen als
,Kraftdichte* fi,, = Fi/V. Mit der Integration {iber das Korpervolumen V folgt die Kraft Fi;,.
Fm(t):jfm(B,x,t)-de §,3m dA | F=(x,9,2). (232-12)
4 A=V
Je nach Materialart existieren unterschiedliche, empirisch beschriebene Gesetze fiir den
lokalen Kraftangriff f. , f, . Wenn die rdumliche Verteilung des resultierenden D- bzw. B-
Felds bekannt ist, kann gemdl (2.3.2-11, 12) liber sogenannte ,,Maxwell sche Spannungen p,
bzw. p, die Kraft auf den polarisierbaren bzw. magnetisierbaren Korper auch {iber
geschlossene Flichen A, die den betrachteten Korper vollstindig einschlieBen, als
Oberflachenintegral berechnet werden. Im Bild 2.3.2-3b liegt im Fremdfeld E ein el.
polarisierter und el. geladener Korper. Er trigt die freien (,,wahren*) Ladungen ¢ und die
korperfesten Polarisationsladungen gp, die hier als Dipole dargestellt sind. Auf die Anzahl i =
1 ... N der freien Ladungen ¢ von unterschiedlicher Grof3e ¢; und die Anzahl i =1 ... Np der
Dipolladungen von unterschiedlicher GroBe gpj, -gp; wirkt jeweils eine Einzelkraft, die zur
Gesamtkraft F, summiert wird (2.3.2-15). Der ,,wahren* Ladungsdichte p(}) entspricht bei
Betrachtung echter einzelner freier Ladungen der Ausdruck

N
p—>0=>q;=[pW)-dv . (2.3.2-13)
i=1 1%
Der Polarisationsladungsdichte pp(V) entspricht bei Betrachtung echter einzelner Dipole der
Ausdruck

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Elektromechanische Systeme/Teil Binder 2.17 Grundlagen

NI’
pp = 2 dp ;= [pp(V)-dV . (2.3.2-14)

J=1 Vv
Die resultierende Ladungsdichte p’' (V)= p(V)+ pp (V') als Ersatz fiir die diskreten Ladungen
wird je Volumeneinheit dV =dx-dy-dz ,,im Kontinuum* rechnerisch verwendet.
F)= 2 EGt) 40+ L EG 0 gp (0 = [ E(ry.z.0)- p'(x.y.2.0)-dV (23215)

i J v
Wird nun der Korper mit einer geschlossenen Fliche 4, die ganz im leeren Raum auflerhalb
des Korpers verlauft, umgeben, so kann die resultierende Kraft auf den Korper (s. 0.) auch als
Flachenintegral iiber die Maxwell’schen Spannungen (2.3.2-16) berechnet werden.
ﬁe = &ﬁe -dA ﬁe =& (gn 'E)'E_EO (én E2)/2
A=V

Die Herleitung des Ausdrucks p. in (2.3.2-16) ist im Anhang A2.1 fiir Interessierte
angegeben. Die geschlossene Oberfliche A liegt auBerhalb des Korpers im materiefreien
Raum; dort gilt D= &0 E, &= g und P = 0! Daher wird (2.3.2-16) auch als (2.3.2-17)
geschrieben.
Pe=(8,-D)-D/gy— (&, -D*)/(2&) (2.3.2-17)
Ist ein Teil der Fldche 4 so orientiert, dass ihr Normalenvektor in x-Richtung weist ¢, =e¢,., so

(2.3.2-16)

ist der zugehorige Vektor der Maxwell-Spannung

Pex=(é,-D)-D/e&y— (&, -D*)/(269) = (D,)- D/ gy~ (&, -D*)/(2&)). (2.3.2-18)
bzw.
2 D?+ D> +D?
Dox = ﬁ-(DX,Dy,DZ) —D—-(l,o,O) = i-(D)%,Dny,DXDZ) - =Y % .1,00). (2.3.2-19)
? 1) 250 1) 280
oder
D?-D?-D? D.D D.D
Poy=— P 5 X y.gy+ X726 (2.3.2-20)
’ 280 o &0
Fiir den y- und z-Vektor der Maxwell-Spannung ist die Rechnung analog,
. DD, . Dj-D;-D? _ DD, _
Pey = 8.+ 8, + e, . (2.3.2-21)
’ &0 280 o
. DD. . DD, _ D)-D}-D? _
Po, =Xz .5 4L &+ Y6, | (2.3.2-22)
’ 0] 0] 280

so dass sich neun Spannungskomponenten als Tensor 2. Stufe ergeben, wobei sechs
unabhingig sind, was als diagonalsymmetrische 3x3-Matrix darstellbar ist.

2 2 2
Dy —Dy - D; Dny D.D,
- 280 6‘0 80
Pe x 2 2 2
.- ’ D.D D:;-D:-D D._ D
T.(x, .20 =| e, |=| —= £ =z L= (2.3.2-23)
- & 2¢& &
P
&z D.D. D,D, D;-D;-D;
&y &y 2¢

In dieser Nomenklatur ist die rdumliche el. Ladungsdichteverteilung po(x,y,z,f) ein
Skalarfeld, wobei ein Skalar als Tensor 0. Stufe bezeichnet wird. Die dielektrische
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Verschiebung ist ein Vektorfeld D(x,y,z,1) = D(%,t) = (D, (%,1),D,(%,1),D,(%,1)) , also ein
Tensor 1. Stufe. Im zweidimensionalen Sonderfall gelten p(x, y,?), D(x,y,t) = (Dy,D,) und
D;-D; D.D,

- ﬁex 2& &
T.(x,y,t)=| .7 |= 0 0 (2.3.2-24)
¢ ( e,yj DD, Df—D§

6‘0 250

und im eindimensionalen Fall p(x,?), D(x, t)=D,(x,t)-e,,

7 (0t) = (pe )= (D2 (220))= (D, E, /2). (2.3.2-25)

Einhiillende
Fliche A

Korper

a) b)

Bild 2.3.2-4: a) Magnetisierter Korper im externen Feld B (Korpervolumen V, Magnetisierung M = Jy/ 1, infolge
der magnetischen Dipole atomarer Kreisstrome /i) mit zusdtzlichem el. Stromfluss / der Leitungselektronen,
b) Hiillflaiche 4 um den Korper.

Im Bild 2.3.2-4a liegt ein magnetisierter Korper im Fremdfeld B. Seine atomaren, im
Fremdfeld ausgerichteten Dipole bilden dessen Magnetisierung M. Atomare ,,elementare®
Kreistrome /g bilden diese Dipole. Zusétzlich ist der Korper stromdurchflossen mit dem

Strom /. Auf I und Ig bzw. die zugehérigen Stromdichten J <> I, jE < Iy wirken Lorentz-

Kriéfte zufolge B, die zur Gesamtkraft F\, zu summieren bzw. zu integrieren sind.

Fn(0)= [ Jn(B.3.0)-dV = [ (J(Z.0) + T (R.0)x B(Z.0)-dV.. (23.2.26)

14 4

Wird der Korper mit einer geschlossenen Fliche A4, die im leeren Raum auBlerhalb des

Korpers liegt, umgeben (Bild 2.3.2-4b), so kann die resultierende Kraft Fy, auf den Korper als

Flachenintegral iiber die Maxwell’schen Spannungen py, (2.3.2-27) berechnet werden.

Fn= §Pn-dd, pyn=(,-B)-Bluy—(,-B)2um) (23227)
A=V

Die Herleitung des Ausdrucks p, in (2.3.2-27) ist im Anhang A2.1 fiir Interessierte

angegeben. Der zu (2.3.2-23) entsprechende Maxwell’sche Spannungstensor 2. Stufe der

magnetischen Kraftverteilung ist wie (2.3.2-23) als diagonalsymmetrische Matrix darstellbar.

Bi-B,-B. BB, B.B,
i 2 Ho Mo
. m, ¥ B.B B? - B> B? B B
T (5, 3,2,0)=| P, |= L Y # Z z (2.3.2-28)
- 0 0 0
D
m,z B.B. BB, B> -B? - B§
Ho Ho 219
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Das allgemeine Ergebnis zum Maxwell’schen Spannungstensor lautet: Die resultierende Kraft
F auf einen polarisierten bzw. magnetisierten Korper wird berechnet, indem
a) aus den resultierenden Feldkomponenten (Dy, Dy, D,) bzw. (Bx, By, B,) an einer

geschlossenen Hiillfliche 4 um den Korper die 3* = 9 Komponenten des

Maxwell’schen  Spannungstensors 7 (,,Tensor 2. Stufe*) gebildet werden,
b) diese iiber die GESCHLOSSENE Flédche 4 (Bild 2.3.2-4b) (2.3.2-29) integriert werden.
szT'dAzip'dA (2.3.2-29)
Allgemein hat nur das Integral der Spannungen iiber die Hiillfliche 4 (2.3.2-29) als
resultierende Kraft auf den Korper F eine physikalische Bedeutung, nicht aber ihre lokale
Verteilung p an der Korperoberfldche, wie noch erldutert wird.

Beispiel 2.3.2-5: Der betrachtete Korper ist die linke positiv geladene Kondensatorplatte des
Kondensators in Bild 2.3.2-5a mit dem Dielektrikum & Im linken Raum des Plattenduf3eren,
wo £ = & ist, ist das Feld £ = 0 (N@herung!). Daher fiihrt (2.3.2-29) zur Berechnung der Kraft
F. auf die linke Platte iiber die geschlossene Fliche O nur auf das Flachenintegral der rechten
(nicht gestrichelten) Teilfliche 4. Die Kraft wirkt nach rechts; positiv und negativ geladene
Platten ziehen einander an.

Fo=§T,-dd~[T,-dd = F,=[p,-dA=[(c-E}12)-é,-dA=(c-E}/2)- A-E,
(0] A A A

. Oy 7
e, e
" dd, =dx-1]
E =
Ex0 14 .
| - dx-1 -
= b = Korper €,
o— - o — dA =dy-1
! Einhiillend Ca L
e » inhiillende S e et
el i Flache A~ P =Ty
Einhiillende t— = = =
=0, &, =0
Fliche 0 ‘———— Pn =0 & =)
a) d b)

Bild 2.3.2-5: a) Kondensator mit (vereinfachtem) Homogenfeld £, = E, b) Polarisierter oder magnetisierter
Koérper im zweidimensionalen Feld mit den Maxwell-Spannungen an der einhiillenden Oberfléche A.

Die Anwendung des Maxwell’schen Spannungstensors 7' in zwei Dimensionen x, y (er hat 2°
= 4 Komponenten oy, Oyy, Txy, Tyx) Im zweidimensionalen z. B. B-Feld (By, By) folgt aus
(2.3.2-28). Drei Komponenten sind unabhingig wegen 7, = 7, Die orthogonalen

Einheitsvektoren sind |Ex| = ‘Ey‘ =1.

B;-B; BB,

. (o T 2
f=| ™ || S Ho (2.3.2-30)
Ty Oyy B,B,  Bj-B;
Ho 211

Aus (2.3.2-30) folgen die Maxwell-Spannungen pp, x und pmy an den in x- und in y-Richtung
orientierten Flachenelementen dA,, dA, und ihren Parallelseiten —dA4,, —d4,,.
ﬁm,x = Oxx 'éx T Ty 'éy’ ﬁm,y =Tyx 'éx T0y, 'éy (2.3.2-31)
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Wenn das Feld an einem Flichenelement in eine Normal- und Tangentialkomponente zerlegt
By - B _

wird B = En +Et, so ist mit (2.3.2-30) die Spannungsnormalkomponente o = 5
Ho

Pn

und die Tangentialkomponente 7 = Bn By = p;. Mit dem Vektor B= En + Et ist der Tangens
Ho

des Feld-Neigungswinkels zur Fliachennormalen tana=B,/B, (Bild 2.3.2-6a). Mit

P = Py, + P und dem Tangens des Spannungsvektor-Neigungswinkels
Pr _ 2B,B, 2 B 2
Pn BI%_BtZ (Bn/Bt)_(Bt/Bn)

=tan(2q)
tana (2.3.2-32)

tan o
ist der Spannungs-Neigungswinkel doppelt so gro3. Die Kraftrichtung der Spannungen p ist
daher nur dhnlich wie die der Feldrichtungen D bzw. B, aber nicht identisch, sondern tritt mit
dem doppelten Winkel zur Flichennormalen auf (Bild 2.3.2-6a)! Nur bei senkrecht auf A
auftretenden Feldlinien « = 0 ist auch die Richtung von p senkrecht auf 4 und hat damit
dieselbe Richtung wie das Feld.

Bild 2.3.2-6: a) Zweidimensionale B-Feldkomponenten und p-Komponenten an einem Flachenelement. Wenn

der B-Vektor zur Flichennormalen den Winkel « bildet, so bildet der p-Vektor den Winkel 2« . b) Wie a),
jedoch Darstellung im elektrostatischen Feld E bzw. D.

Bild 2.3.2-6b zeigt, dass der Betrag der lokalen MAXWELL-Zugspannung (2.3.2-17) bzw.
(2.3.2-27) gegeben ist durch

|pe|=D-E/2=D-E/2 bzw. |p,|=B-H/2=B-H/2. (2.3.2-33)

Beweis:
Ausgehend von (2.3.2-17) p.=&-(8,-E)-E—gy-(é,-E*)/2=(é,-D)-E—¢,-(D-E)/2
im Punkt P folgt mit den Einheitsvektoren |én| = ‘ép‘ = |EE| = |é | E| =1 und der Zerlegung des

Normalenvektors in zwei Komponenten é, =ég -cosa —é€, ¢ -sina in Richtung von £ und
normal zu E fiir die lokale MAXWELL-Spannung in P:
D-E D-E D-E

Pe=D-cosa-E-ep — (ég-cosa—eé| p-sina) = -COS-€p + sina-é .
Davon wird der Betrag gebildet: p, = | 136| -e,, so dass sich (2.3.2-33) ergibt.
|ﬁe|=¥-\/cosza+sin2a :¥:¥ (2.3.2-34)
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Dies wird in gleicher Weise fiir das magnetische Feld ermittelt: | ﬁm| =B-H/2=B-H/2.

Das Ergebnis ist identisch mit der lokalen Energiedichte als Energie W pro Volumen V' im
Punkt P im elektrischen bzw. magnetischen Feld (siehe Kap. 2.4.3, 2.4.4).

We = awe _D-E bzw. w, _Wy _B-H

dv 2 dv 2

Daher sind die Einheiten der Energiedichte J/m’> = N-m/m’ = N/m?® und der MAXWELL-
Zugspannung identisch. Der Betrag der MAXWELL-Zugspannung ist (nicht zufdllig!) ebenso
grol} wie die elektrische bzw. magnetische Energiedichte w., wy, im betrachteten Raumpunkt
P. Die lokale Kraft/Fliche kann auch aus der Energie zum Verschieben des betrachteten
polarisierbaren bzw. magnetisierbaren Korpers um eine gegeniiber den Kdrperabmessungen
kleine Strecke im Feld berechnet werden. Diese, bei ,festgehaltener Zeit ausgefiihrte
Verschiebung ist natiirlich nur gedacht moglich (deshalb ,,virtuelle Verschiebung®). In
numerischen Feldberechnungsprogrammen (z. B. mit der Methode der Finiten Elemente) wird
daher die Kraft auf polarisierbare oder magnetisierbare Korper aus der ,,Feldlosung*
wahlweise durch Integration der MAXWELL-Spannungen iiber die Korper einhiillende
Flachen (2.3.2-29) oder durch die ,,virtuelle* Verschiebung des Korpers im Feld berechnet.
Wegen (2.3.2-29) haben die lokalen Werte p-d4 fiir sich i. A. KEINE physikalische
Bedeutung, sondern nur ihre Integration, da sie ja mit Verwendung des Gauss’schen
Integralsatzes entstanden sind, also mit einem mathematischen ,,Trick* (siche Anhang A2.1).
Die echten Kraftdichten f. bzw. f,, sind im Korperinneren je nach Feldverteilung und
Verteilung &(x, y, z) bzw. wu(x, y, z) 1. A. ungleichmiBig verteilt. Daher hat diese physikalisch
wirksame Kraftverteilung f. bzw. fp, i. A. NICHTS mit der zugehdrigen lokalen Verteilung der
MAXWELL-Spannungstensor-Komponenten p., pr, an einer gedachten Hiillfliche 4 zu tun.
Beim Sonderfall ungeladener Korper p(x, y, z) = 0 bzw. stromloser Korper Jx(x, y, z) = 0,
Jy(x, ¥, 2) = 0, J(x, y, z) = 0, die gleichzeitig homogen isotrop polarisierbar sind, d. h. &x, y, z)
= & = konst. bzw. homogen isotrop magnetisierbar sind, d. h. (x, y, z) = ¢ = konst., ist die
lokale Kraftdichte im Korperinneren Null: f = 0. Die Kraft tritt ausschlieBlich an der
Korperoberfliche auf, wie Bild 2.3.2-7 veranschaulicht, ist aber i. A. NICHT identisch mit
den MAXWELL-Spannungstensor-Komponenten. Erst wenn diese Korper ideal polarisierbar
bzw. magnetisierbar sind (&(x, y, z) — o bzw. u(x, y, z) - ), tritt die lokale Kraftdichte
nicht nur an der Korperoberfliche auf, sondern sie ist auch identisch mit den MAXWELL-

(2.3.2-35)

Spannungstensor-Komponenten: dF(x,y,z)/d4 = p(x,y,z).

r &, = konst. _ A, = konst.

,Oberflachenladung” B/

ﬁh\

Ve Ve Ve Ves
L .‘!’*.“*“‘." t Elementarer Dipol: N e Elementarer Magnet:
“ﬁ“““ﬂ } (+q, -q) b (N,S)
DRRDRD =

M | Ladungen und damit i Polaritaten und damit
"*ﬁ’.‘.“*"‘“@ . Kraft F,= ¢-E heben | Magnetkraft £,
"&Jﬂ;"*‘l‘,ﬁ 1,. sich auf: L_IL_\ heben sich auf:
DD / Es verbleibt die Kraft | Es verbleibt die Kraft
OO auf die ,Oberflachen- I auf die ,Oberflachen”
ﬁ*ﬁ’*’“’ﬁ‘ﬂ ' ladungen® = Kraft ist | = Kraft ist an der
"0&4"0"0‘}% an der Oberflache Oberflache lokalisiert
ﬁ%‘ﬁ*ﬁ*ﬁ*ﬁ | lokalisiert
SRR AR AL
MASAIANASAUT) Quelle: Gerthsen, Physik, Springer

,Oberfldchenladung”

Bild 2.3.2-7: Bei rdumlich konstantem ¢ (links) bzw. u (rechts) des betrachteten Korpers ist die el. Kraft (links)
bzw. die Magnetkraft (rechts) eine Oberfldchenkraft.
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Beispiel 2.3.2-6: Kraft auf unendlich langen, geraden stromdurchflossenen Kupferleiter im B¢
Feld (Bild 2.3.2-8)

Stromdurchflossener ; S /
Leiter (Strom /) ~ L
e ey SRy LU Testvolumen
im Fremdfeld B, Bt LA
A Resultierendes
Eigenfeld B, ‘@;o;n }‘-\ B, -Feld
TN :
Fremdfeld B, LT
N

Bild 2.3.2-8: Kraft auf einen unendlich langen geraden stromdurchflossenen Leiter im Homogen-Magnetfeld B

Das Fremd-Magnetfeld By ist als homogenes Feld in Bild 2.3.2-8 links, von unten nach oben
gerichtet. Der Strom [/ flieBt im Leiter auf den Betrachter zu und erregt ein kreisformiges
Eigenfeld B. nach der Rechtsschraubenregel. Die Uberlagerung von Br und B. ergibt das
resultierende Feld B, (Bild 2.3.2-8 rechts). Der Kupferleiter ist nicht magnetisierbar, daher
tritt ldngs der Leiterlinge / nur die LORENTZ-Kraft auf, die wegen der rechten Winkel
zwischen Leiterachse und By-Feldrichtung nach links gerichtet ist:

F=1-(IxB;)— F=1I-B;-1. Alternativ kann mit (2.3.2-28), (2.3.2-29) die Kraft mit den
MAXWELL schen Zugspannungen mit identischem Ergebnis berechnet werden, wobei die
einhiillende Fliche A4, als Kurve in Bild 2.3.2-8 rechts sichtbar, beliebig gewidhlt werden kann,
solange sie nur den Leiter auf der Lénge / einhiillt. Anschaulich verhalten sich die Feldlinien
wie ,,elastische Gummischniire®, die sich verkiirzen wollen, so dass die Kraft /' nach links auf
den Leiter zustande kommt.

Beispiel 2.3.2-7: Kraft F auf einen seitlich um 4 verschobenen, ideal magnetisierbaren Korper
der Lange /g, Breite und Hohe b (Bild 2.3.2-9a):

Die vertikal orientierte magnetische Flussdichte By = B,, sei eingeprigt durch die zwei Eisen-
Polschuhe der Breite b als magnetischer N- und S-Pol und magnetisiert den um A4 seitlich
verschobenen Korper. Im Korperinneren gilt 12— oo, daher ist dort Hge = 0.

Die magnetischen Feldlinien treten folglich normal zur Korperoberflache aus. Es gibt daher
dort keine tangentialen Feldkomponenten, so dass gemdll (2.3.2-31) im kartesischen &-n-
Koordinatensystem dort die tangentialen MAXWELL-Spannungen Null sind: 7, =7z, =0.

Die Vertikalkraft F,, auf den Koérper wird mit (2.3.2-31) aus den Feld-Normalkomponenten an

B -B} B’
der Kérperoberflache berechnet tber o), = '72 = 5 T_ als Oberflichenintegral (2.3.2-
Ho Ho

36), wobei die Seitenflichen wegen 7, =7, =0 keinen Beitrag liefern. £, ist wegen der
Feldsymmetrie oben und unten Null.

b b
- .- lpe -
Fy=§T-dd, = ng(Aoben)-arf—jB,?(,atum)-ath-2i-e,7 =0 (2.3.2-36)
4 0 0 Ho
Die Horizontalkraft F: auf den Korper wird mit (2.3.2-31) ebenfalls aus den Feld-
B:-B} B?
Normalkomponenten an der Koérperoberfliche berechnet iber o = 52 T - 5 ¢ als
Ho Ho

Oberflachenintegral (2.3.2-37), wobei wieder die Seitenflichen wegen 7,: =7z, =0 keinen

Beitrag liefern. F¢ ist wegen der groBeren Felddichte rechts Bg(Ajipks) << Bz (Arechis) nach
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rechts gerichtet. Der ,,magnetische Widerstand“ (Reluktanz) gegen die Ausbreitung des
Magnetfelds ist links vom Korper also groBer als rechts, wo die Polschuhe den Korper
iiberragen.

b b
L. ke - =
Fe=§T-dds =| = [ B2 (Apies) - d11 + [ BE (Areenes) - d11 -226 e:=F (2.3.2-37)
A 0 0 0

Der nach links zwischen zwei Polschuhen verschobene magnetisierbare (Eisen)-Korper
erfahrt somit eine resultierende (Reluktanz)-Magnetkraft nach rechts (2.3.2-38).

b
. !
Be(Aiinks) << Be(Arects) t F % [ BE (Apogpys) - dnp - 2 & (2.3.2-38)
0 2:”0

Die Feldkomponente B bel Arecnis muss aus einer 2D-Feldberechnung erst ermittelt werden,
so dass ein Zahlenwert fiir F analytisch nicht unmittelbar angegeben werden kann. Bei A4 =0
ist Bz bei Arechis und Ajinks 1dentisch, so dass dann gemél (2.3.2-37) Fz= 0 ist.

é’? ;
I“'lr'
I""L‘ b {Fe
N Testvolumen [ i /
/f “ [ B]vH]
T . —_ @
Agben Reluktanz- L :
4 kraft EHs0T G | 1 M [ a=r
link: /uFe_> @i 7"1 link ’ Ipm,rcchts [3 _h
H.. =P i H 'm,rechts
bl A0 N | A Eees Q2
unten : I : en,rechts
T | L] A=
ALl v | 4 i
S A } 14 I
Seitlichd Verschiebung A X
= asymmetrisches Feld B v
a) v B, b) -F,

Bild 2.3.2-9: a) Seitliche (Reluktanz)-Magnetkraft F auf einen um A nach links verschobenen, ideal
magnetisierbaren Korper der Lange und Breite b und Tiefe /. im Magnetfeld B, zwischen zwei Polschuhen. b)
Idealisiertes Feldlinienbild zu a) bei Vernachldssigung des oberen und unteren Luftspalts zwischen Kdrper und
Polschuhen (konstante endliche Permeabilitét ¢ des Korpers angenommen).

Eine analytische Berechnung der seitlichen Kraft F gelingt bei vereinfachter Feldgeometrie
(Bild 2.3.2-9b). Der Luftspalt ober- und unterhalb des Korpers zu den Polschuhen wird
vernachldssigt. Dadurch ist die magnetische Feldstirke H; zwischen den Polschuhen rechts
vom Korper durch ein Homogenfeld anndhernd beschreibbar und wegen der Stetigkeit der
Tangentialkomponente von H identisch mit H, = H; im Korperinneren. Der links
herausragende Teil des Korpers ist anndhernd feldfrei. Die Kraft auf den Korper wird durch
Anlegen eines Testvolumens mit der geschlossenen Oberfliche A berechnet, wobei sich die
beiden Vertikalkraftkomponenten F, — Fy, = 0 wegen der Symmetrie analog zu (2.3.2-36)
aufheben. Die Vertikalflussdichte rechts im Korperinneren B, = u-H, ist wegen u > y

grofer als rechts aullerhalb des Korpers By = - H| = p - H, < B, . Gemil} (2.3.2-32) und
Bild 2.3.2-9b ist an der rechten Seitenflache des Testvolumens die MAXWELL-Zugspannung,
berechnet aus den Tangentialfeldkomponenten B, H;, wegen deren Feldwinkel o =7/2 zu
Flichennormalen mit 2a =7 ins Innere des Testvolumens gerichtet, also gegen den
Flichennormalen-Einheitsvektor €, o ps-
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- BH, .

Pm,rechts = _% " €n,rechts (2.3.2-39)
An der linken Testvolumen-Seitenflache im Korperinneren gilt aus dem gleichen Grund

- BH, . B,H,

Pm,links = _% "€n links — % " €n,rechts - (2.3.2-40)

Aus (2.3.2-29) folgt mit der Seitenfliche Ag =b-Ig, die nach rechts wirkende Kraft F,.

ﬁm = &ﬁ -d4 — ﬁm = (ﬁm,rechts + ﬁm,links) - As (2.3.2-41)
A

= B,H, - BiH - (B,-B))-H -

Fa= % ‘b lFe “€n,rechts — % ‘b lFe " €n,rechts (2.3.2-42)

= (=) HY _

Fn= %b Ipe " €n,rechts (2.3.2-43)

Bei vorgegebener Feldstarke A, und Permeabilitdt x# kann die Magnetkraft ndherungsweise
mit (2.3.2-43) analytisch berechnet werden.

2.4 Energiebegriffe

2.4.1 Kinetische Energie der Linear- und Drehbewegung
Die mechanische Energie W ist eine verrichtete Arbeit einer Kraft /' langs einem Weg x und
ist fiir den einfachen Fall einer konstanten, in x-Richtung gerichteten Kraft ,Kraft x Weg"
gemidll W = F - x. Wirkt die Kraft lings eines Kreisbogenwegstiicks x =y -7 mit dem
Bogenwinkel y und dem Radius r, so folgt mit dem Drehmoment M = F - r
W=F-x=F-r)-«x/ry=M-y, (2.4.1-1)
dass die Arbeit W auch ,,Drehmoment x Bogenwinkel® ist. Allgemein gilt
W:jF-dx:jM-dy.

x Y
Die zugehorige mechanische Leistung P als Energie/Zeit (bzw. Arbeit/Zeit) ist dann ,,Kraft x
Geschwindigkeit* (2.4.1-3) mit der Geschwindigkeit v=x/t.

(2.4.1-2)

P=W/t=F-x)/t=F-v. (2.4.1-3)
Allgemein gilt fiir die Momentanleistung p()
p=dW/dt=F-dx/dt=F -x=F-v. (2.4.1-4)

Mit der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit @, =dy/dt bzw. der konstanten
Winkelgeschwindigkeit @, =y /¢ folgt mit

P=W/t=F-r)-x/r)/t =M-y/t=M- @, (2.4.1-5)
dass Leistung als Energie / Zeit auch ,,Drehmoment x Winkelgeschwindigkeit ist. Uber die
an ihm verrichtete Arbeit W ist im bewegten Korper der Masse m die gespeicherte
mechanische Energie W die ,kinetische* Energie Wy, und zwar bei linearer Bewegung
(translatorische Bewegung)

AW =p-dt=F-v-di=m-%-x-dt=m-d(x*/2) =W, =m-v*/2 (2.4.1-6)
und bei Drehbewegung (rotatorische Bewegung) mit (2.1-3)
AW =p-dt=M-w, -dt=J @, -0y -dt=J d(w>/2)=>W,=J o /2 . (2.4.1-7)

2.4.2 Potentielle Energie
Das Arbeitsvermogen eines Korpers auf Grund seiner Lage in einem Kraftfeld ist seine
potentielle Energie W, (z. B. im Gravitationskraftfeld). Im homogenen Gravitationskraftfeld
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der vereinfacht als Halbraum angenommenen Erde (Erddurchmesser >> Korperabmessungen)
ist die potentielle ,,Hohen“-Energie W, die aufzuwendende Arbeit fiir eine Anderung der
Hohenlage # des Korpers mit der Masse m in Bezug auf die Erdmasse

Wo=m-g-h. (2.4.2-1)
Die Erdmasse erteilt dem Korper die Erdbeschleunigung g.

Die aufzuwendende Arbeit fiir eine Anderung der Form eines (elastisch oder plastisch)
verformbaren Korpers ist die potentielle Verformungsenergie Wg, wie der Dehnungsstab
gemal Bild 2.2.1-1 zeigt. Die Dehnungsarbeit W fiir die elastische Langung x des Stabs mit
der Federkonstante £ ist

X X
Wi = Fp-de=[lk-x-de=k-x*/2 . (2.4.2-2)
0 0

2.4.3 Elektrische Energiedichte w,

Im fiir elektromechanische Systeme iiberwiegend relevanten Niederfrequenzbereich sind das
elektrische Feld E bzw. D und das magnetische Feld H bzw. B ndherungsweise getrennt
betrachtbar. Es werden daher Magnetfelder zufolge 0D/0t vernachléssigt. Dies gilt exakt nur
bei statischen, also zeitinvarianten Feldern, wo 0./0t = 0 ist. Die elektrostatische Energiedichte
we ist durch die vorhandene elektrische Ladungsmenge Q UND durch die polarisierte Materie,
beschrieben durch das Vektorfeld der el. Polarisation P, bestimmt. Dabei ist gemal (2.1-8) D
aus Q bestimmt durch fﬁ -dA = O und E aus (13 - ﬁ(D))/ &y = E. Durch eine

4, 04=0

(differentiell kleine) Verschiebung von el. Ladungen im el. Feld wird wegen der wirkenden
el.-stat. Kréifte die (differentiell kleine) Arbeit dW verrichtet, die als el
Energiedichtednderung dw. im vom Feld erfiillten Volumen V' (Energiedichte w = W/V)
gespeichert ist (Bild 2.4.3-1a). Die mit der (differentiell kleinen) Verschiebung der Ladungen
verbundene (differentiell kleine) Felddnderung dD bewirkt die Energiedichteinderung
dw, = E (D)- dD, wie man aus der o. g. Arbeit dW herleiten kann. Wird durch

Ladungsmengenerhdhung das Feld von 0 auf D im Volumen V erregt, so ist die zugehorige
Energiedichte

D
we(E, D) = [dw, = [ E(D')-dD' fiir 0<D'<D. (2.4.3-1)
0
D & dwe D 4 dw{?
dD | dD |
i E 0 E
a) b)

Bild 2.4.3-1: a) D(E) bei nichtlinear polarisierbarem, isotropen Werkstoff ohne Hysterese, b) wie a), jedoch
linear polarisierbar.

Beim Sonderfall isotroper polarisierbarer Werkstoff sind die Feldvektoren parallel DM™ME.
(2.4.3-1) vereinfacht sich zu
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D D
w,(E,D) = j E(D')-dD' = j E(D")-dD' , (2.43-2)

wobei i. A. E(D) nichtlinear ist (Bild 2.4.3-1a). Die Fliche zwischen der D-Achse und der
E(D)-Kurve ist w,! Bei anisotropen Werkstoffen wie z. B. piezoelektrischen Werkstoffen sind
die in die drei Raumrichtungen unterschiedlichen Polarisationen zu beriicksichtigen, was wir
am Sonderfall anisotroper linearer Werkstoffe zeigen. Wegen der Linearitit sind die
Permittivitdten feldunabhéngig konstant: ¢, &,,, etc. = konst.

xXx° “xy»
Exe Exy Exz

D=\¢, €, &, E=¢E (2.4.3-3)
Exx ‘9zy €z

Mit (2.4.3-3) folgt mit (2.4.3-1) fiir die el. Energiedichte, wenn nur die Diagonalelemente
ungleich Null sind (gxy Sy T Ey TEy TE), T, = 0)
D-E

w,(E,D)=—— o (2.4.3-4)

(2.4.3-4) gilt auch fiir den Sonderfall des isotropen, linear polarisierbarer Werkstoffs
D=¢-E, m1t & = konst. und D17 E (Bild 2.4.3-1b).

. . D> D-E
w, (E,D) = jE(D')-dD' jD dD' === (2.4.3-5)

W =——— = =

D-E 1=~
—[B[ (2.4.3-6)
isotrop
Der gesamte vom el. Feld erfiillte Raum ¥V ist Ort der dort verteilten Energiedichte w,, aus der
die el. Energie W, durch Integration berechnet wird.
W, = j we(E(x,7,2),D(x,,2))-dV = [w.(V)-dV
4

(2.4.3-7)

W, = jlf E(D')-dD'-dV = ﬂTE(D’)-dB'-d;l-ﬁ (2.4.3-8)
Vo Al O T

D 0

W, = ﬂjE(D) ds -dD’ - dA _“u(D) dD'-dA ju d“D dA] ju -dQ' (2.4.3-9)
401 40 0 A 0

Die Umformung (2.4.3-8), (2.4.3-9) zeigt, dass die el. Energie ebenso als Integral iiber die el.

Spannungsverteilung u auf Grund der Ladungsmenge Q berechnet werden kann, so dass die

Entsprechung D < Q E < u gilt. Am Beispiel des Plattenkondensators (Bild 2.4.3-2a) mit

dem differentiellen Volumen dV =dA-ds ist der elektrische Fluss @, durch das Integral iiber
die geschlossene Fliche 4 um eine der beiden Platten (Elektroden) die Ladung Q auf dieser
Platte, und das Wegintegral iiber die el. Feldstirke die el. Spannung u zwischen beiden
ungleichnamig el. geladenen Elektrodenplatten.
§l§-d;1=Q, u:JEdE
4,24=0

Zwischen den beiden Platten befinde sich ein nichtlinear polarisierbares, isotropes
Dielektrikum ohne Hysterese mit der Werkstoffkennlinie Bild 2.4.3-2b. GeméaB (2.4.3-9) ist
die Flache zwischen O-Achse und u(Q)-Kurve ist die el. Feldenergie W.. Die Flache zwischen
u-Achse und Q(u)-Kurve nennt man el. Ergiinzungsenergie W.* (,,el. Ko-Energie*) als eine
Hilfsgrofle, da sie die fehlende Ergédnzung auf die Rechteckfliche Q-u darstellt.

(2.4.3-10)
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A Q QA dW
W)= [u@)-d0" 4o\ Zaw

o T4
Al

Feldvolumen V I— e

v

e

(u)=[ow')-du’
0

a) b)

Bild 2.4.3-2: a) Plattenkondensator mit Dielektrikum. Vereinfacht ist das Randfeld auBerhalb der Elektroden
vernachléssigt und zwischen den Elektroden homogen angenommen. b) O(u) anstelle von D(E) (Bild 2.4.3-1a)
bei nichtlinear polarisierbarem, isotropen Werkstoff ohne Hysterese.

s dW, i <
. 0 0=C-u 0,=0|0, U= > 7 /A'
W,+W, =0-u| 40 a - - T | -
+ >
;We L u ab - >
' > ex_b
i We u —
v e C " i

Bild 2.4.3-3: a) Lineares Dielektrikum: Q(u)-Kennlinie mit Energie und Ko-Energie, b) Plattenkondensator mit
Dielektrikum.

Beispiel 2.4.3-1:
Linear polarisierbares Dielektrikum D = ¢ - E im Kondensator: Q =C-u.

Die el. Feldenergie W, bei der anliegenden Spannung u ist eine Funktion der durch die el.
Spannung angesammelten el. Ladungsmenge Q je Elektrode.

Q 0 ., 5
Wo(Q) = [u(@)-dQ' = I%.er: 0
0 0

= 2.4.3-11
C ( )

Die el. Ko-Energie bei der Kondensatorladung Q ist eine Funktion der durch die
Ladungsdifferenz +Q, -Q zwischen den Elektroden auftretenden el. Spannung u.

C-u’

u u
W, () =jQ(u')-du' =jc-u'-du'= (2.4.3-12)
0 0
Die Diagonale in Bild 2.4.3-3a durch 0 und den Arbeitspunkt (Q, u) halbiert das Rechteck mit
der Flache Q -u in zwei gleich grofle Dreiecksflichen W, und W *. Betragsmalig sind im
linear polarisierbaren Werkstoff el. Energie und el. Ko-Energie gleich groB3, aber die el.
Energie hiangt von QO und die el. Ko-Energie von u ab.

2 2 2
W)= L - (C W _Cu

2 2C 5 =W ). We(@)+We () =Q-u (2.4.3-13)

Die el. Feldenergie W, ist im felderfiillten Raum (Bild 2.4.3-2a) lokalisiert, der mit der
Energiedichte w, ,,erfiillt” ist! Die beiden Elektroden a und b (Bild 2.4.3-3b) stehen unter der
mechanischen Spannung der sich gegenseitig anziehenden elektrischen Ladungsmengen Q,
und Oy = -0, die aufeinander die Coulomb-Kraft F. ausiiben. Im historisch alteren
,2Fernwirkungsmodell“ wirkt diese Kraft iiber die Distanz d aus der Ferne ohne jede
Zeitverzogerung, so dass jede Ladungsdnderung sofort als Kraftinderung wirksam wird. Dies

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Elektromechanische Systeme/Teil Binder 2.28 Grundlagen

ist aber falsch, da sich jede Energiednderung maximal mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit
des Lichts bemerkbar macht. Uber den E-Feldbegriff wirkt diese Kraft wie durch eine durch
,Gummischniire” ziehende Kraftwirkung des elektrischen Felds £ zwischen den Elektroden
als ,,Maxwell“scher Zug p. (Bild 2.3.2-6b) aus der Nahe des iiberall vorhandenen Felds
(,,Nahwirkungsmodell). Dieses historisch jiingere Modell nimmt darauf Riicksicht, dass sich
bei einer Ladungsidnderung die zugehorige  Felddnderung  wellenartig  mit
Lichtgeschwindigkeit ausbreitet und ist somit physikalisch korrekt. Im stationéren Fall nach
Abschluss aller Anderungsvorginge gilt fiir den Kondensator in Bild 2.4.3-3b:

d A

We=[we-dV = [[w, dv-dd . (2.4.3-14)
14 00

e E?

Mit der Niherung w. = ¢ - E*/2 = konst. folgt aus (2.4.3-14) W, = -A-d. Die

elektrische Energie W, ist auch beim realen Kondensatorfeld (inklusive kleinem Randfeld)
nahezu zur Génze im Volumen A4 - d gespeichert. Mit der Kapazitit C=¢-A/d und der el.

d
Spannung u = J-E -dx = E-d folgt aus (2.4.3-14) in Ubereinstimung mit (2.4.3-13)
0

CE gDy DA O e A(Ed)] e
2 2-¢ 2-¢-A4A/d 2C 2 2-d

Die Berechnung der elektrischen Kraft F. kann alternativ zum Coulomb-Kraftgesetz bzw. der
Methode iiber die Maxwell’schen Spannungen auch iiber die ,,Energiebilanz® mit dem
Prinzip der ,virtuellen® Verschiebung ermittelt werden. Im Bild 2.4.3-4 hingt die el.
Energie W, bei zueinander verschiebbaren Platten von den zwei Variablen x und Q ab, die el.
Ko-Energie W.* von den zwei Variablen x und u. Ist der Kondensator in ein grofleres
Gesamtsystem eingebettet, treten weitere Variable als physikalische Grolen im System auf,
die sich ggf. ebenfalls dndern konnen. Bei einer ,,virtuellen® (gedachten), durchaus endlich
groflen Verschiebung s (hier vereinfacht differentiell klein angenommen o5 = ox = dx) der
rechten Elektrode gegeniiber der linken von der alten Koordinate x; = d auf die neue
Koordiante x, = d + o5 (Bild 2.3.4-4) dndert sich nur diese. Alle anderen Systemvariablen
werden konstant gehalten. Die dabei verrichtete ,.el. Arbeit” dW, (2.4.3-16) ist gesamte
Energiednderung am Kondensator C(x), die von der speisenden el. Spannungsquelle verrichtet
wird. Diese el. Spannung u ist wegen der ,virtuellen Abstandsdnderung os konstant zu
halten. Dies entspricht einer idealen Spannungsquelle, die # = konst. eingepragt.

P () =u(t)-i(t), i(t)=dQ/dt, dWy =pe -dt=u-i-dt=u-dQ (2.4.3-16)
Bei einer Anderung des Plattenabstands indert sich bei anliegender konstanter Spannung u
wegen der C-Anderung auch die el. Ladung O von Q; auf O, = Q) + dO. Mit (2.4.3-13)

W (Q)+W, (u)=Q-u folgt aus (2.4.3-16) (mit Wep = W,y + dWe, Wey =Wey +dW, )
AWy =u-dQ=u-Q) —u-0; =W, + W:,z) M UASE; W;l) A (2.4.3-17)

U-dQ =Wy ~Weo i)+ (Way —Way)=dW, +dW, . (2.4.3-18)
In Bild 2.4.3-4 nimmt der Plattenabstand zu, dadurch sinkt die Kapazitit C und die el. Ladung
Q je Platte nimmt wegen u = konst. ab. Wegen der O-Abnahme nimmt das D-Feld ab, folglich
auch das E-Feld, und daher sinkt proportional D-FE etwa quadratisch die im Feld
gespeicherte el. Energiedichte w.. Die Feldvolumenzunahme AV ~ x ist nur linear, so dass die

el. Feldenergie W, ~ w.-AV und W.* abnehmen: Weo <Wey, W;z < W;l . Wohin flie3t diese

Energiedifferenz? Da im Gesamtsystem ,,Spannungsquelle + Kondensator* die Energie
konstant ist, nimmt die Spannungsquelle el. Energie dW, auf, so dass dW, < 0 im VZS gilt!

W, = (2.4.3-15)
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Bei endlich groBler virtueller Verschiebung os folgt fiir . = konst. die Abnahme der
Ladungsmenge 40 = 0> — 01 <0.

Damit ist AWy =u-AQ = (Woy —~Wo )+ Wey —We ) = AW, + AW, <0 und W, <W,,

We, <We, bzw. differentiell dWy =u-dQ <0, W,y <Wy,Wey <We,.
Zustand 1 Zustand 2 i
Xl xl + 58 [y S —
- + o I
= i u l —— )
>
A €y [ ——
T e
X X Q4 u-do %
G | ) e Y
Ql dQ? :. 2 1
W /’ * Q2/v I W*
el Wel - We2/" e X
0u . 0 u “

Bild 2.4.3-4: Kondensator an konstanter el. Spannung u (Verbraucher-Zéahlpfeilsystem VZS) mit nichtlinearem
Dielektrikum: Anderung der Q(u)-Kennlinie durch Ladungsabnahme bei VergroBerung des Kondensator-
Plattenabstands bei u = konst. mit Verringerung der el. Energie und Ko-Energie von 1 nach 2.

Die gesamte Energiesinderung im abgeschlossenen System muss die Anderung der im Feld
gespeicherten el. Feldenergie dWW, und die mechanische Arbeit zufolge der ldngs des Wegs x
wirkenden Coulomb-Kraft F; umfassen.

AWy =u-dQ=dW,+dW .. =dW,+F,-dx , (2.4.3-19)
Gemifl (2.4.3-11) hingt die el. Feldenergie W. im Kondensator von den unabhidngigen
Variablen O und wegen C(x) auch von x ab (Bild 2.4.3-4): W_(Q,x). Die Spannung u stellt
sich je nach C(x) gemédB u = Q/C ein. Die Anderung der gespeicherten el. Feldenergie W,
erfolgt somit bei Anderung von Q und/oder x gemiB dem vollstindigen Differential

dW(Q,x) = (0W, /0Q)-dQ + (oW, / Ox) - dx . (2.4.3-20)
Dieses wird mit (2.4.3-19) geméal
AW, =u-dQ—F, -dx (2.4.3-21)

in den Koeffizienten verglichen. Daraus folgt
u= M@)o W (Q.%)

= , F.= .

oQ ox

Eine el. Feldenergieinderung dW. zufolge einer Ladungsinderung dQ ergibt die dafiir
erforderliche el. Spannung u. Eine negative Feldenergiednderung -dW, zufolge einer
Lagednderung dx der el. Ladungen ergibt die el. Kraft F, zwischen den el. Ladungen.
Die el. Ko-Energie hiangt gemil3 (2.3.4-12) von den unabhingigen Variablen # und wegen

(2.4.3-22)

C(x) auch von x ab: W: (u,x). Der Wechsel von der unabhéngigen Variablen Q auf die neue

unabhéngige Variable u bedeutet einen Wechsel von W, (Q,x) zu W: (u,x) und erfolgt iiber
die LEGENDRE-Transformation mit den vollstindigen Differentialen

AW, (u,x) = (W, /ou)-du+(OW, /ox)-dx (2.4.3-23)
dQ-u)=dQ-u+Q-du . (2.4.3-24)
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Aus (2.4.3-18) erhalten wir mit (2.4.3-24) und (2.4.3-21)
dW: =dwu-Q)-dW,=Q -du+u-dQ—-dW,=Q -du+u-dQ—(u-dQ—-F,-dx), (2.4.3-25)

dW, =Q-du+F, -dx (2.4.3-26)

und aus dem Koeffizientenvergleich von (2.4.3-26) mit (2.4.3-23)

0= oW, (u,x)’ F. - oW (u,x) (2.4.3-27)
ou ox

Eine el. Ko-Energiedanderung zufolge einer Spannungsénderung du ergibt die sich einstellende
el. Ladung Q. Eine Ko-Energiednderung zufolge einer Lageédnderung dx dieser el. Ladungen
ergibt die el. Kraft F, zwischen den el. Ladungen. Somit wurde die el. Ko-Energie in
Abhéngigkeit ihrer Variablen u und x dargestellt.

In Bild 2.4.3-4 ist die el. Spannung u iiber die ideale Spannungsquelle vorgegeben und daher
eingepragt. Auf Grund der Kraftberechnungsmethode mit der virtuellen Verschiebung miissen
bei der Kraftberechnung aufler x alle anderen Variablen konstant gehalten werden. Bei
Vorgabe von u dndert sich aber iiber x auch Q, so dass es nicht konstant ist. Aber bei der
Kraftberechnung F. iiber W.* muss u jedenfalls konstant gehalten werden (2.4.3-27)
und nur nach x abgeleitet werden. Bei der F.-Berechnung aus W, (2.4.3-22) muss
jedenfalls Q konstant gehalten werden und nur nach x abgeleitet werden!

Zustand 1 Zustand 2 =
]

Xl < _Yz (r— | —
- -+, L- .
& 1 ul Clx) ——
>
A _f".__’Fe [0
—. _'\-

Bild 2.4.3-5: Plattenkondensator ohne Dielektrikum an konstanter el. Spannung u (Verbraucher-Zahlpfeilsystem
VZS) mit von 1 nach 2 vergroBertem Plattenabstand

Beispiel 2.4.3-2:
Plattenkondensator ohne Dielektrikum D =g, - £ mit verdnderlichem Plattenabstand x und

eingeprégter Spannung u = U = konst. gemédl O = C(x)-u mit der Plattenoberfliche 4 (vgl.
Bild 2.4.3-5): C(x)=¢,-A4/x. Berechnen Sie die el. Kraft F. und die Energiebilanz beim
Vergroflern des Plattenabstands von x; auf x, > x; bei konstanter anliegender Spannung u
allgemein!

Losung:
Die Variablen sind Q und x. Mit zunehmendem Plattenabstand sinkt die Kapazitidt C, so dass

bei konstanter Spannung u die el. Ladung Q um den Wert 40 = 0, — O;1 = O(x2) — O(x1) <0
abnimmt. AQ flieBt {iber die ideale Spannungsquelle von der positiven zur negativen Platte
und gleicht dort diesen Ladungsanteil aus. Die el. Arbeit der Spannungsquelle ist wegen
(2.4.3-19) dW, =u-dQ. Sie wird iiber das Integral (2.4.3-28) als negativer Wert im VZS
berechnet. Die Spannungsquelle nimmt diese Energie AW, <0 in Form des teilweisen

Entladevorgangs des Kondensators auf.

Wel,z Q(xz ):Qz Qz
MWy= [dWy= [u-d0=U-[d0=U-(0,-0)<0 . (2.4.3-28)
WeLl Q(x1):Q1 Q1
1 1
AWy =U (0, —0)=U?-(C(x,)~C(x))=U?> -, 4 -(x——x—j <0 . (2.4.3-29)
2 1
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Wie bei Bild 2.3.4-4 erldutert, nimmt die im E-Feld gespeicherte el. Energie ab: AW, <0, wie
(2.4.3-30) nachweist.

W (x,) Q2 Q2
AWe: jdVVGZWe(X2)—We(xl):2C2 _2C1 ) B
. (x2) (%
2 2
A-U 1 1
AW, =U—-(C(x2)—C(x1)) _So4Y L L <0 . (2.4.3-30)
2 2 Xy X

Zur Kraftberechnung wird (2.4.3-27) mit der Ko-Energie W: =C(x)-U 2 /2 verwendet.

dw, _d C(x)-U* _ gy AU d(/x) _ g AU
dx  dx 2 2 dx 2x2

Alternativ wird zur Kraftberechnung (2.4.3-22) mit der Energie W, = Q2 /(2-C(x))

verwendet. Ungeachtet dessen, dass sich Q(x) bei u= U = konst. dndert, muss bei der Fe-
Berechnung mit (2.4.3-22) O konstant bleiben, womit wieder (2.4.3-31) erhalten wird.

2 2 1 2 )
%:_i Q :QC(X):U__C;(X):_go A-U <0
dx dx2C(x) 2C*(x) 2 22
Die in positiver x-Richtung positiv gezdhlte Kraft £, (Bild 2.4.3-5) auf die rechte Platte wirkt

wegen F, <0 folglich nach links. Die rechte Platte wird von der linken Platte angezogen.

<0 (2.4.331)

2
F(x) = — -

Fe(x)z_

Gegen diese Anziehungskraft muss an der rechten Platte nach rechts gezogen werden, um den
Plattenabstand zu vergroBern. Der Plattenabstand nimmt von x; nach x; zu, indem gegen die
anziehende el. Kraft F. von aullen an dem System mech. Arbeit AW, verrichtet wird. Daher
ergibt sich im VZS aus negativer Kraft in positiver x-Richtung eine negative mech. Arbeit
AWnee < 0, die von auBBen in das System eingebracht werden muss (Bild 2.4.3-6).
Xy X * W; 2
AWmec = J.Fe(x) dx = J.dVVe dx = IdWe* = We*2 - We*l = M(i_i) <0 (243-32)
dx . 2

X X
x X 2 1

el

Diese Arbeit AW < 0 und die Abnahme der el. Feldenergie AW, < 0 werden beide von der
speisenden Spannungsquelle aufgenommen (Summe AW, + AW,) als el. Energie AW, die
im VZS ebenfalls negativ ist: AW, < 0 (2.4.3-29)! Zur Rechnungskontrolle muss (2.4.3-33)

AWy = AW, + AW, <0 gelten. Der Kondensator arbeitet als el. Generator.
2
AW, + AW, = &A-U -{i LI —i} = gyd-U? -{i —i} =AW, <0 (2.4.3-33)
2 X2 xl X2 xl X2 xl

Die mechanische Arbeit AW, und die Feldenergiednderung AW, sind gleich grof3.

Welx) 4 ; U554 Winec(X), We(x) 4 U?.5y-4
Winec(X) = =0
Wcll 2 2
u-- &y A
AWeIZWeIZ_WeII‘(O‘ WCO{)ZT
. Weer Wor AW inee <0
el2
E i - Wy W AW, =Wy =Wy <0
0 ! ' " 0 ' : g
0 X X5 x 0 X X, X

Bild 2.4.3-6: El. Arbeit AW, an der Spannungsquelle (links) und mech. Arbeit AW, sowie Anderung der
gespeicherten el. Feldenergie AW, (rechts) beim Plattenkondensator ohne Dielektrikum an konstanter el.
Spannung u (VZS), wenn der Plattenabstand in Bild 2.4.3-5 von 1 nach 2 vergroBert wird.
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Anmerkung:

Bei irrtiimlicher Anwendung von (2.4.3-22) iiber W, = Q2 /(2C(x)) mit Q(x) # konst. erhalten
wir fir F. zwar denselben Betrag wie (2.4.3-31), aber mit falschem Vorzeichen. Die Platten
stoBen sich gegen die physikalische Realitit trotz ungleichnamiger Plattenladungen ab.
Héufig wird diese Feinheit iibersehen, weil man sich nicht um die korrekte Zahlpfeilrichtung
kiimmert. Der Betrag stimmt ja, und dass sich die Platten abstof3en, ,,weill man ja“, aber das
Rechenergebnis ist falsch!

2 2 2 2 P
Fe(x):—%:_i&:_iwz_cl(x).l]_: &o AU S

0 Falsch!
dx dx 2C(x) dx 2C(x) 2 2x2

Beispiel 2.4.3-3:

Wie Bsp. 2.4.3-2, aber der Plattenabstand wird von x; > x, auf x, verkleinert (Bild 2.4.3-7).

Dadurch nimmt die Plattenladung um AQ = O — O > 0 zu (in Bild 2.4.3-7 als

Rechteckfliache dQ bei U = konst. sichtbar), denn wegen C(x)=¢,-A/x ist C(x,)> C(x))

und daher ist wegen u = U = konst. O, =U-C(x,)>Q; =U -C(x;). Der Plattenabstand
nimmt von x; nach x, AB, indem das System selbst iiber die zwischen den Platten anziehende
el. Kraft F. mech. Arbeit verrichtet AWy (im VZS: AWyee > 0!). Auch die im Feld
gespeicherte el. Energie W, STEIGT mit C wegen u = konst.: AW, > 0, wobei wieder AWp,e. =

AW, ist. Die Spannungsquelle gibt die Summe AWy, + AW, = AW > 0 als el. Arbeit an den
Kondensator AB! Der Kondensator arbeitet als el. Motor!

Zustand 1 Zustand 2 0 . Wy =U-dQ u(Q, x,)
Xy <X do | x
- ¥ u(Q, x;) AW, >0
AW, >0
X, <X, /
0 0 > 57
U AW’IUCC > O
_AWmec = Wec2 = Wnec1 > O‘
2 2
. AW, =W, -W, >0 Wmcc(x)z% Wc(x)zUz—EhA
L » X X

0 X, Jlr] X
Bild 2.4.3-7: Mech. Arbeit AW,,.. und Anderung der gespeicherten el. Feldenergie AW, beim Plattenkondensator
ohne Dielektrikum an konstanter el. Spannung u (VZS), wenn der Plattenabstand von 1 nach 2 verkleinert wird.

Beispiel 2.4.3-4:

Bei einem geladenen, el. linearen Plattenkondensator (Plattenladung Q, Plattenfliache A4, ¢ =

konst., vereinfacht homogen angenommenes E-Feld ohne Randeffekte, Bild 2.4.3-8a) sind die

beiden Platten von jeglicher el. Schaltung getrennt, so dass die Plattenladung unabhédngig vom

Plattenabstand x konstant ist.

1) Welche Kraftformel fiir die el. Plattenkraft F ist bei W, zu verwenden?

2) Beschreiben Sie die Kraftformel anschaulich durch die Maxwell-Spannungen und im Q(u)-
Diagramm des Kondensators, wenn der Plattenabstand x (virtuell) von x; auf x; > x;
vergrofert wird!

3) Zeigen Sie die ,,falsche® Anwendung der Kraftformel (2.4.3-27) anschaulich!

Losung:

1) Mit der F-Berechnung aus W, muss (2.4.3-22) verwendet werden: F, = —dW,(Q,x)/dx.
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2) Bei VergroBBerung des Plattenabstands um Ax von x; auf x, > x; tritt eine Erhohung der
gespeicherten el. Feldenergie um AW, auf. Da die el. Ladung O konstant bleibt, miissen das
D-Feld D=Q-A und wegen D=¢-E auch das E-Feld und mit ihnen die Energiedichte

w, =D-E/2 konstant bleiben. Daher nimmt die el. Spannung zwischen den beiden Platten
um Au zu: Au:IXZE-d§:E-Ax:D-Ax/é‘:Q-A-Ax/g. Das Feldvolumen erhoht sich
X

um AV = A-Ax, so dass AW, =A-Ax-D-E/2>0 ist. Die el. Kraft ist daher gemal3 (2.4.3-
34) negativ (anziehend, gegen die positive x-Richtung zeigend) und ist die Maxwell sche
Zugspannung p.x auf der Plattenflache 4. Sie ist unabhidngig von x und damit konstant.
A D-A
_@ e _ _pogER =2 E=—pey A (2.43-34)
X
In Bild 2.4.3-8b ist zur Spannungserhohung von u; auf u; + Au = u, bei Q = konst. die
Erhohung AW, als Dreiecksfliche Q- Au/2 sichtbar. Dies folgt auch aus obiger Herleitung
wegen AW,=D-A-E-Ax/2=0-Au/2. Somit ist anschaulich aus Bild 2.4.3-8b die
—_—

0 Au
Kraftformel F, =-AW,/Ax=-0 - Au/24x)=-D-A-E/2=-p, - A erlautert.

F.= =>F, =

o
“Q=k0nst AW" =022
- & . o -,l
’

W.(0,x) ‘4_EQ:C(X2)-N

3 Xy =X+ Ax > x4

b Y
S S

¢ }
=1-A s LA =x7—x; >0
+ i = CAuU=uy —1y >0
Or 72 7l — o
— X 0 1 1 -
M 0 U, u “
a) X b)

Bild 2.4.3-8: a) Idealisierter geladener Plattenkonzlensatbr bei offenen Klemmen (Q = konst.),
b) Kraftberechnung aus der positiven Anderung von W, bei (virtueller) VergroBerung des Plattenabstands.

3) Falsche Verwendung der Kraftformel (2.4.3-27): F, = dW: (u,x)/dx = F, = AW: / Ax .
AW, = Au?*-C)/2, u(x)=E-x, E=konst., C(x)=¢- A/x,

AW, _Aw®-C)/2 _ A(E-x)*-e-Alx) & E 4 & D-E y y

A A 24 2 a2 P

Es ergibt sich derselbe Betrag der Kraft, aber mit dem falschen Vorzeichen (unphysikalische,

abstoBende Kraft). Die zweite unabhéngige Variable ist bei der Kraftformel mit W.* die

Spannung u, die bei der Ableitung nach x KONSTANT gehalten werden muss, was wegen Au

nicht der Fall ist. Richtig wére mit u = konst.

P AW, AW’ -C) _u*AC _u Me-Alx) _ u’ e Ad_ &£ -4 __DbE _
A& 24 24 24 2 2 2 2 TP

F, =

Beispiel 2.4.3-5:

Wie Bsp. 2.4.3-4, jedoch ist der Plattenkondensator an eine ideale Spannungsquelle u = konst.
angeschlossen (Bild 2.4.3-9a), so dass die Plattenladung Q zu- und abflieBen kann.
Beschreiben Sie die zu verwendende Kraftformel anschaulich durch die Maxwell-Spannungen
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und im Q(u)-Diagramm des Kondensators, wenn der Plattenabstand x (virtuell) von x; auf x;
> x; vergrofBert wird!

Losung:
Kraftformel (2.4.3-27) fiihrt auf eine negative Kraft F, =d W;(u,x)/ dx = F, = AW; [ Ax < 0.

Denn bei Vergroferung des Plattenabstands um Ax von x; auf x, > x; tritt eine Abnahme der
gespeicherten el. Feldenergie AW, auf. Da die el. Spannung u konstant bleibt, muss das E-

Feld abnehmen: E =u/x, so dass wegen D=¢-E auch das D-Feld D=0Q-A4 sinkt und
damit die el. Ladung um AQ < 0 abnimmt. In Bild 2.4.3-9b ist bei u = konst. AW; bei x; > x3
als Dreiecksfldche sichtbar: AW: =A0-u/2 < 0. Damit folgt die Kraft mit AQ =u- AC

2 2
FeZAW:/Ax:%-i:u AC_u:u e-A-Al/x) _ (u/x)"-e-A4-A

Ax 24 24x 2Mx
2 2
Fe:_(u/x)z ed_E 2«9 A:_DzE.A:_pe,X.A (2.4.3-35)

negativ (anziehend, gegen die positive x-Richtung zeigend) als Maxwell’sche Zugspannung
Pex auf der Plattenfldche 4. Sie nimmt mit 1/x* ab und ist daher NICHT konstant.

0 :
4 Q=C(x))-u| (AW, =AQ-u/2
Q|
— A
N @) el o=ce
Qo g E—Q 0, i Xy =X + A > x
- _’(’ : Ax = x2 —xl > 0
. |
" | 40=0,-0; <0
o * | *
> AW, <0
u = konst. We (u,x1) : ¢
0 ’ >
a) b) 0 u = konst.

Bild 2.4.3-9: a) Idealisierter Plattenkondensator an konstanter Spannung u = konst., b) Kraftberechnung aus der
negativen Anderung von ¥, bei (virtueller) VergroBerung des Plattenabstands.

Beispiel 2.4.3-6:

Die beiden el. geladenen Plattenelektroden eines Kondensators mit & = konst. sind von der
Spannungsquelle getrennt, so dass O = konst. ist (Bild 2.4.3-8a). Der variable Plattenabstand x
wird von x; auf x, > x; vergrof3ert.

1) Wie groB ist die Coulomb-Kraft F. beim Plattenabstand x, berechnet aus W.? Zeigen Sie,
dass die falsche Formel W, = C(x)- u® /2 zu einer falschen Kraft fiihrt.

2) Berechnen Sie alternativ die Kraft F, iiber W.*! Erstellen Sie die Energiebilanz fiir den
Vorgang x; — x;! Diskutieren Sie dies anschaulich im Q(u)-Diagramm!

Losung:

1) Kapazitit C(x)=¢-A/x, el. Feldenergie W,(Q,x) = Q2 /(2C(x)), die el. Kraft ist konstant:
oW, 201 >0 2

F = @) _ 2 o x 1 (2.43-36)

ox O=konst. 7.§C(x): 2 xed 2 ¢4
Die Kraft F, ist gegen die positive x-Zéhlrichtung gerichtet, wirkt also Platten-anziehend!
Die falsche Formel W, = C(x) u?/2 ergibt eine falsche, Platten-abstofende Kratft.
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2
Fe=—a(C(x)-u2/2)/ax=—C'(x)-u2/2=g-A-(u/x)2/2=%-LA>0
(C,‘.
2) Rechnung mit ,,virtueller Verschiebung* x aus W; (u,x)=C(x)- u® /2, wobei u ~ x:
6W*(u,x) u? 9C(x) u®> 0e-4 u? &4
Fo=—"—"— :—'A:—'——Z——' 2 (2.4.3-37)

ox 2 ox 2 Ox Xx 2 x

u=konstant gehalten
Beide Rechnungen 1), 2) fiihren zur gleichen konstanten Kraft F., denn beim Plattenabstand x
ist die Ladung Q mit der Spannung u gemill O(x) = C(x)-u(x) verkniipft, so dass u ~ x.
2 2 2 2 2
A /C A A 1
F __u ¢ : :_(Q (%)) ¢ - :_Q_.X—Z.E—Z:—Q—-—<O (2.4.3-38)
2 x 2 X 2 (g . A) X 2 ¢-A4
Gemil Bild 2.4.3-10 erhoht sich die Feldenergie W, bei O = konst. wegen des vergroBBerten
Feldvolumens bei konstantem Feld £ und D und damit konstanter Energiedichte w. von
Wo=w,-(4-x)) auf W, +AW,=w,-A-(x;+Ax)=w,-A-x,. Bei der Energiebilanz fiir
diesen Vorgang x; — x; ist wegen Q = konst. bzw. dQ = 0 die el. Arbeit Null:
dWy=u-dQ=dW,+F,-dx=0. (2.4.3-39)
Daher ist die von auBlen verrichtete mech. Arbeit zur AbstandsvergroBerung gegen die
anziehende Kraft F. in der vergroBerten Feldenergie W, + AW, gespeichert (Bild 2.4.3-11).

Q X -0 Q X5 =% ¥ Ax -0
+ = " E :7Q :g + - - —* - -
E . e A & FE .
& — § * | FF
£ w,=¢-E*/2 & e
+ > - + > -
\4 Bezugspfeil fur F,
£ -l u=E-x—> |+ > - |und
dulere Kraft F
= N -] —>du=F dx +] . -
u, u,=u, +Au
El. Feldenergie: W, = w, - (A-x)) W,+ AW, =w, - A-(x; + AX)=w,-A4-x,

Bild 2.4.3-10: El Feldenergie im idealisierten Plattenkondensator bei konstanter el. Ladung O = konst.

0

il 2
: ‘, Q=C(x5) u, xZ:x1+Ax>x|‘

AW, =Q-Mu /2|

o

R SO W

A Au
u, W, )
""""""""" / F 0 i >
Au, AW, I e 0 ‘ u
| ?flfl Llfz
; ; | "
: T > b | [
a) 0 x X, X 1) X X, X

Bild 2.4.3-11: a) Zuwachs an el. Feldenergie W, und el. Spannung u bei Vergrof3erung des Plattenabstands x mit
den Plattenladungen Q, -Q (Q = konst.). Die Kraft ist konstant. b) Zuwachs der el. Feldenergie W, als Flache und
der el. Spannung u als Strecke bei Vergroferung des Plattenabstands im Q(u)-Diagramm.
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We(x2) x
AW, = —F, -dx = AW, = [dW, =W (x))~We(x)) == [ Fo - dx = =AWy . (2.4.3-40)
We(x) 3

Mit W, (xy) =W - A-xy =(D-E/2)- A-X =(D- A)* - x, /(26 - A) = 0% - x, /(2 - A) folgt
2 —_—
AW, = Q" -(x—x)

: (2.4.3-41)
2-¢-A
X2 2 X2 2
_ _ 0 07 (xp-x)
AW e = IFe ~dx = EWWE Idx Y AW, . (2.4.3-42)
X1 X1

Mit der duBBeren Kraft F wurde in Bild 2.4.3-10 die el. geladenen rechte Elektrode von der
linken um den Weg Ax = x, - x; wegbewegt gegen die anziehende (bremsende) elektrische
Kraft F, < 0. Dabei wurde die mechanische Arbeit AW, < 0 verrichtet, also dem System
zugefiihrt. Daher ist sie gemidll dem VZS negativ! Wegen AW, = -AWy,e. ist diese mech.
Arbeit in Form erhohter elektrischer Feldenergie AW, im erhohten Feldvolumen
A-(xy—x;) des E-Felds gespeichert (Energieerhaltung im abgeschlossenen System
,Kondensator“!). Beim umgekehrten Vorgang des Anndherns der beiden Plattenelektroden
von x; — x; < Xx; bewegen sich die Platten durch die anziehende Kraft F, von selbst
aufeinander zu und verrichten dabei Arbeit AW > 0 auf Kosten der abnehmenden el.
Feldenergie AW, = -AWpe. < 0! Der Kondensator wirkt als el. Motor.
2 2

Im Q(u)-Diagramm Bild 2.4.3-11b ist W, (Q,x)= 0 = O x x als obere

2C(x) 2-¢-4
Dreiecksflache proportional zu x. Der Zuwachs bei Vergroerung des Plattenabstands ist
wegen O = konst. die schiefwinklige schmale Dreiecksflidche
0 M&x Q-0 A& Q-E-MAx Q-fu
2.¢-4 24 2 2
Bei x-Vergroferung steigt W, bei O = konst. gemédl} dieser Dreieckfliche. Die in x-Richtung
bremsende (negative) Kraft F. ist proportional zur negativen Zunahme von W¢:
F,=-0W,(0,x)/ox <0, im Q(u)-Diagramm F, =—-AW,/Ax, was gemill (2.4.3-44) mit
(2.4.3-36) tlibereinstimmt.

AWy _ Q-Mu_ Q-AQ/C)_ Q*-A1C)_ Qa4 _ O°
2

(2.4.3-43)

AWe(an) =

Fy=-""e = - (2.4.3-44)

Ax 2. Ax 2. Ax 2. Ax 2.6-A-Ax

b
¢4

2.4.4 Magnetische Energiedichte wy,
Durch elektrischen Gleichstrom / UND magnetisierte Materie (magnetische Polarisation Jy

mit B = ,uoﬁ + jM (H)) werden statische Magnetfelder B erregt, die im von ihnen erfiillten
Feldraum V die magnetostatische Feldenergie W,, speichern. Bei einer Anderung von / indert
sich H und damit i. A. auch J M (HA) und B. Die differentiell kleine Anderung der
magnetischen Energiedichte wy, = dWy,,/dV ist (ohne Herleitung!)

dw,, = H(B)-dB (2.4.4-1)
und flihrt fiir bestimmte Werte / und Jy; iiber das zugehorige B, H auf die Energiedichte

B
wo, (H,B) = j dw,, = j H(B)-dB' fir 0<B<B. (2.4.4-2)
0

Es sind i. A. anisotrope, nichtlineare, hysteretisch magnetisierbare Werkstoffe in
Verwendung. Thre Stoffwerte (Permeabilititen) haben eine Hysterese, wie z. B. kaltgewalzte
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Transformatorbleche mit magnetischer  Vorzugsrichtung in  Walzrichtung.  Fiir
Wechselfeldanwendungen treten daher Hystereseverluste auf, weshalb man sich bemiiht,
solche Werkstoffe mit moglichst schmaler Hystereseschleife herzustellen, die daher in (2.4.4-
3) vernachldssigt ist.

Moy () 1, (H) a1, (H)

BUH) = | pry () pty, (H) oy (H) |-H = fi(H) - H (2.4.4-3)
U (H) g (H)  p. (H)

Fiir den Sonderfall linear magnetisierbarer Werkstoffe gilt

Hxx /uxy Hyz

BUH)=| ttye Hyy pye |-H=ji-H. (24.4-4)
Hzx :uzy Hzz

Im speziellen Fall u,, = u,, = p,, = pi o, = pi = p, =0 folgt aus (2.4.4-2)

Wy (B,H) = BH . (2.4.4-5)

Im noch spezielleren Fall isotroper nichtlinearer Werkstoffe (Kennlinie Bild 2.4.4-1a)
fo (H) = g1, (H) = g1, (H) erhalten wir mit dw,, = H(B)-dB wegen BT H

B B
Wy (H,B)= [H(B")-dB'= [ H(B')-dB. (2.4.4-6)
0 0
Die Flache zwischen der B-Achse und der H(B)-Kurve in Bild 2.4.4-1a ist die magn.
Feldenergiedichte wy,, zum Wertepaar (B, H).

s dw
B | m B 4 dW
dB dB |
0 ’ ;
0
! Gleiche > H
Dreiecksflache W, = W:n =B-H/2
a) b)

Bild 2.4.4-1: B(H)-Kennlinie eines isotrop magnetisierbaren Werkstoffs ohne Hysterese a) nichtlinear, b) linear.

Fiir den Sonderfall des isotropen, linear magnetisierbaren Werkstoffs (Bild 2.4.4-1b) gilt
wegen B=u-H, u=konst., BTTH

B B 2
~ = 1 B B-H
wo, (H,B) = j H(B')-dB' =— j B -dB =—="" (2.4.4-7)
0 Ho 2p 2
und stellt die Dreiecksfliche zwischen der B-Achse und der H(B)-Geraden in Bild 2.4.4-1b
zum Wertepaar (B, H) dar.
Der gesamte vom magn. Feld erfiillte Raum mit dem Volumen V ist der Ort der dort verteilten

Energiedichte wy, und fiihrt tiber Integration mit dem differentiellen Volumen dV = dA-ds
zur gespeicherten magn. Feldenergie

Win = [ W (H,B)-dV = [w(V)-dV . (2.4.4-8)
V V
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Wir betrachten als Beispiel eine vom el. Strom i stromdurchflossene Spule mit N Windungen.
Aus (2.4.4-8) folgt

B B
W =|[H(B)-dB'"-dV = §[[H(B')-dB'-dA-d5 fiir 0< B<B. (2.4.4-9)
Vo C40
Wir spannen das Volumen V' ldngs einer geschlossenen B-Feldlinie mit der Kurvenform C
(differentiell kurzer Tangentenvektor ds) auf, auf die normal das differentiell kleine
Flichenelement d4 mit dem Flichennormalenvektor d4 11 ds steht. Durch Integration iiber
die Querschnittsfliche 4 des Feldraums ldangs der Integration iiber die Kurve C wird das
gesamte Feldvolumen erfasst. Dabei ist @ = I B-dA der magnetische Fluss durch diese

4
Flache 4. Wir nehmen vereinfachen an, dass die N Windungen so eng beieinander liegen, dass

ihre el. Durchflutung @ = N -i von allen B-Feldlinien umschlossen wird. Somit ist der magn.
Fluss mit allen N Windungen gleichermalen verkettet. Wir definieren daher die magn.
Flussverkettung ¥ = N - @ . Mit dem Ampere-Durchflutungssatz @ = N -i = §ﬁ -ds folgt:

c

B B ¥ ¥

W, = IMH(B')-dg-dE'-dZ = ”N-i-dé'-dz = J'i-d(N-J.E’-dE} = ji-dav' (2.4.4-10)
A40C 40 0 A 0

Wir erkennen in Analogie zur der elektrostatischen Energie, dass die Energiedichte wy, aus

dem B(H)-Diagramm abgelesen werden kann (w, aus dem D(E)-Diagramm!), und die Energie

W wegen B < ¥, H < i aus dem ¥(i)-Diagramm (W, aus dem O(u)-Diagramm!). Denn es
entsprechen einander
‘]’=N-.[1§-d;1 und sz;ﬁ-d;l bzw. i:i§ﬁ-d§ und u =IE-d§.
N
A A c l
Daher ist gemil (2.4.4-10) die Flache zwischen der ¥-Achse und der i( #)-Kurve die magn.

Feldenergie W, zum Wertepaar (i, ¥) in Bild 2.4.4-2. Die Flache zwischen der i-Achse und
der Hi)-Kurve nennt man magn. Erginzungsenergie W,,* (,,magn. Ko-Energie*), und es

gilt daher W, + WI: =Y -i. Es bestehen die Abhingigkeiten W, (¥') und W;l @@).

W (%) T‘(*f") gwi| I O i
= YA * ¥ =L-i
" 0 ajyf* W, d¥]
T \ > —
0 di \ ‘ >
. w> /10
W ; .r .t EW * l
, W)= [#(0)- i 3 Wi + W =W -i
> 0 e /"'m
a) Wi+ W= 0 by T -

Bild 2.4.4-2: ¥(i)-Kurve einer Selbstinduktivitit L = ¥/ i ohne Hysterese a) nichtlinear, b) linear.

In Bild 2.4.4-2b ist der Sonderfall des linear magnetisierbaren Werkstoffs ¥ = L-i mit L =
konst. dargestellt.

' ¥ o 5[,2
Wi (F) = [i(#")-d ' = IT'MN:E fir 0S¥ <¥. (2.4.4-11)
0 0
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L-i’

i i
W) = [¥(i")-di’ = [ L-i"di' = S fir 0<i'<i. (2.4.4-12)
0 0

Die Kurve ¥ = L-i in Bild 2.4.4-2b als Diagonale halbiert das Rechteck mit der Fliche ¥- i
in zwei gleiche Dreiecksflachen W, und W,*, denn es gilt

w2 (LD Li* .

AR W, (). (2.4.4-13)
Eine hdufige Anwendung bei elektromechanischen Wandlern ist das Magnetfeld zwischen
zwei magnetisierten Eisenpolflichen 4 (Bild 2.4.4-3a). Ein z. B. C-formig gebogener
Eisenkern bildet zwischen den beiden Polflichen die Luftspaltweite 6. Eine um den Eisenkern
gewickelte, mit dem Strom i durchflossene Spule mit N Windungen erregt das Magnetfeld H,
das im Eisen Hp. und im Luftspalt H;s betragt, wiahrend die magnetische Flussdichte B (bei
gleichem Luftspalt- wie Eisenquerschnitt 4) im vereinfachten Fall eines homogen verteilten
Felds in Eisen und Luft identisch ist: up, - Hp, = Bp, =@/ A= By = uy - Hg. Die beiden
Polschuhe 1 und 2 stehen unter mechanischer Spannung der sich gegenseitig anziehenden
magnetisierten Eisenfldchen, die als N- und S-Pol wirken. Im ,,Fernwirkungsmodell* wirken
diese Magnetkrifte sofort (instantan) iiber die Luftspaltweite ¢ hinweg. Tatsdchlich aber wird
diese Kraft lokal durch die wie ,,Gummischniire“ ziehende Kraftwirkung F,, des
magnetischen Felds Bs zwischen den Polschuhen als ,,Maxwell“scher Zug p., vermittelt.

Fn=pm- -A=(Bs-Hs/2)-A. (2.4.4-14)
Dabei ist der Ausdruck wy, = By -Hg /2 die magn. Feldenergiedichte im Luftspalt. Dieses

Wm (W) =

,Nahwirkungsmodell“ beriicksichtigt korrekt, dass sich bei einer Anderung des
Magnetisierungszustands z. B. eines Pols die Kraft iiber die Feldwellenausbreitung maximal
mit Lichtgeschwindigkeit dandern kann, also nicht ,,instantan®. Haufig ist das Eisen nur mafig
gesittigt (Br. < 1.7 T), so dass pp, >> pq ist. Dann ist Hp, << Hg bzw. Hg, =0, so dass
die magn. Energiedichte im Eisen nahezu Null ist. Die magnetische Feldenergie W, ist
folglich (fast) zur Génze im Volumen 4-d des Luftspalts gespeichert.
oA 2 2

-H B
Wm:J.wm-dV z“.wm-dx-dA:'uO—S-A-é'z—S-A-é'. (2.4.4-14)

2 2 Ho o

V HFe <<H5 00

Die el. Spulendurchflutung erregt ldngs der geschlossenen Kurve C =sg,+J nur den
Luftspalt ® = N -i = Hg -6, denn mit sg, als B-Feldlinienldnge im Eisen (Fe) ist

Ni=§H-ds=Hp spe+Hs 0~0-spc+Hg -5 =Hg 5.

2.4.4-15
z ( )
[// " dWei :ldW
A "4 l(w x2)
@ / ! dW h 4 ( )
x’o i(y, x,
B, /4 A=b-1 i
/// . i xz b xl
T/ & u l L(x) 0 > i
N-i 6 Eisen 0 i = konst
a) ! b) C c) :

Bild 2.4.4-3: a) Magnetfeld zwischen zwei magnetisierten Eisenpolflichen 4 im Abstand J = x, b) Speisung der
Spule aus einer Spannungsquelle u, ¢) y(i)-Diagramm der Spule fiir den allgemeinen Fall eines iiber den
Luftspalt dominierenden nichtlinearen Eisens und zwei Luftspaltweiten x; > x,. Wegen Ax < 0 ist L, > L.
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Mit dem Magnetfluss @:J-E-dﬁ:BS-A:BFe-A:Y’/N und mit Hs=B;5/u,
A

Hyg, = Bp, / pp, = Bs | g, << Hg folgt Hg, =0, Bs = 14y - N -i/ 6 und daraus die
Selbstinduktivitdt L des Eisen-Luftspalt-Kreises

L:T/i:N-cD/i:N-BS-A/i:,uONzA/é'. (2.4.4-16)
Der Ausdruck (2.4.4-11) W, (¥) = p? /(2L) wird durch (2.4.4-14), (2.4.4-16) bestitigt.

2 2 2 2 2
W=D g g N B 5 P 5 Y Nagls. (2.4.4-17)

Wie im elektrostatischen Fall kann auch hier im magnetostatischen Fall die Berechnung von
F, als Anziehungskraft zwischen den beiden Polen {iber eine ,,Energiebetrachtung® mit dem
Prinzip der virtuellen Verschiebung erfolgen. Es wird die Anderung aller im System
,stromdurchflossene Spule* vorkommenden Energien bei einer gedachten (= virtuellen)
Verschiebung s = dx der beiden Polfldchen betrachtet, wenn sich also nur 6 = x, aber nicht i
oder  in der Spule dndert. Wegen der x-Anderung éndert sich L(x) (2.4.4-16) und damit die
magnetische Energie. Daher ist ¥ zeitlich verdnderlich, so dass der Kleinbuchstabe
verwendet wird. Wird die Spule aus einer idealen Spannungsquelle gespeist (Innenwiderstand
ist Null) und wird der ohm’sche Widerstand der Spule R vernachléssigt, so treten an der Spule
nur die #duBere Spannung u und bei Anderung von w gemiB dem FARADAY schen
Induktionsgesetz die induzierte Spannung u; auf.

R=0: u+tu;=R-i=0->u—-dy/dt=0—->u=dy/dt. (2.4.4-18)
Die elektrische Arbeit der Spannungsquelle dW, an L(x) wird aus der elektrischen Leistung
Pel(t) =u(t)-i(t) ermittelt.

AWy = pey - dt =u-i-dt =‘;—Vt’.i.dz —i-dy (Bild 2.4.4-3¢). (2.4.4-19)

Mit yy =y +dy , Wy o =Wy +dWy,, Wy 5 =Wpy  +dW,, folgt
i-dy =Wy —Wn)+ (W;’Q - W;’I) =dW,, + a’W;1 . Es bestehen die Abhdngigkeiten

Wa(x,¥) und WI; (x,7). Die elektrische Arbeit der Spannungsquelle dWW, muss in dem
abgeschlossenen System gleich der Anderung der gespeicherten magn. Feldenergie dW,, und
der von der Kraft F}, verrichteten mechanischen Arbeit F,, - dx sein.

AWy =dW, +F, -dx=dW, +dW, = F, -dx=dW, = F, =W, (x,i)/ox  (2.4.4-20)
Die magnetostatische Kraft Fy, wird bei Verwendung der beiden unabhingigen Variablen i, x

aus der partiellen Anderung der magn. Ko-Energie W,,* mit x berechnet! Die Abhingigkeit
W, (x,¥) folgt auch aus

AWy, =dWy —Fy -dx=i-dy —F, -dx=> W, =W, (v.,x), (2.4.4-21)
denn das vollstindige Differential der magnetischen Energie ist

oW, ow,
AW, (v, x)=—"-dy+—"-dx=i-dy — F,, -dx. (2.4.4-22)
oy ox
Der Koeffizientenvergleich ergibt die alternative Kraftformel mit W,,.
. oWy (v, oW, (v,
i= m—(wx), F, = _M. (2.4.4-23)
oy ox

Der Wechsel von der unabhingigen Variablen y auf i erfolgt wie im elektrostatischen Fall
iiber die LEGENDRE-Transformation und bestitigt (2.4.4-20).

dly -iy=dy-i+y-di=dW,=dy-i)-y - -di-F, -dx. (2.4.4-24)
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* *

d(y -i)—dW, =dW, =y -di+ F,, -dx = azm -di + ang dx =W =Wo(i,x)  (2.4.4-25)
1 X
W) g W) (2.4426)
Oi Ox

Bei Verwendung der unabhingigen Variablen yw wird Fy, aus W, (mit NEGATIVEM
Vorzeichen) berechnet, bei Verwendung von i aus W, * (mit POSITIVEM Vorzeichen)!

Beispiel 2.4.4-1: Magnetfeld zwischen zwei Polschuhen (Bild 2.4.4-3a).
Daten: b=/=5cm, 6 =1 mm, N=500,i=1 A.
Nehmen Sie an, dass das Eisen ideal magnetisierbar ist: up, — . Berechnen Sie die

FeldgroBBen, die Spuleninduktivitit, die Magnetkraft, die Feldenergie und die
Feldenergiedichte!

Losung:
Hs=N-i/8=500-1/10" =500 kA/m, By = pigHs = 47-107" -0.5-10° = 0.628 T,
L=uyN*A/5=4r-10"-500-5%-107*/107 = 0.785 H,
W, =L-i*/2=0.785-12/2=039), A=b-1=25-10"m?,
po_ W 0yP_ vl oy’ (N-ByA) BiHyA

" ox ox 2L 2,uON2A ox ZyONZA 2,uON2A 2
w,, =0.628-500-10° /2 =157 kl/m*, F, =25-107*.157-10° =392.5N..

=-wp, -4

m

Wird bei der Kraftberechnung iiber die virtuelle Verschiebung die falsche Formel fiir Wy,
gewihlt, ist auch die berechnete Kraft F,,, FALSCH, wie am Beispiel der Magnetkraft
zwischen zwei ideal magnetisierten Polen aus Bsp. 2.4.4-1 gezeigt wird. Aus den Daten der
Polfliche A, der Luftspaltweite x und der Spulenwindungszahl N folgt die x-abhingige

Selbstinduktivitit L(x)= yyN°A/x. Statt W, (¥,x)=%¥?/(2L(x)) wird filschlich der
Ausdruck W, (i,x) = L(x)- i2/2 gewdhlt. Damit ergibt sich die Magnetkraft mit falschem
Vorzeichen, so dass die Polflachen sich abstoflen miissten:

COWp(ix)  pgN’4-i* 0(l/x)  pgN°4-i’

Falsch: F, = >0.
ox 2 ox 2x2
Richtig wird die bei i = konst. mit 1/x* abnehmende Kraft iiber W, mit
Foo WX v oo _ ¥ L@t N4t
ox 2ugN?A X 2u,N*4  2uyN*4 2x?

negativ, also anziehend berechnet. Wenn mit dem Ausdruck L(x)-i 22 gerechnet werden

soll, so muss beachtet werden, dass dies die magn. Ko-Energie ist W;l (i,x)=L(x)-i 2 /2. Mit
(2.4.4-26) folgt richtig

o W (i,x) _ poN>4-i* 0(1/x) _ pyN>4-i?
R 2 o 2x2

Bei der falschen Rechnung erhélt man (wegen der hier linear angenommenen Verhiltnisse)

zwar denselben Kraftbetrag, aber das falsche Vorzeichen. Es wird anstelle einer anziehenden

eine abstoBende Kraft berechnet!

Im Folgenden wird (2.4.4-23) im ¥(i)-Diagramm in Bild 2.4.4-4a bei VergroBerung des

Polabstands bei eingepriagtem Fluss und damit konstanter Flussverkettung betrachtet.

<0.
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Dies ist der Fall bei kurzgeschlossener verlustloser Spule gemill R = 0 wegen u =dy /dt =0

und fiihrt deshalb auf ¥ = konst. trotz Anderung von x. Fiir die Kraftformel (2.4.4-23)
F, =—-AW, / Ax zeigt Bild 2.4.4-4a AW, =¥ -Ai/2>0 als Dreiecksfliche. Der Strom

muss zunehmen Ai >0, damit trotz groerem Polabstand ¥'= konst. bleibt.

¥ A  N-Bs-A Ai Bs-A AN-i) By Hj
(A N-By-A A . __ A=—p_ A (24427
mT) Ax 2 Ax 2 Ax 2 Prm,x ( )

Die Kraft ist wegen Ai ~ Ax konstant. Gemdal Bild 2.4.4-4a ist bei Ax =x, —x; >0 auch
AW, >0,sodass F,, =—AW,_, / Ax < 0 negativ ist.
In Bild 2.4.4-4b ist nun der Spulenstrom i = konst. konstant eingepragt aus einer idealen
Stromquelle. Es wird die Ko-Energie zur Kraftberechnung (2.4.4-26) F, = AW; / Ax
verwendet. Es muss die Variable i konstant gehalten werden, was hier ohnehin der Fall ist.
Bild 2.4.4-4b zeigt AW;1 =i-A¥ /2 <0 als abzuziehende Dreiecksfliache, da bei konstantem
Strom i die Flussverkettung bei zunehmendem Polabstand abnimmt: AY¥ < 0. Aus (2.4.4-26):
A¥Y i AL . % p-A-N?AQx)  (NiJx)PeugA-Ax HEpg - A
" a2 24 o 24 T2
Fm:—((88-HS)/2)-A:—pm’X-A~1/x2. (2.4.4-28)

<0

AW, =¥ -Ai/2

= =i ] v
T %= konst %"‘l("")/"/ sl Y =LG) ] |AW = A il 2
il ;
4

ey =xy + x>y o (S,

¥ =L(x,)-i
Xy =X +Ax > x;

Ax=x,-x,>0

4
'a
E EAx=.7C2—xl>0
)
!
]
]
1
1

|
)
)

i 3 =50 E AY =¥, ¥ <0
i 1

00 ': ': =.i O :I »
I ) 0 i = konst.
a) b)

Bild 2.4.4-4: Zu Bild 2.4.4-3a: VergroBBerung des Polabstands 6 = x von x; auf x, > x;. a) Eingeprigte
Flussverkettung % = konst.: Die magnetische Feldenergie zwischen den beiden Polfldchen A erhoht sich dank
des vergroBerten Volumens 7 und konstantem Bj. Die Kraft ist konstant. b) Eingeprégter Spulenstrom i = konst.:
Die magnetische Feldenergie zwischen den beiden Polfldchen A verringert sich trotz vergrofertem Volumens V,
weil B; sinkt. Die Kraft sinkt ~ 1/x°.

Beispiel 2.4.4-2: Das Magnetfeld zwischen zwei Polschuhen (Bild 2.4.4-3a) wird {iber eine
Spule erregt, die mit i = I = konst. durchflossen ist (Speisung aus idealer Stromquelle). Der
Polabstand wird vergroBert von x; auf x, > x;, so dass die Spulenflussverkettung abnimmt um
AY = ¥ — ¥ < 0. Der Eisenkern ist ideal magnetisierbar up, — o0, so dass gilt:

L(x)=yyN 24/ x . Geben Sie fiir den Vorgang x; — x; die Energiebilanz an!

Losung:
Die el. Arbeit der Stromquelle ist im VZS negativ, d. h. es wird ihr AW, zugefiihrt.

¥ (xp)=¥, Q) 1 1
MWy= [i-d¥=1-[d¥=1-F =) =1" (L))~ L) =17 - g -NZA-(———j<O
¥ ()= # Xy X

Die magn. Ko-Energie enthilt x und i als Variable. Es muss i konstant gehalten werden, um
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die Magnetkraft F\, mit (2.4.4-26) zu ermitteln. Fy, ist in positiver x-Richtung gezéhlt eine
negative Kraft und wirkt daher anziehend zwischen beiden Polen.

2 * 2 2
ox ox 2 2
* 2 2
Fm(x):an:’uo A-(N-I) 'a(l/x):_yo A-(N-1I) <0.
Oox 2 ox 2x2

Gegen die anziehende Magnetkraft muss eine duflere Kraft /' die Pole auseinander ziehen. Die
damit verbundene mech. Arbeit wird von aulen am System verrichtet und ist im VZS negativ.

% aw e AN 1)
= [Fu)-de= [P e [awy, =woy -y =20 AODT LT
dx 2 X X1

AW,

mec

X X W;ﬂ
Das Feldvolumen (Luftspaltvolumen Vs = &4) nimmt zwar linear mit 6 = x zu, aber die
Flussdichte nimmt hyperbolisch mit 1/x ab, daher die Energiedichte wy, quadratisch 1/x% so
dass die im Luftspaltvolumen gespeicherte magn. Feldenergie Wy, = wy, - Vs sinkt.

Wi (x2) 5 ) 5
. w I (L(x,)—-L(x
AW, = deszm(xz)_Wm(xl)zsz _2L1 _ ((22) (1))<0’
Wi () (x2)  2L(x))
A(N-D* (1 1
AWm:M.(———J<O = AWGIZAWmeC+AWm<O.

Fazit: Der Polabstand nimmt von x; nach x, zu, indem gegen die anziechende magn. Kraft Fi,
von auflen mit /' am System mech. Arbeit verrichtet wird, daher im VZS: AWy, < 0! Auch
die im B-Luftspaltfeld gespeicherte magn. Energie Wy, sinkt wegen i = konst.: AW, < 0! Im
betrachteten abgeschlossenen System nimmt die Stromquelle die Summe AW, + AW, als el.
Arbeit AW, auf: AW, <0 (Bild 2.4.4-5)! Das System arbeitet als el. Generator.

Wei(x) 4 (N )% e W, ee), W (%) 4
X

Wcl (x) =

~~~
=
~
e
i
(=)
b

Well

’AWel =Wep = Wenn <0‘

W W

mecl, " ml

WmecZ, Wm2

0 1 1 - 3 ! >

0 1 X X OO Xy Xy 57
Bild 2.4.4-5: Zu Bild 2.4.4-3a: VergroBerung des Polabstands 6= x von x; auf x, > x;. Links: An der Stromquelle
verrichtete el. Arbeit. Rechts: Die an den Magnetpolen verrichtete Arbeit ist gleich gro8 wie die Abnahme der
magn. Feldenergie im Luftspalt.

Wmec (x) 2 Wm(x)

P AW, >0
>

‘AWmec = Wmecl _Wmecl > O‘ “l

I|AWm =Wy — W >0

X1 X AWmec >0

b)
Bild 2.4.4-6: Zu Bild 2.4.4-3a: Verkleinerung des Polabstands 6 = x von x; auf x, < x;. a) Die von den
Magnetpolen verrichtete Arbeit ist gleich gro8 wie die Zunahme der magn. Feldenergie im Luftspalt. b) Die

Stromquelle liefert die el. Energie fiir die verrichtete Arbeit und die Zunahme der magn. Feldenergie.
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Beispiel 2.4.4-3: Wie Bsp. 2.4.4-2, jedoch wird der Polabstand verkleinert von x; auf x; < x;.
Geben Sie fiir den Vorgang x; — x; die Energiebilanz an!

Losung:

Es ist nun L(x,)> L(x;). Der Polabstand nimmt von x; nach x, AB, indem das System {iber
die anziehende magn. Kraft F,, mech. Arbeit verrichtet, die daher im VZS als AW > 0
positiv ist. Auch die im B-Luftspaltfeld gespeicherte magn. Energie W, STEIGT mit L wegen
i = konst.: AW,, > 0! Die Stromquelle gibt die Summe AWy, + AW, als el. Energie AW, AB:
AW > 0 (Bild 2.4.4-6)! Das System arbeitet als Motor.

Beispiel 2.4.4-4: Wie Bsp. 2.4.4-2, jedoch wird trotz vergroflerten Polabstand x, > x; die
Spulenflussverkettung durch Stroménderung konstant gehalten: ¥ = konst. (Bild 2.4.4-7) und
damit auch die Magnetkraft. Geben Sie fiir den Vorgang x; — x; die Energiebilanz an!
Losung:

Wegen ¥ = konst. sind By = konst. und wy, ~ (Bs)* = konst., so dass mit steigendem x (=
zunehmendes Luftspaltvolumen V) Wy, zunimmt, da fiir ¥ = konst. der Spulenstrom i prop. x

erhoht werden muss: x, > x; : W, (¥,x,) > W, (¥,x;) . In gleicher Weise nimmt Wr; zu (Bild

2.4.4-7) Wr; (1y,%p) > Wr; (i,x) . Die el. Arbeit AW, an der speisenden Stromquelle ist Null:
¥ =konst.:dy =0,dW, =i-dy =0= W, =konst. = AW, =W, -W, =0.

TA 5[/ = L(x )l yjn = L( ) i
T 1 ¥ = konst. &
- s / / /?’ L(xy)-i
W) W =)~ Wn(¥,x2) ; ® /[
§x2:x1+Ax>x1 o //
| o /4
| 7
Wi (i1, x1) l : N-i X  Hg. =0
0 — 0 ———
0 ;' i 0 oo

Bild 2.4.4-7: VergroBBerung des Polabstands & = x von x; auf x; > x; bei ¥'= konst.: Im ¥(i)-Diagramm ist die
Erhéhung von W, und W, * als Dreiecksfliche ¥-(i; - i1)/2 bei i, > i; sichtbar.

Die dem System von auflen zugefiihrte mech. Arbeit AW, < 0 wird in erhohter Feldenergie
AWy > 0 gespeichert! Wenn fiir die Magnetkraftberechnung W, verwendet wird, so dass die
oW, (¥,x)

zweite Variable y ist, muss diese konstant gehalten werden: F, =— P <0. Diese
X
. 5 Bi-A
Kraft ist wegen pm x ~ (B5)” = konst. ebenfalls konstant: F, =— 5 , siche (2.4.4-27).
Ho
X2
AWy =0 = AWy + AWy = AWy =—dWpoe = AW = [ Fyy -dix = —M

X

X2
di == [ AW,y =Wy =Wyy) = =AWy,

1

X2 X2
bzw. AW, oc = .[Fm -dx = —deVm
X

Zusammenfassung:
Bei ppr. — o sind die parallelen Eisenpole mit ihrem Bjs-Luftspaltfeld die Entsprechung zum
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Plattenkondensator mit homogenem D-Plattenfeld. Daher treten analoge Energiebilanzen und
Feldkrifte auf, wobei einander die Groflen N-/ und U, L und C, g und & sowie % und Q
entsprechen. Die Pol- bzw. Plattenverschiebungen a) in x-Richtung (Léngsrichtung) und b)
seitliche Pol- bzw. Plattenverschiebungen (in Querrichtung) fiihren auf vergleichbare in x (a)
nichtlineare und b) lineare Formeln fiir die Kréfte F, bzw. Fy, und auf analoge Energie-
bilanzen. Die Krifte F. bzw. Fi, bei Querverschiebung (Fall b) werden in Kap. 5 fiir F.
behandelt. Elektromagnetische Wandler mit Magnetkriften F\,, an magnetisierten Eisenteilen
haben bei Léngsverschiebung der Polflichen gemiB3 Beispiel 2.4.4-1 ein nichtlineares
GroBsignal-Verhalten Fy, ~ 1/x%, siehe Kap. 7: Wandler ,, Typ 1. Haufig werden sie in einem
Arbeitspunkt x = xo = konst. mit kleinen Abweichungen Ax/xy << 1 betrieben. Dieses
(linearisierte) Kleinsignalverhalten wird ebenfalls in Kap. 7 behandelt. In gleicher Weise
verhilt sich ein plattenlingsverschieblicher kapazitiver Wandler F, ~ 1/x* (Kap. 7: ,,Typ 3%).
Wandler mit seitlicher Pol- bzw. Plattenverschiebung, als kapazitiver Wandler ,,Typ 4 in
Kap. 7 benannt, haben ein lineares GroBsignalverhalten: F, = konst. Auch elektrodynamische
Wandler mit einer bewegten Spule im Magnetfeld, (in Kap. 7 ,,Typ 2 genannt) haben ein
lineares Grofisignal-Verhalten Fy, = konst. Sie entsprechen aber im physikalischen Aufbau
nicht den linearen magnetischen und kapazitiven Wandlern ,,Typ 4.

Ein Sonderfall ist die magnetische Energiedichte wy, in hartmagnetischen Materialen. Wir
betrachten geméll Bild 2.2.2-1b Bm(Hwm)- und Ju(Hwm)-Hystereseschleifen eines Selten-Erd-
Dauermagnetmaterials mit linearer By(Hwm)-Kennlinie im 2. und 4. Quadraten der By-Hw-
Ebene (Remanenzflussdichte Br = Jr = J;, Koerzitivfeldstarken Hcy und Heg, Bild 2.4.4-8,
unten Mitte). Wir ndhern die Jy(Hwm)-Hystereseschleife durch ein Rechteck mit der Hohe 2Bg
= 2Jr und Breite 2Hcy an. Mit By = uoHy + Jy (Hyy) wird die By(Hw)-Hystereseschleife als
Trapez erhalten (Bild 2.4.4-8 oben links). Wir bestimmen die magn. Feldenergie in einem
quaderformigen Permanentmagnet mit der Grundfliche Ay und H6he Ay in
Magnetisierungsrichtung. Er ist in einem mit einer Spule (el. Durchflutung @ = N4)
versehenen Eisenjoch (upe — o) als ,,Magnetisierjoch® eingebaut (Bild 2.4.4-8, unten links)
und ist zunichst unmagnetisiert. Uber die Durchflutung @ wird ein Magnetfeld H, > Hcy
erregt, so dass der Permanentmagnet (PM) entlang seiner Neukurve remanent aufmagnetisiert
wird von (Bum,Hy) = (0,0) in den Arbeitspunkt (Bs,Hs). Werte Hy > Hcy sind reversibel, so dass
zumindest bis H; = Hcy aufmagnetisiert werde muss. Im FEisen ist Hg. = 0. Der
Durchflutungssatz ergibt j;FI dS = Spe Hpe + - Hy =Obzw. Hy =0/ hy =H, und
c

By = pgH + I\ (H) = uyH + Jg = B . Die dabei in das System eingebrachte magnetische
Feldenergie ist wegen Hp. = 0 im PM gespeichert als Wy = wwiVm (Vm = Amhnv) mit
wyy = BoH, /2 (Bild 2.4.4-8 (1)). Wird nun der Strom in der Spule ausgeschaltet, ist Hy = 0.
Daraus folgt By = 1y -0+ Jy(0)=Jg = Bg . Die im PM verbleibende magn. Feldenergie-
dichte wyy, = BRH /2 =JrHc;/2 (Bild 2.4.4-8 (2)) ergibt die ,,Aufmagnetisierungsenergie®
Waa = wvpVum - Mit der duBeren Kraft 7 wird nun der verschiebbare Teil des Eisenjochs um
den Luftspalt o nach oben gezogen. Der Durchflutungssatz liefert o - Hg +hy - Hy =0 =0,
und mit By = poHy +Jg = By folgt By = —uyH\yhy /0 . Diese Luftspalt-Arbeitsgerade liegt
im 2. und 4. Quadranten der (By, Hy)-Ebene (Bild 2.4.4-8 (3)) und legt im Schnittpunkt mit
der Bm(Hwm)-Magnetkennlinie den magnetischen Arbeitspunkt 3 des PM fest. Mit
JR ‘ hM _ BR N hM

BSZ_(BS_JR)'hM/é‘:BS:é‘_l_h §+h .
M M

(2.4.4-29)
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Je groBer die Magnethohe /1y im Vergleich zur Luftspaltweite Ay, /0, desto groBer ist die
vom PM erregte Luftspaltflussdichte By, die bei ¢ =0 maximal wird: B, = Br. Wegen
By < B bei ¢ >0 ist der PM von 2 nach 3 reversibel entmagnetisiert. Dabei hat die magn.
Energiedichte Awyjy3 =(Bs—Br)-Hy/2>0 im PM (Bs — B <0, Hy <0!) zugenommen.
Die magn. Energiedichte Awsy3 = B;-Hg/2>0 ist im Luftspaltvolumen gespeichert. Im
System ist dadurch die magn. Energie AW, = AW\3 + AWspz3 = AWyl + AWsnsVs

zusitzlich gespeichert. Sie ist gleich der am System liber F verrichteten Arbeit W,,ec aygen » UM
den Luftspalt dherzustellen.
A B A A
BM E=0 = BM (3) BM AWM23 > 0
) o wypi >0 R :jH(B )-dB B 1 Luftspalt §gedffnet
e s 0 =6 mit duBerer Kraft F
magnetisieren y 2
mit Strom & Strom aus: Awyog
bis H\ BR @= 0, R
H,=0 53
—Hcp 4
Hs H M
Idealisierte B(H)-
—-Bgr Hystereseschleife
o
Magnetisierjoch 't B 7 T F
\F> / JylHy) x X
7 B| Magnetisier- B S I 7 B
Magnet 1\/ \\ spule / LA lﬂ{J: i B
—Hey| AHep Hy Hy 5
b I sNNpe b,
@=N-i

A -
PSR
Bild 2.4.4-8: (1) Aufmagnetisierung eines Permanentmagnets PM mit (vereinfacht) rechteckformiger Jy(Hy)-

Hystereseschleife (z. B.: Ferrit- oder Selten-Erd-PM) iiber eine Magnetisierspule @, (2) Einstellen der Remanenz
als magn. Arbeitspunkt des PM, (3) Magnetisierung der Luftspaltweite ¢ durch den PM.

Beispiel 2.4.4-5: Berechnen Sie die Kraft 7' zum Einstellen einer Luftspaltweite x

a) aus der Anderung der magn. Feldenergie,

b) mit den Maxwell-Spannungen.

Bestimmen Sie die mittlere Kraft F,, auf den zwei unterschiedlichen Wegen a) und b).
Losung:

a) Die Kraft F(x) =-F, wird aus — F;,, = dW,, /dx berechnet. Mit x statt o folgt mit (2.4.4-29):

AMI’IMX ) JI% hM AWM23 _i

AMth' J}% X

AWz = , AWsp3 = , , (2.4.4-30)
2 (x+hy) 2y (x+hy) AWsz by
2 2 ;2
m M23 823 2y x+hy ) e 20t (x+ hM)2 4.

b) Fiir die Vertikalkraft F' liefert das Integral auf der Hiillfliche O um den verschiebbaren
Eisenteil, da oberhalb das Feld Null ist, nur einen Beitrag iiber die Maxwell-Zugspannung pp x
unten (Flachenanteil 4y von O), identisch mit (2.4.4-31).
B; 1 AyhyJR
F(X) = ~Fip (¥) = (P Ag) = (- Ayy) = - HDIR
21 24y (x+hyy)

(2.4.4-32)
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Die mittlere Kraft ergibt sich entweder aus (2.4.4-32) oder aus (2.4.4-31) gemilB (2.4.4-34).

19 Ayhy  JE
(2.4.4-32):F, =—|F(x)-de="MM._“R (2.4.4-33)
w 5£ 21y O+ hy
2 2
W, =Fav-5=AWm(x=5)=AMhM5- IR £, = IR (2.4.4-34)

mec,aullen 2/10 §+hM s> Layv — 2/10 5+hM
Die erforderliche mittlere Kraft F,, zur Offnung des Luftspalts ist umso groBer, je ,,stirker*
der PM (Jé 1 ist, und umso kleiner, je grofer die Luftspaltweite o ist, da mit steigender
Luftspaltweite die Flussdichte By (2.4.4-29) und damit quadratisch die Kraft F,y sinkt.

Beispiel 2.4.4-6: Vergleich der elektrostatischen und magnetostatischen Energie bzw. Kraft!
Bei ideal magnetisierbarem Eisen konnen die Feldverhiltnisse zwischen den Polflichen
analog zu jenen zwischen den ungleichnamig geladenen Elektroden eines Plattenkondensators
betrachtet werden (Bild 2.4.4-9).

\

-

E 4 229N
+ - > - - /
o - o) N > S
7 M
%—J %/—)
d d

Bild 2.4.4-9: Idealisiert homogenes Feld: links: Plattenkondensator, rechts: Magnetfeld zwischen planparallelen
Polflachen.

Bei gleichen Abmessungen (4 = 1 m% d = 1 mm) und Luft als Dielektrikum (¢ = &) bzw. als
nichtmagnetisierbares Medium (u = po) existieren folgende Beschrinkungen fiir die
Ausfiihrung als Wandler:

- Ep =40 kV/cm als Durchschlagsfeldstarke in Luft bei d = 1 mm im Homogenfeld!

Bei kleineren Abmessungen steigt Ep an, was fiir die Miniaturisierung kapazitiver Wandler
vorteilhaft ist.

- Die magn. Flussdichte im Eisen ist auf B < 1.7 T als Sattigungsflussdichte von Eisen
beschrinkt. Bei B > 1.7 T muss auch Strom fiir die Eisenmagnetisierung verwendet werden.
Die ,,Kondensator*“-Ndherung des Luftspaltfelds verliert ihre Giiltigkeit.

1) Energie im elektrostatischen Feld bei x = 0 (keine Plattenverschiebung):

2 -12 2
We(O):A-d-ng _1.1073m? . 385410 AS/(Vm)-(4-1o6)2(Xj =0.071]
m

2
2) Energie im magnetostatischen Feld:

2 2 22
WO =d-d-B- 1107 m} . —! (VS/;“)
2u 2-47-10"" Vs/(Am)
Kraft im £-Feld (Spannungsvorgabe u) und im H-Feld (Stromvorgabe i):

=39791J), W,/W,=5700 !

* 2 )
Fu=We _djed v ed u
de dx\d+x 2 (d+x)? 2
2 2 2
Fa=0=-tAw_Cuw_ 1.0 _ WO
2 2 d 2 42 d
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Foy P _d s N4 2 N4 2
m dx dx d+x 2 (d+x)2 2’
2 .2 .2 2
Fo=Oy=- o NTA LT LY W)
d? 2 d 2 d 2L d

Fa(x=0) _ W (0)

Fi(x=0)  W,(0)

Das magnetische Feld erlaubt wesentlich groBere Energiedichten bzw. Krifte bei gleichem

Volumen. Daher werden bei groBeren Leistungen bzw. Kréften bevorzugt

elektromagnetische Wandler eingesetzt! Mikro-Wandler sind aber meist elektrische Wandler.

Hier werden elektrostatische Krifte z. B. als Piezoeffekt-Krifte verwendet, weil

1) Ladungsanordnungen sich wesentlich besser miniaturisieren lassen als elektrisch isolierte
Drahtspulen-Korper,

2) bei kleinen Abstédnden im Sub-um-Bereich die Durchschlagsfeldstirke Ep deutlich erhdht
ist. Die Krifte in elektrischen Wandlern sind aber i. A. sehr klein.

Die magnetische Kraft ist um =5700 grofer als die elektrische Kraft.

2.4.5 Elektromagnetische Energie- und Kraftberechnung mit numerischen Programmen
Es werden fiir die numerische zwei- und dreidimensionale Feldberechnung unterschiedliche
Methoden zur Diskretisierung des Feldraums angewandt.

Bei der Methode der Finiten Differenzen wird die Geometrie mit einem regelméfigen Netz
diskretisiert (3D: Quader- od. Tetraederelemente, 2D: Rechteck- od. Dreieckelemente). Aus
den Maxwell-Differential-Gleichungen werden damit Differenzengleichungen fiir z. B. B, H
gebildet und fiir Vorgaben der Quellen (el. Ladungen, el. Strome) geldst. Nachteilig ist die
stufige Approximation von i. A. gekriimmten Konturflichen (3D) bzw. Konturlinien (2D), die
unterschiedliche Feldbereiche abgrenzen.

Bei der Methode der Finiten Integration wird die Geometrie dhnlich diskretisiert, aber die
Maxwell-Differential-Gleichungen werden mit ihren Operatoren rot: V x(.), div: V(:), grad:
V(.) weiterhin als Differentialoperatoren-Gleichungen gefiihrt, die auf zwei zueinander um
eine halbe Gitternetzteilung verschobenen Gittern formuliert werden.

Bei der Methode der Finiten Elemente wird die Geometrie mit einem 1. A. UNregelmifligen
Netz diskretisiert, das z. B. in 3D aus Tetracdern und 2D aus Dreiecken besteht. Dadurch
konnen die Konturflichen bzw. Konturlinien der realen Geometrie BESSER angenéhert wird.
Anstelle der Maxwell-Differential-Gleichungen wird iiber den Lagrange-Formalismus (Kap.
4) das zugehorige Variationsproblem der ,,minimalen Wirkung® formuliert. Damit wird z. B.
das Vektorpotential 4 in den Knoten (Ecken der finiten Elemente) und daraus mit linearen

oder quadratischen Interpolationsfunktionen das Feld B gemal B=rotd=Vx A annihernd
(abhéngig von der Feinheit der Diskretisierung und der numerischen Auflosung) berechnet.
Eine weitere, weniger hiufig verwendete Methode ist die Boundary-Element-Methode.

Mit der Feldlosung iiber eine dieser o. g. Methoden wird die el.-magn. Kraftberechnung auf
einen Korper mit zwei unterschiedlichen Methoden ausgefiihrt.

a) Berechnung aus der Feldenergiednderung iiber die ,.virtuelle* Verschiebung os:

Mit dieser ,,virtuellen® Verschiebung os des betrachteten Korpers wird das Feld fiir je zwei
benachbarte Korperlagen infolge einer Verschiebung der Korper-Netzknoten um den
Vorgabewert os berechnet. Aus beiden Feldlosungen wird iiber die Feldenergie-Differenz oW,
bzw. oW, die Kraft F, = -0W./ds bzw. Fy, = -0Wy,/ s auf den Korper in s-Richtung berechnet.
b) Berechnung mit den Maxwell-Spannungen:

Aus den Feldwerten der Feldlosung werden die 4 oder 9 Komponenten des Maxwell schen
Spannungstensors auf einer vorgegebenen (geschlossenen) Oberfliche um den Korper
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berechnet, und daraus die resultierende Kraft auf den eingeschlossenen Korper mit ihrer
Richtung anhand der einzelnen Kraftkomponenten ermittelt.

2.5 Einfiihrendes Beispiel: Kopplung eines mechanischen mit einem el.-magn. System

In Bild 2.5-1 ist die Kopplung eines mechanischen mit einem el.-magn. System dargestellt.
Die Spule wird aus einer idealen Spannungsquelle # = konst. (Innenwiderstand = 0) mit dem
Strom i gespeist. Diese spannungsgespeiste Spule hat den Innenwiderstand R und die
lageabhiangige Induktivitdt L(x). Sie ist eine ,,dlinne Spule® mit gegeniiber den sonstigen
Abmessungen sehr kleiner Spulendicke d (Bild 2.5-2), hat die Windungszahl N und einen
ideal magnetisierbaren Eisenhohlzylinder (12 — o) aulen als Trager. In ihrem Inneren bewegt
sich  mit dem Luftspalt 6 reibungsfrei ein lidngsverschiebbarer, ideal magnetisierbarer
Eisenzylinder mit der Masse m und der Positionskoordinate x, der {iber eine masselose lineare
Feder (Federkonstante k£ = konst.!) an einem festen, nicht ndher dargestellten Rahmen fixiert
ist. Der Schwerkrafteinfluss wird vernachldssigt.

i(t) / A

» L)

(t) m k
u ) S O PP
‘,\/\/\‘E'\ Rahmen

x=0 x Zylinder

00 -
/ 74\“ Diinne Spule
™ Eisenhohlzylinder

Bild 2.5-1: Kopplung eines mechanischen mit einem el.-magn. System

In der symmetrischen Lage des Eisenzylinders bei x = 0 wird angendhert die
Spuleninduktivitdt mit dem Feldbild Bild 2.5-2 berechnet.

>0

L s
Ny
S i _4/’_1? L
| Iy
ez

Bild 2.5-2: Stark vereinfachtes Feldbild der stromdurchflossenen Spule bei symmetrischer Lage des
Eisenzylinders, weshalb mit diesem Feldbild die Selbstinduktivitit L viel zu klein berechnet wird.

Bei der symmetrischen Lage bei x = 0 ergibt sich ein symmetrisches B-Feld, so dass sich die
in x-Richtung gerichteten Magnetkrifte F' = F}, links und rechts aufheben! Wegen der
Eisenpermeabilitit x >> g4 ist Hr. sowohl im Eisentrdger als auch im Eisenzylinder Null. Die
stirnseitigen ,,mittleren* Streufeldlinienldngen s, werden halbkreisférmig angenédhert. Der
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Durchflutungssatz (2.5-1) mit der geschlossenen Kurve C als Feldlinie B liefert fiir das

stirnseitige Feld, das links und rechts gleich grof3 ist,

@:N-iziffl-dEzHFe Spe +Hy 25, * Hy <25, = B, = pyH, = 1y - 0/(2s,) .
c

Der Maxwell’scher Zug F ist wegen des links und rechts gleich groBen Felds nach beiden

Seiten entgegengesetzt gleich groB3, so dass der Eisenzylinder mit der Masse m kriftefrei ist!

Die Flussverkettung der Spule

(2.5-1)

W=N-@=N-[B-dA~N-B,-A=py-N*-i- A/(2s,) (2.52)
A
fuhrt zur Selbstinduktivitit bei x =0
L(x=0)=Y¥/i= 4 -N*- A/(25,) = y- N* - R*7 /(2s,) . (2.5-3)
RSy
(A
s x| kP _//
sa
F'l -

Bz

Bild 2.5-3: Stark vereinfachtes Feldbild der stromdurchflossenen Spule bei unsymmetrischer Lage des
Eisenzylinders.

Wird der Eisenzylinder z. B. nach rechts um x verschoben (Bild 2.5-3), so werden die
stirnseitigen ,,mittleren* Feldlinien in Luft gegeniiber der symmetrischen Lage verzerrt. Thre
Liange wird links mit x + s, und rechts weiterhin mit s, abgeschitzt. Wieder wird der
Durchflutungssatz (2.5-4) fiir eine geschlossene Kurve C als Feldlinie B angewendet, wobei
weiterhin Hy. im Eisen Null ist.

x>0 @=N'i=§ﬁ'd§zHa'x+Ha'2Sa:Ba=,UOHa= C . (2.5-4)
: xX+2s, '

Die stirnseitige Flussdichte B, tritt rechts nach oben und unten aus dem Eisenzylinder aus,
links aber horizontal. Das Hiillflichenintegral der Maxwell-Zugspannungen (2.5-7) iiber den
Eisenzylinder ergibt die Teilkrifte F'; und £F,. Die Krifte £F, heben sich au. Es verbleibt ein
Maxwell’scher Zug F nach links, so dass der Eisenzylinder m magnetisch nach links gezogen
wird. Mit der Spulen-Flussverkettung analog zu (2.5-2), aber mit dem Feld (2.5-4) wird die
Spulenselbstinduktivitdt in Abhéngigkeit von x (2.5-5) bestimmt.
x>0 L(x)=¥(x)/i=N-B,(x)-Ali=py-N* - Al(x+2s,) . (2.5-5)
Fiir x = 0 wird als Kontrolle der Rechnung wieder (2.5-3) erhalten. Dieselbe Rechnung wird
auch fiir x < 0 durchgefiihrt mit dem Ergebnis (2.5-6) und L(0) = g - N 2. Al(2s,).
xZO:L(x)z ! , xSO:L(x): ! ZW. L(x): ! .
L(0) 1+x/(2s,) L(0) 1-x/(2s,) L) 1+|x//(2s,)
Die graphische Darstellung von (2.5-6) in Bild 2.5-4 zeigt bei x = 0 einen unphysikalischen
Knick im Kurvenverlauf auf Grund der gemachten Feldvereinfachung.

(2.5-6)
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L(x)/L(0)

<+—— Unphysikalischer Knick:
Tatsachlich glatte Kurve
mit horizontaler Tangente bei x =0

X
28

\j

-2 -1 0 1 2
Bild 2.5-4: Stark vereinfacht berechnete Spulenselbstinduktivitéit in Abhéngigkeit der Lage des Eisenzylinders.

Die zu Bild 2.5-3 gehorende, nach links wirkende Magnetkraft (= negative x-Richtung) ist

(AN-D*-4 _

g (N2 4 2.5-7)
2-(x+2s,)

Die alternative Kraftberechnung iiber die ,,virtuelle® Verschiebung des Eisenzylinders muss
so durchgefiihrt werden, dass sich nur x als virtuelle Verschiebung éndert, wihrend die ggf.
zeitlich verdnderlichen Grofen u, i wegen der festgehaltenen Zeit konstant gehalten werden!
Es wird fiir die in x-Richtung auf den Eisenzylinder positiv gezahlte Kraft Fy, z. B. die magn.
Ko-Energie zur Berechnung verwendet.

~F -8, =§T-dd=—¢,- [ B (2p)-dA =
A A

ﬁ _dw. . d ?) . i d N%4 ) .
Fn-e=—F-e=—"e =—|Lx)—|-e=——|f" ey, 2.5-8
m  ©“x 1" Cx dx X dx[ () 2] X 2 dx[ﬂo X+2Sa X ( )
.2 2
F=1. N—’42, identisch mit (2.5-7). (2.5-9)

ﬂ .
2 7 (x+2s,)
Bei x = 0 ist der Eisenzylinder wegen der Feldsymmetrie magnetisch kriftefrei; die
resultierende Magnetkraft muss Null sein. Mit der Induktivitdt (2.5-6) ist sie das aber nicht,

denn fir z. B. xZO:L(x): 1
L) 1+x/(2s,)

folgt

* .2 .2
—F(0)-&, = AW (x=0)-8, =8, -i(L(x)-l—J =&.-L'(0)--#0, denn
dx dx 2 —" 2
x=0 <0
Lx)=—— L0 - L o roy=-29 oy,
(1+(x/(25,))° 25, 2s,

Dies liegt am unphysikalische Knick in Bild 2.5-4. Es ist also eine genauere
Induktivitidtsberechnung erforderlich z. B. iiber eine numerische Feldberechnung, die im
Folgenden dargestellt wird. Aus ihr ldsst sich folgender Niherungs-Ausdruck fiir L(x) mit
einem ,,glatten” Verlauf ermitteln:

L 1 , 2x/s}
SR 7= L(0)=—L(0) — 2| =0, (2.5-10)
LO) 1+(x/s,) A+ (x/5))7]
der dann auch die Magnetkraft Null bei x = 0 ergibt.
dw,, d i i2
_Foz—m :0 :—L . — :LIO'_:O. -
1(0)=—"(x=0) dx[ (x) 2} O ©)-3 (2.5-11)
xX=

Fir eine numerische Feldberechnung muss allerdings die Geometrie des Systems
zahlenméBig festgelegt werden, so dass wir eine einfache Dimensionierung des Wandlers in
Bild 2.5-5 vornehmen miissen. Wir machen diese Dimensionierung so, dass der Wandler mit
diesen Angaben auch gebaut werden kann. Wir wihlen runden lackisolierten Kupferdraht mit
der Leiterquerschnittsfliche g, (g gilt ohne Isolierung) fiir die Spule.
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5. =1 mm h,=1.5 mm
N Leiter
e {
b %%O T Aot =1Ly Ly ]
L, L (FEMM)
) ke =N g,/ Ay b kp=0.65  J,=3 A/mm?

Bild 2.5-5: a) Runddraht-Spulenfiillfaktor, b) Numerisch berechnetes rotationssymmetrisches B-Feldbild der
Spule bei symmetrischer Lage des Eisenzylinders (Finite-Elemente-Programm FEMM).

Der ausfiihrbare Runddrahtspulen-Fiillfaktor kr ist definiert als Leiter-Summenquer-
schnittsfliche, dividiert durch die Spulenquerschnittsfliche 4.y (Bild 2.5-5a). Bei N
Windungen und el. Serienschaltung aller Windungen ist die Leiter-Summenquerschnittsflidche
N-g. und

kp =N-qc/ Ayt - (2.5-12)
Typisch erreichbare Werte auf der Wickelmaschine bei ausreichend grofer Drahtvorspannung
sind kg =0.65.

Eisen-Hohlzylinder = magn. Riickschluss -

l;, = 50 mm
Axial verschiebbarer Eisenzylinder :
1.5 mm
d=h,=1.5mm ‘_rm=9 .
A=ry, —ty = 1.5 mm
R=r,=5mm
§=5, =1mm G = 7-5 mm
A (FEMM)

Bild 2.5-6: Modell-Abmessungen des Wandlers von Bild 2.5-1 und numerisch berechnetes rotations-
symmetrisches B-Feldbild der Spule bei symm. Lage des Eisenzylinders (Finite-Elemente-Programm FEMM).

Beispiel 2.5-1: Auslegungsbeispiel zum Wandler Bild 2.5-1:
Durchmesser und Querschnittsfliche des blanken Kupferrunddrahts:

d.=0.75mm, g, = a’c2 .7/4=0.44mm”. Wird keine forcierte Luftkithlung vorgesehen, so

muss die natiirliche Luftbewegung die Spule so kiihlen, dass die fiir den verwendeten
Lackisolierstoff zuldssige maximale Dauertemperatur nicht {iberschritten wird. Gemif3 IEC
60034-1 ist flr gingige Isolierstoffe der Warmeklasse F eine Dauertemperatur von 155 °C
zuldssig, wobei die Umgebungstemperatur und damit die ,kiihlende* Luft 40 °C betragen
diirfen. Dann sollte eine Dauerstromdichte von ca. 4 ... 5 A/mm” nicht iiberschritten werden.

Wir wihlen 1 =2A,J=1/g.=4.6 A/mm? und N=110 Windungen. Fiir die ,,diinne* Spule
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ist die Spulenhdhe 4. = 1.5 mm viel kleiner als die Spulenlidnge /re = 50 mm. Wir erhalten so
zwel Drahtlagen 2d. =2-0.75=1.5mm= /A, mit 110/2 = 55 Windungen je Lage, was einer

Mindest-Spulenlidnge 55d, =55-0.75=41.25mm </, =50 mm entspricht, wobei der

Lackauftrag nicht beriicksichtigt ist. Er wird im Fiillfaktor erfasst.
kp=N-q.,/ 4 N-q./(h; Ig,)=110-0.44/(1.5-50) = 0.645 < 0.65.
Die weiteren Abmessungen sind in Bild 2.5-6 angegeben.
Im numerischen Modell wird hédufig, um den Modellierungsaufwand klein zu halten, nicht
jede Drahtwindung einzeln modelliert, sondern fiir die Felderregung in die Spulen-
Querschnittsfliche Ao eine kleinere Ersatzstromdichte J. gleichmdBig eingeprigt. Die
Ersatzstromdichte J. ist die geforderte el. Durchflutung @ = N - I, geteilt durch die Spulen-
Querschnittsflache 4. .
N-1 N-1 2
J.= o = Noq. ks =kp-(I/q)=kp-J = J.=0.65-46=3 A/mm". (2.5-13)
Mit dieser Ersatzstromdichte wurden u. a. die Feldbilder in Bild 2.5-5 und 2.5-6 berechnet.
Die B(H)-Kennlinien fiir die Eisenteile miissen ebenfalls festgelegt werden. Hier soll das
mathematische Modell g4, - o0 moglichst gut angendhert werden, deshalb wird der
unrealistisch hohe Wert ug, / 14y =100 000 gewdhlt (Bild 2.5-7). Weiter muss dem Programm
mitgeteilt werden, welche willkiirlich festzulegenden Grenzen fiir den Feldraum gewéhlt
werden. Da das Feld innerhalb dieser Grenzen eingeschlossen ist, kann bei zu engen Grenzen
die FeldgroBe ggf. zu groB berechnet werden. Hier wird etwa ein Abstand /r. vom Wandler
zur Grenze festgelegt. Eine zweite Rechnung mit doppelt so groBem Abstand und
entsprechend mehr finiten Elementen brachte zwar eine ldngere Rechenzeit, aber nur ein sehr
kleine Anderung im hier interessierenden Luftspaltfeld innerhalb &=, =1mm. Da der
Wandler rotationssymmetrisch ist, wird fiir das Programm eine 2D-Rechnung im
Zylinderkoordinatensystem (», ¢, z) verwendet mit der Zylinderachse als z-Achse des
Wandlers, so dass z dem Symbol x der analytischen Rechnung (2.5-5, 2.5-6) entspricht. Es ist
die Stromdichte in Umfangsrichtung einzupréigen (0,J,,0). Es wird der Feldvektor (B,,0,5,)

coil =

aus dem Vektorpotential (0,4,,0) erhalten. Die Vernetzung des Feldbereichs macht das

0
Programm automatisch. Es sollen aber die Wandlergeometrie und v. a. der Luftspaltbereich
hinreichend fein vernetzt sein. Die Luftbereiche um den Wandler diirfen wegen der dort
geringeren StreufeldgroBe mit ihrem relativ kleinen Gradienten (Felddnderung je
Léngeneinheit) ohne groBe Genauigkeitseinbufle grober vernetzt werden, wodurch auch
Rechenzeit gespart wird. Im Luftspaltbereich selbst sollen zumindest drei Lagen von finiten
Elementen verwendet werden als moglichst gleichseitige Dreiecke (2D) (wie bei FEMM) oder
Tetraeder (3D) bzw. etwa quadratische Rechtecke (2D) oder wiirfelférmige Quader (3D).

Bei asymmetrischer Lage des Eisenzylinders nimmt das Streufeld zu, so dass groBere
Feldbereiche um den Wandler bei der numerischen Berechnung beriicksichtigt werden
miissen (Bild 2.5-8 und 2.5-9).

Im ,,Post-processing* berechnet das Programm aus den Felddaten des Vektorpotentials in den
Knoten (Ecken) der finiten Elemente die magnetische Feldenergie W, im modellierten

Feldraum, die wegen der hier linear gewéhlten Verhiltnisse (¢ = konst.!) numerisch identisch
mit der Ko-Energie ist. Aus ihr wird die Spuleninduktivitit gemal L-/ 2/2= W, = Wr; an
den sechs Stiitzstellen x = 0, lg/4, lge/2, 3lre/4, Ige, Slre/4 bestimmt (Bild 2.5-11). Bei x = 0 tritt

im L(x)-Verlauf eine horizontale Tangente auf, so dass die Magnetkraft dort Null ist! Mit den
Abmessungen aus Bild 2.5-5 und Bild 2.5-6 erhalten wir zunichst

S =(R+A4+2d+208) - n/4=(5+1.5+2-(1.5+1))-7/4 =9 mm und damit
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L(x=0)= - N*-R*7/(2s5,) =47 -107" -110*-0.005% - 7/(2-0.009) = 0.066 mH, also eine
mit 5% viel kleinere Induktivitdt als 1.21 mH in Bild 2.5-11. Es wurde ein wesentlicher
Feldanteil in Bild 2.5-2 nicht beriicksichtigt: das Feld im Spulenraum (Bild 2.5-12)! Dieses
Feld im Spulenraum kann analytisch ndiherungsweise berechnet werden (Bild 2.5-13), wobei
die Kriimmung der Rotationssymmetrie der Einfachheit halber vernachléssigt wird. Mit den
Angaben aus Bild 2.5-13 wird der Durchflutungssatz (2.5-14) angeschrieben. Mit /g, = [ und
mit pp, —> 0 = Hg, =0 folgt die Spulen-Radialfeldkomponente B(&) an der Stelle &

§H-d§=@:§F1-d§=2H(§)-(hc+5m)=@(§)=2§-hc-Je,
c c TR

(2.5-14)
N-i-2&/1
B(&)=py-N-i-S/-(h.+6y)), —1/2<5<1/2. (2.5-15)
Magnetostatisches (di/dt=0), oo e oo so o e o e oy i
lineares (i, = konst.), Willktrliche* Feldraumbegrenzungen
rotationssymmetrisches Magnetfeldmodell beeinflussen das numerische Ergebnis

Symmetrische Zylinder-Lage

x=0
(FEMM)

- Hy
»ldeal” magnetisierbares
Eisen: (#p, / ty =10)

Erregende konstante el. Stromdichte J,

Achse der Rotationssymmetrie auFe = JUO

Bild 2.5-7: Modellgrenzen fiir das numerisch berechnete rotationssymmetrische B-Feldbild der Spule des
Wandlers von Bild 2.5-1 bei symmetrischer Lage des Eisenzylinders (Finite-Elemente-Programm FEMM).

! Willkirliche*

I Feldraumbegrenzungen
I beeinflussen das

: numerische Ergebnis

Rotationssymmetrie:
Zylinderkoordinaten:

Fo9,z

e, =‘e¢‘=|ez‘=1

. J =0, ;:0)
(FEMM)

Bild 2.5-8: Erweiterte Modellgrenzen fiir das numerisch berechnete rotationssymmetrische B-Feldbild der Spule
des Wandlers von Bild 2.5-1 bei asymmetrischer Lage Az = Ir/4 des Eisenzylinders (Programm FEMM).
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Bild 2.5-9: Erweiterte Modellgrenzen fiir das numerisch berechnete rotationssymmetrische B-Feldbild der Spule
des Wandlers von Bild 2.5-1 bei variabler asymmetrische Zylinderlage Az: x| = lg/2 < x = 3lp/4 < x3 = I
(Programm FEMM).

Bild 2.5-10: Der Zylinder befindet sich mit Az = x = 5/g/4 auBlerhalb der Spule, so dass das B-Feld sich
hauptsichlich tiber Luftbereiche schlieBen muss und daher sehr klein wird. Es sind gegeniiber Bild 2.5-9
nochmals erweiterte Modellgrenzen nétig (Programm FEMM).

Der Induktivititsanteil L; dieses Felds im Spulenkorper 4. und Luftspalt &, bei mittig
liegendem Zylinder x = 0 wird aus der magn. Ko-Energie mit der ,,Ringfliche 4 berechnet.

1/2 ;2
L% 12= [wy -dV =24 jB—@-dg, A:(R+%j-2n-(hc+5m), (2.5-16)
24 2
4 0 0
1/2 . 1/2
2 | BAO) e Lo N1/ G+ 5,))F [&as
o 2Ho Mg 0 ’ (2.5-17)
| —
(1/2)3 /3
. . 2 3 N2
L1:2A-['u0 N /(- (he +6,))] (i) T .,,.(hc+5m)2.M, (2.5-18)
31 2 he + O 12-(h, +6,)

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Elektromechanische Systeme/Teil Binder 2.56 Grundlagen

2 —7 2
le'uo N lFe‘ 1+ 2R ‘7[:4% 107" -110 0.05‘ 1+ 2-5 £=0995mH.  (2.5-19)
12 he + 0, 12 1.5+1
'y 100 ™
o} - -
L(x) 100 \ L(0)=121mH,N=110
L(0) 80} "‘\\
(%) b
70
\'\_t\ [2 i
60 | \\ L(x) iy =W, (x)=W,(x)
50 | \
40 |
30}
20}
0T KT IF(- ""=-H__E_
D L L ' L '
0 10 20 30 40 50 60

Weg x inmm (Zylinderverschiebung)

Bild 2.5-11: Numerisch berechnete Spuleninduktivitit L(x) aus der Feldenergie W, wobei dic gezeigte
Darstellung L(x) im Anschluss mit MATLAB erfolgte.

Moo Magnetfeld im Spulenraum vernachléssigt

Bild 2.5-12: Die vereinfacht analytisch berechnete Selbstinduktivitit L ist um ca. 1/20 viel zu klein, weil das
Magnetfeld im Spulenraum vernachléssigt wurde! Dieses Feld ist aber der Hauptanteil des Spulenfelds!

) A /2
Kurve C = B-Feldlinie

J (0B (o (o) SpuIeIh e coil

I L
R : Fe-Zylinder
] /
E=112 B(® : Kriimmungseinfluss vernachlissigt!

£=0

Bild 2.5-13: Halber Wandler: Modell zur analytischen Berechnung der Radialkomponente B(¢£) im Spulenraum
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Mit dem bereits berechneten Anteil L, = 0.066 mH des Stirnstreufelds ergibt sich die Spulen-
selbstinduktivitit L =L, + L, =0.995+0.066=1.06 mH in brauchbarer Ubereinstimmung mit
dem numerisch ermittelten Wert 1.21 mH. Der numerische Wert ist um 14% grofler
(1.21/1.06 = 1.14), weil die Kriimmung vernachlissigt wurde und das reale Streufeld deutlich
grofer ist als das analytisch modellierte Streufeld! Die Magnetkraft F; kann iiber das
Programm aus den Maxwell-Spannungen (Kurve A in Bild 2.5-14) oder gemil3 (2.5-11) aus

der Induktivititsinderung berechnet werden ( Fj(x)=—-L'(x)-1 2/2, Kurve B in Bild 2.5-14).
Bei dieser Methode wird die Kurve L(x) in Bild 2.5-11 iber MATLAB an ihren Stiitzstellen
durch eine Spline-Funktion angendhert und deren Ableitung gebildet. Die maximale
positive/negative Kraft F tritt numerisch bei einer Zylinderverschiebung x* = £7.5 mm auf,
am Ort der Wendetangente an die Kurve L(x). Wird die numerisch ermittelte Kurve L(x) in
Bild 2.5-11 durch die Formel (2.5-10) grob angenihert, so folgt fiir den Kraftverlauf mit
X =x/s, (2.5-20) und daraus fiir den Ort maximaler Kraft mit (2.5-21) x*=+£s5, =9 mm .

Diese Abweichung vom numerisch korrekt ermittelten Wert 7.5 mm ist durch die grobe
Annéherung (2.5-10) bedingt (Bild 2.5-15).

LO)-1*  2x/s2 L(0)-I° ¥
U e S 0)-17 * (2.5-20)
2 (1+(x/sy)) Sa (1+X7)
dF, 1 x-2X ~ a2
N _o _ =0 Xx* =1>x*=15, =9 mm 2.5-21
&5 A+32)?  (1+52)° ’ 232D

100

x* =7.5 mm
- A
o F o = Fi(6*) = 93 mN j 1
™
sof | \ |
[ N
70} | N
- / 1
E 6o} | N
c A
-
= sof %
E \
< 40}
304
204
|
10§ —
l x= Iy, Nt
0 : . ; . ; .
0 10 20 30 40 50 60

Weg x inmm

Bild 2.5-14: Die Magnetkraft F; wird numerisch A) iiber das Programm FEMM aus den Maxwell-Spannungen
berechnet oder B) iiber MATLAB aus der Induktivititsidnderung. Beide Kurven A und B sind nahezu
deckungsgleich.

Mit x* = 7.5 mm und L(0) = 1.21 mH folgt die Maximalkraft bei / = 2 A aus

F(x)=-L'(x)-1 2/2 mit dem numerisch bestimmten Wert L'(x*)/L(0)=—1/(26 mm) zu

2
Flmax = %% =0.093 N. Mit x* =9 mm und L(0) = 1.06 mH folgt die ca. 25% zu gro3
berechnete Maximalkraft mit dem analytisch bestimmten Wert L'(x*)/L(0)=-1/(18 mm) zu
2% 1.061

= P 01178 N.
tmax =5 0.018
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100

N EN
20 \Y
L 10 d (L) A
L(O) o Gl dx L(O) x=x*=T7.5mm 26 mm
(%) 70!
60 |
sof ____\\324__1( L(x)] ___ 2x/ 52 ‘ L1
WO\ #LO)) e+ (/5P 18 mm
40} \ =4, ]
\\ \..__ 0
30 | \ BT
Analytische
20+ Abschétzung
Lix)| | 1 \-\,_‘numerisch
10 } A ~—
L{0) 1+{xfsa}2 ]

0

0 10 20 30 40 50 60

S, =9 mm Weg x inmm

Bild 2.5-15: Vergleich des Verlaufs der Spulenselbstinduktivitit L(x) aus der numerischen Feldberechnung und
der analytischen Naherungsformel (2.5-10).

u(t)

‘ml
=

Bild 2.5-16: Elektromechanischer Wandler von Bild 2.5-1 mit eingezeichneten Zahlpfeilen fiir positive
Bewegungsrichtung x und Strom- und Spannungsrichtung i, u im VZS. Bei x = x, ist die Feder k entspannt.

Der Eisenzylinder (Bild 2.5-16) als starrer Korper wird auf seinen Schwerpunkt mit der dort
punktformig konzentrierten Masse m reduziert. Die aus Magnetkraft und Federkraft
resultierende Kraft auf Korper m ist mit der Trigheitskraft im Gleichgewicht
(Schwerpunktssatz).

Tragheitskraft =m-x-e, = ZAuBere Krifte=—Fp-e, — F - ¢, (2.5-22)
Die lineare Feder £ ist bei x = xo > 0 entspannt, so dass die Feder bei x > x( nach links driickt
(Bild 2.5-16): ﬁ'F =—Fp-e,=—k-(x—xy)-e,. Aus (2.5-22) erhalten wir damit

.2 .2
m-jc':—FF—Flz—k-(x—xo)+l—-d—L bzw. m-)'é+k-(x—x0)—l—-d—L=0 (2.5-23)
2 dx 2 dx

als mechanische Systemgleichung. Die elektrische Systemgleichung folgt aus der
Kirchhoff schen Maschengleichung im Verbraucher-Zahlpfeilsystem (VZS, Bild 2.5-16). Die
anliegende dufBere, vorzugebende Spannung u(f) und die an den Klemmen wirksame, durch
die Zylinderbewegung und Stroménderung bewirkte induzierte Spannung u;(¢) =—dy /dt
(Faraday’sches Induktionsgesetz) miissen den ohm’schen Spannungsfall in der Spule decken.
u®)+u; () =R-i(t)=>u@)-dy/dt=R-i(t), u(t)=R-i(t)+d(L(x)-i)/dt (2.5-24)
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Dabei ist mit der Produktregel und der Kettenregel der Differentiation u;}, die el. Spannung
Wi die
Selbstinduktionsspannung bei ruhendem Zylinder (Ruhinduktion), aber verdanderlichem Strom
i(f) zufolge des von im verursachten el. Wirbelfelds Ey;.
d(L(x)-i dL(x) dx di

()= SO B B ). D 05,000 (2.5-25)
Die Systemgleichungen (2.5-23), (2.5-24) beschreiben das dynamische Verhalten des
gekoppelten el.-mech. Systems mit den zwei Unbekannten x, i bei vorgegebener Spannung
u(t). Zusitzlich kann eine dulere Kraft F'am Zylinder in x-Richtung eingepréigt werden, die in
(2.5-23) zu beriicksichtigen wire. Das Differentialgleichungssystem (2.5-23), (2.5-24) ist
wegen L(x), i* und den Produkten aus L und i nichtlinear. Das statische Verhalten (= keine

zeitlichen Anderungen: d./dt = 0 — % =i=0) des gekoppelten el.-mech. Systems folgt aus
der statischen Strom-Lage-Kennlinie i(x) = /(X) bei ,,Gleichgewichtslagen* x = X = konst. bei
i =1 =Xkonst. Aus (2.5-23), (2.5-24) folgt
2
O=m-¥=—Fz—F :—k-(x—x0)+l?-Z—L und u =R-I=U =Kkonst. (2.5-26)
X

der Bewegungsinduktion zufolge der Zylindergeschwindigkeit v(¢)=dx/dt und u;

Der Gleichstrom / wird nur durch R begrenzt und durch die Gleichspannung U vorgegeben.
Bei Fehlen duBlerer Krifte sind Federkraft und Magnetkraft am Ort x = X = konst. des
Eisenzylinders im statischen Gleichgewicht; die Tragheitskraft ist Null.

17 dL
Fe=k-(X-x)="""  =-F & F(X)=-FX) (2.5-27)
2 dx|,_y
Die Gleichgewichtslagen X(/) sind somit die Schnittpunkte der statischen Kraftkennlinien
Fr(X) und — F(X). Bei den in Bild 2.5-17b gewihlten Werten x, k der Feder und / ergibt

sich nur ein Schnittpunkt und somit nur eine Gleichgewichtslage.

'

Gleichgewicht: — F| = Fi

L'(y, L(x)

Statisch STABILE~+
Gleichgewichtslage

0\/ x /
a) b)
Bild 2.5-17: a) Die Magnetkraft F;(x) ist gemidB Bild 2.5-12, 2.5-14 zur Anderung der Induktivitit L’(x)

proportional. b) Statische Magnetkraft- und Federkennlinie ergeben im Schnittpunkt die Gleichgewichtslage X
des Eisenzylinders bei einem bestimmten Stromwert /.

Bei xp < 0 sind auch drei Schnittpunkte mdglich. Sind alle drei Gleichgewichtslagen als
,ZArbeitspunkte stabil, also gegen kleine Storungen der Gleichgewichtslage unempfindlich?
Diese Frage wird durch die Methode der Stabilititsuntersuchung der Gleichgewichtslagen
X(I) in Kap. 6 beantwortet. Im Vorgriff auf Kap. 6 sehen wir, dass in Bild 2.5-17 der
Arbeitspunkt X ,,statisch® (also anhand der statischen Kennlinien betrachtet) stabil ist. Wird
durch eine von auen eingebrachte Storung der Zylinder gegeniiber seiner Gleichgewichtslage
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X nach links x < X oder rechts x > X ausgelenkt, so ist stets die auftretende Differenzkraft
— Fr(x) - Fj(x) gegen diese Auslenkungsrichtung gerichtet und treibt den Eisenzylinder nach
X zuriick, so dass der Zylinder stabil gegen (kleine) dulere Storungen in X verbleibt.

m-X=—Fp—F<0,x>X m-X=—Fp—F>0,x<X (2.5-28)
Die Losung der nichtlinearen Differentialgleichungen zur Bestimmung der Strom- und
Bewegungsablédufe z. B. beim Einschalten des el. Stroms (,,Grofisignalverhalten) ist hdufig
nur numerisch z. B. mit der Methode von RUNGE und KUTTA mdglich. Haufig werden
Wandler in einem stabilen Arbeitspunkt mit einer den Gleichgrofen iiberlagerten kleinen
WechselgroBe (z. B. u(t)=U +U-cosawt, U<<U ) bei fester Frequenz f =w/(2x)

betriecben z. B. als Schwingungsmesser (Kap. 7.1). Fiir die Berechnung dieses
,Kleinsignalverhaltens* darf das nichtlineare Differentialgleichungssystem in der Umgebung
des Arbeitspunkts linearisiert werden, so dass ein lineares Differentialgleichungssystem
entsteht, dass auch fiir z. B. dynamische Ausgleichsvorginge analytisch geldst werden kann
(Kap. 6). Fiir den eingeschwungenen Stationdrbetrieb mit der Frequenz f wird mit Vorteil die
komplexe Wechselstromrechnung verwendet und das Wandlerverhalten durch Bode-
Diagramme charakterisiert (sieche die Aufgabensammlung zu typischen Bode-Diagrammen).

Anhang A2.1: Herleitung der Maxwell’schen Spannungen

A2.1.1: Kraft auf el. geladene, el. polarisierte Korper
Ausgehend von der elektrischen resultierenden Ladungsdichte p’(x, y, z, f) und der

resultierenden dielektrischen Flussdichte D = 80E +P verwenden wir den Gauf3'schen

Integralsatz
§D.d21:j(v-[))-d1/

A=3V,04=0 ¥V

mit dem  Abkiirzungsbegriff des ,Nabla“-Vektors V =(0./0x,0./0y,0./0z) als

Differentialoperator z. B. als Skalarprodukt V-D = (0D, /ox)+ (0D, /0y)+ (0D, / 0z). Aus

der 4. Maxwell-Gleichung folgt dann

@, =  §D-dd=Q=[p-dv=[(V-D)-av,

A=8V,4=0 v v

(A2.1.1-1)

(A2.1.1-2)

was auf V-D= p fuhrt (differentielle Form der 4. Maxwell-Gleichung). Weil nun pp
definitionsgemdl die Polarisation P geméil V P=- pp erregt, so folgt mit D= gOE +P aus
V-D=p=gV-E+V-P=g,V-E=p+pp=p . (A2.1.1-3)
Daraus ergibt sich fiir die elektrostatische Kraft aus der Kraftdichte ]7 = p’-E zunéchst

F,=[f.-dV=[E-p-dV =[E-2y-(V-E)-dV . (A.1.1-4)
V V V

Wir beachten, dass die elektrostatischen Felder D, E Quellenfelder sind, fiir die keine

Feldwirbel auftreten: rotE =V xE=0= (0,0,0). Dies wird mit einem Hilfssatz der
Vektorrechnung (A2.1.1-5) weiter verwendet.

Ax(BxC)=B-(4-C)—(4-B)-C (A2.1.1-5)
Wird darin auch der Nabla-Vektor verwendet, und mit V - EC =0 gemeint, dass die Ableitung
konstanter Vektoren (¢ = konst.) natiirlich Null ist, so folgt mit 0= (0,0,0)

0=Ex0=Ex(VxE)=E,x(VxE)=V-(E,-E)—(E,-V)-E. (A2.1.1-6)
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Der erste Term darin wird weiter umgeformt mit der Differenzier-Produktregel,

V(E,-E)=|V-(E, - E)+V-(E, E)j2=|V-(E-E)+V-(E, -E)|/2, (A2.1.1-7)
V(B E)+v (. B)2=[v-E Bl2=v-E]2, (A2.1.1-8)
so dass aus (A2.1.1-6) sich ergibt

0=|v.E2)j2-(E,-v)E. (A2.1.1-9)

Damit wird (A2.1.1-4) erweitert als
Fo=&[E-(V-E)-dV =gy [(E.-(V-E)=(V-E)* |2+ (E,-V)-E)-dV .

A2.1.1-10
! ) O ( )
Darin ist der Ausdruck auch schreibbar als
E.-(V-E)+(E,-V)-E=(V-E)-E,+(V-E,)-E=(V-E)-E, (A2.1.1-11)

so dass die Kraft (A2.1.1-10) nunmehr als (A2.1.1-12) geschrieben wird.
— — — — — — g —
F, =&, -j((V-E)-E—(V-Ez)/z)-dV:go -J.(V-E)-E-dV—TO-J.(V-EZ)-dV. (A2.1.1-12)
4 4 4
Die nochmalige Anwendung des Gauf3’schen Integralsatzes fiir einen ortsabhéngigen Vektor
K(x,y,z) in der Form
fdd-K=[av-(v-K)y=  §dd-..=[dV-(V-.)

(A2.1.1-13)
A=0V, 84=0 v A=3V,04=0 V¥
wird angewandt auf (A2.1.1-12) und flihrt auf
E =g, -J.dV-(V-E)-E—g—O-J.dV-(V-Ez):gO- it;(d;l-E)-E—g—O- §(d;4.§2) (A2.1.1-
4 2y A=V 2 v 14)

als ein Oberflachenintegral (A2.1.1-15) tiber die MAXWELL-Spannungen (A2.1.1-16) an der
den Korper einschlieBenden Hiilloberflache 4 mit dA = e, dA.
Eo=s- §l@-B)-E-@, -E/2faa= §p.-aa

A=0V A=0V
Pe=¢69-(8,-E)-E—¢y-(6,-E*)/2. (A2.1.1-16)

(A2.1.1-15)

A2.1.2: Kraft auf stromdurchflossene, magnetisierte Korper
Die den elektrische Strome /, Iy zugeordneten el. Stromdichten sind J (x,y,z,1), J g(x,y,2,1).

Aufsie wirkt im B-Feld die Kraftdichte f,, = (J +Jg)x B. Dabeiist B = uy-H + 1y - M das
resultierende Magnetfeld. Mit dem Stokes’schen Integralsatz fiir einen Vektor K (x, v, z)

§K~3S=Irotk-d2=I(VXK)-d2 (A2.1.2-1)
C=04 4 A o
erhalten wir fiir die 1. Maxwell-Gleichung fiir zeitlich langsam verdnderliche Vorgédnge
0D, 5 P =y

“ex0: i -ds=6=[J-di=[(VxH)-dd, (A2.12-2)

C=04 A A
was auf Vx H = J fiihrt (differenticlle Form der 1. Maxwell-Gleichung bei d®, /6t =0 ). So

wie J das Feld H erregt, erregt Jg das Feld M = Ju/ 1y gemill V x M= jE . Daher gilt:
J+Jg =(VxH)+(VxM)=Vx(H+M)=(VxB)/ 1. (A2.1.2-3)
Aus der Kraftdichte ]‘m = (j +J E)X B erhalten wir die Kraft

Fo= J((ng)xg).dV=Lj((VX1§)xEC)-dV=—ij(l§c x(VxB)-dV. (A2.12-4)
v :u()V ’UOV
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Wiederum wirkt der Differentialoperator Nabla nicht auf Vektoren mit dem Index c, z. B.
V- E’c =0. Mit dem Hilfssatz der Vektorrechnung (A2.1.1-5)

Ax(GxC)=G-(4-C)—-(4-G)-C (A2.1.2-5)
folgt
B,x(VxB)=V-(B, -B)—(B,-V)-B. (A2.1.2-6)
Fiir den ersten Term darin folgt gemiB (A2.1.1-7)
VB, -B)=|V-(B, -By+V-(B, -B)|)2=|V-(B-B.)+V- (B, B)|/2 (A2.1.2-7)
und durch Anwendung der Produktregel beim Differenzieren wie bei (A2.1.1-8)
V.(B-B)+v-B, B2=[v-B-B)|2=|v- 5|2 . (A2.12-8)
Mit der 3. Maxwell-Gleichung
D, = §§-d2=ozj(v-§)-drf bzw. V-B=0 (A2.12-9)
A=0V, 64=0 4
wird aus (A2.1.2-6) mit (A2.1.2-8) der Ausdruck
B.x(VxB)= [V-BZJ/Z—(EC .V)-B= [V-BZJ/2—(EC -V)-B-B-(V:B) (A2.1.2-10)
0
erhalten. Der zweite und dritte Term darin konnen auch so geschrieben werden:
(B.-V)-B+B-(V-B)=(V-B,)-B+(V-B)-B, , (A2.1.2-11)
so dass mit der Produktregel beim Differenzieren (A2.1.2-12) entsteht.
(V-B.)-B+(V-B)-B,=(V-B)-B (A2.1.2-12)
Damit lautet (A2.1.2-10):
Box(VxB)=|v-B2|2- (B, -v)- B=|v-B2|2-(v - B)-B. (A2.12-13)
Eingesetzt in die Formel fiir die Kraft (A2.1.2-4) ergibt
P =—ju§cx(vXE/uo»-dv:ﬂioj—([vﬁz]/zﬂv-é)-1§>-dv. (A2.12-14)
4 4

Mit Anwendung des Gaufi'schen Integralsatzes (z. B. fiir einen ortsabhingigen Vektor
K(x,y,z)) gemiB (A2.1.1-13)
fdd-K=[av-(v-K)y=  §dd-..=[dV-(V-.)

(A2.1.2-15)
A=0V, 04=0 v A=ov,04=0 ¥
folgt mit dem differentiellen Flichenelement dAd = e, -dA
_ 1 S 1 =
F, :_J'dV.(v.B).B)_—J‘dV-([V-BZ]/Z , (A2.1.2-16)
Ho v Ho V
. 1 = == 1 -~ B
Fo=— iWA'B)'B__' §dA-32/2, (A2.1.2-17)
Ho  op Ho oy
- 1 N =) -
F,=—- ﬂ(en ‘B)-B—e,-B /2]-dA= §pm -dA . (A2.1.2-18)
O A:aV A:6V

Somit ist die Maxwell’sche Spannung p,, an der geschlossenen Hiillflache um den Korper, wo
B _ B .= uH?
——e, EYN bzw. p,, =(e, poH) -H e, Nl

Pm = (&, E)
Ho Ho 2

(A2.1.2-18)
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3. Formale Behandlung elektromechanischer diskreter Systeme
3.1 Bezugspfeile, Leistungsfluss, Energiefluss

Ein elektromechanischer Wandler ist ein System, dass gegeniiber seiner Umgebung rdumlich
abzugrenzen ist, und der iiber diese Systemgrenzen hinweg mit seiner Umgebung in
elektrischer und/oder mechanischer Wechselwirkung ist. Als Beispiel wird der ele.-magn.
Wandler aus Kap. 2.5 betrachtet. Er ist in Wechselwirkung mit seiner Umgebung {iber
ZWEI Anschliisse I und 11, die auch gemaf der Vierpoltheorie als ,, Tore* bezeichnet werden.
Er ist ein Zweitor mit einem elektrischen (Index el) und einem mechanischen (Index mec)
Anschluss (Bild 3.1-1). Dieses System wird mathematisch durch konzentrierte
el. und mech. Ersatzelemente (m, k, R, L, C, ...) beschrieben.

_System
i(t) / A

R
u(t)l " _._._._._._._._._._._._.T _________ _/\}{\/\IE

L

a)
i= d—Q oﬁ)- System: 11 - ﬁ
dt - Radumlich abgegrenzter Bereich dt
AuBere  4(7)| | 1 | - Wechselwirkung mit Umgebung  |— F(#)
(angelegte) Uber Anschlisse (I, 11, ...) —_— AuBere (angelegte)
Spannung - Darstellung durch konzentrierte V(1) Kraft
— Elemente (m, k R, L, C, ...) x(t), e,

b) Q: Dem System zugefiihrte el. Ladungsmenge

Bild 3.1-1: a) Der el.-mech. Wandler von Kap. 2.5 wird als System betrachtet, b) das mit seiner Umgebung (el:
Spannungsversorgung, mech: rdumliche Krafteinleitung) tiber Schnittstellen (,,Tore*) in Wechselwirkung ist.

ie do i(?) dx
dt 11 V=—
dt
u®)| |1 System (1)
. é. (1)

Bild 3.1-2: Im Verbraucher-Zahlpfeilsystem (VZS) wirkt u in Richtung 7, F wirkt in Richtung v.

Am el. Tor wird die ideale Spannungsquelle angeschlossen (Zweipol), wobei fiir Strom und
Spannung das VZS verwendet wird. Am mech. Tor werden als Zweipol eine ggf. vorhandene
duBere Kraft F' und eine aufgeprigte Geschwindigkeit v als Vektoren (= gerichtete Grofen)
angeschlossen, die in positiver riumlicher x-Richtung positiv gezihlt werden. Uber i = dQ/ dt

und v=dx/dt werden Q und x als el. und mech. Systemgriofie oder verallgemeinerte
Koordinaten bezeichnet, die in Abhdngigkeit der Zeit ¢ verdnderlich sind, ihre zeitlichen
Ableitungen sinngeméil als Flussgrofien oder verallgemeinerte Geschwindigkeiten. Im
Verbraucher-Zahlpfeilsystem (VZS) wirkt u in Richtung i, F wirkt in Richtung v (Bild 3.1-2).
Die Momentanleistung ist elektrisch p.(¢) = u(¢)-i(#) und mechanisch p_..(¢) = F(¢)-v(t),
so dass u und F als PotentialgroBlen oder verallgemeinerte Krifte bezeichnet werden (Tab.
3.1-1).

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Elektromechanische Systeme/Teil Binder 3.2 Formale Behandlung

,Koordinaten® x, Q | ,Koordinatenvektor*
(,SystemgrofRen®) ¥=(x, Q)
T g o ,,Geschwi"ndigiieiten“ v, i ,,(ieschwindigkeiten-Vektor“ .
(,FlussgroRen®) V= d¥dt = (dx/dr, dQ/dr) = (v, i)
SystemgréBe | Q | x
Flussgrofe i v SKréfte* F,u | Kréfte-Vektor* = Leistungssumme
Potentialgrofe | » | F | | LPotentialgroen’) F=(Fuy=p=FF=Fu) (i)=Fv+ui

Tabelle 3.1-1: Formale Entsprechungen el. und mech. GréBen an den Zweipolschnittstellen von el.-mech.
Wandlern

Die gesamte, dem Wandler zum Zeitpunkt ¢ zugefithrte Momentan-Leistung p(7) ist

p(t) = pel(t) + Pmec,auBen (t) = M(l) ) l(t) + F(t) ’ V(t) . (31-1)
Im Verbraucher-Zahlpfeilsystem (VZS) wird die dem System zugefiihrte Leistung p(7)
POSITIV gezdhlt: u>0,i>0= p >0 F>0,v>0= pyecaupen > 0. Demnach ist die dem

Wandler im Zeitintervall df zugefiihrte Energie dW (¢ ... t + df):

dW(t) = dVVel(t) + dWmec,auBen(t) = u(t) ’ i(t) ~dt + F(t) ’ V(t) -dt.
— —

dQ dx

AW (t)=u(t)-dQ+ F(t)-dx (3.1-3)

Die dem System ,,Wandler* zugefiihrte Energie dW wird gemil (3.1-4) entweder

a) im System ,,Wandler* gespeichert als ,,potentielle” und ,,kinetische* Energieform, die noch

allgemein zu definieren sind, oder

b) in andere Energieformen umgewandelt, wie z. B. in Warmeenergie infolge unvermeidlicher

Verluste in realen Wandlern.

dWy +dW,, =dWo+dW, +dWg +---+dWy, +dW) +---+ % .

—
"pot." Energie "kinet." Energie Verluste

(3.1-2)

ec,aullen

(3.1-4)

»Potentielle Energieformen sind jene Energien, deren PotentialgroBen (Kréfte!) sich durch
Ableitung einer Potentialfunktion darstellen lassen, also die elektrostatische Feldenergie W,
die Lageenergie im Schwerefeld der Erde W, und die elastische Verformungsenergie von
Federn (Federenergie Wy). ,,Kinetische* Energieformen umfassen die magnetostatische
Feldenergie W, und die Bewegungsenergie . Verlustenergieformen (dissipative Energien
W4) umfassen Energien zur plastischen Verformung von Kdérpern (= ,,innere” Reibung),
Wirmeenergie zufolge ,.duflerer Reibung, Stromwidrme in elektrisch leitfahigen Teilen,
Hystereseverluste durch Ummagnetisierung sowie dielektrische Umpolarisierungsverluste.

Beispiel 3.1-1: Energiezufuhr am Kondensator (Bild 3.1-3).
Die Plattenladung ist konstant (Q = konst.), da die Platten von der Spannungsquelle getrennt

sind! Daher erfolgt keine Zufuhr el. Energie von aullen: dQ =0:dW, =u-dQ =0. Zwischen

den Platten herrschen das homogen angenommene E- und D-Feld. Der Plattenabstand x ist
variabel und wird von x; auf x, > x; liber die von auflen aufgebrachte Kraft F’ vergroBBert. Mit
der Masse m der bewegten Platte (Plattenfliche A) ergibt der Schwerpunktsatz mit der

zwischen beiden Platten wirksamen anziehenden Coulomb-Kraft Fe: m-%-é. =F + F,. Fiir

eine kleine Abstandsénderung dx bei dabei sehr kleiner Massenbeschleunigung x ~ 0 folgt fiir

die von auflen aufzubringende Kraft F= —Fe. Gemal Kap. 2.3 wird F. liber die Maxwell-
D-E

Spannung berechnet als F, = —T-A. Damit ergibt sich die mechanische Arbeit langs dx:
dWmecauﬁen :F-dx:—Fe -dx:ﬂ.A.dx:M.A.dx:we .dV:dWe
’ 2 2
We
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Die Energiebilanz (3.1-4) ergibt somit dW, +dW,, =0+dW,, =dW,, da gemal

Kap. 2.4 nur die elektrostatische Energie W, erhoht wird. Fiir die Erhoéhung des
Plattenabstands von x; auf x, > x; ist die Arbeit positiv, weil dem System ,,Kondensator*
zugefiihrt, und wird im Feldraum gespeichert.

ec,aullen ec,aullen

AW,

X X
mec.auen = | F(x)-dx=—[ F.(x)-dx= AW, >0
H_/
X1 X1 <0
Es muss also iiber eine duBBere Kraft F' = -F, > 0, in positiver x-Richtung wirkend, dem System
mech. Arbeit AW pec augen zur PlattenabstandsvergroBerung zugefiihrt werden!

AW nec auen Wird in erhohter Feldenergie AW, gespeichert!

Q X :Q
S e =-|_ 'y
e
+ E > - — u, We
1
£ i - T T TSR
FF A "
+ — - Ll AH, E -l‘u
[ Bezugspfeil AWQ !
. - -7 U
+ — = |fur F, und T 1 H .
aulere Kraft F ! B "
0 x X, X
+ » - 2
L=

a) 77]’;7 i ! b)

Bild 3.1-3: a) Der el.-mech. Wandler ,,Kondensator mit beweglicher rechter Platte* hat beim Plattenabstand x;
die el. anliegende Spannungsdifferenz u; = E-x;. b) Bei VergroBerung des Plattenabstands auf x, erhdht sich
wegen des konstanten E-Felds (wegen O = konst.!) die Spannungsdifferenz auf u; = E-x,. Im um (x; - x1)-4
vergroflerten Feldraum ist die von auBlen zugefithrte mech. Arbeit als zusétzliche el. Feldenergie AW,
gespeichert.

Im Kapitel 2.4 wurde nur das el. ,,Tor* der el. Spannungsquelle betrachtet und daher fiir die
Energiebilanz geschrieben: dW, =dW, +dW,,.. = dW, + F, -dx. Hier verallgemeinern wir

sowohl auf el. als auch mech. Energiequellen (mech. ,,Tor*). Daher schreiben wir gemal3 (3.1-
4) dW, +dw, =dW,, wobei das Inkrement der Arbeit der &uBeren Kraft /* dem

mec,auflen
negativen Inkrement der inneren Kraft F. entspricht:
aw,, =—dWoo = F -dx=-F, -dx.

mec

Es wird die dem System zugefiihrte mech. Arbeit Wiec augen mit £ positiv gezdhlt. Dabei ist die
vom System ,,Kondensator® verrichtete Arbeit Wy, mit F. = -F negativ, also bremsend
(,,generatorisch*)! Umgekehrt ist beim Bewegen der rechten Platte auf die linke Platte zu die
vom System ,,Kondensator verrichtete mech. Arbeit Wy, mit F. positiv (,,motorisch®). Er
kann als Aktor verwendet werden. Dabei ist Wiec augen mit F' = -F negativ und die dem Aktor
zugefiihrte el. Arbeit W i. A. positiv, wenn kein Abbau gespeicherter Energie W, fir Wi
genutzt werden soll! Der motorisch wirksame Aktorwirkungsgrad wire dann fiir die je
Zeiteinheit verrichtete Arbeit das Leistungsverhiltnis 7 = Pye. / Pg. Das Verhéltnis der
umgesetzten Energien als Zeitintegrale der Leistungen hei3t ,,Effizienz*: £ = W / We.

ec,aullen

Durch die verallgemeinerten Koordinaten, Geschwindigkeiten und Krifte (Tab. 3.1-1) der
Wandler werden mechanische und elektrische Vorgédnge einheitlich beschrieben:

a) ,,Koordinaten“ x;, i =1, ..., r:

Lagekoordinaten x oder Verschiebungen Ax (bei Linearbewegung) oder Winkel y (bei
Rotationsbewegung) oder el. Ladungen Q.
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b) ,,Geschwindigkeiten* v; =dx; /dt,i=1, ..., r:

Mech. Geschwindigkeiten dx/dt bzw. dAx/dt oder mech. Winkelgeschwindigkeiten dy/dt oder
el. Strome i = dQ/dt.

c), Krifte“ Fi,i=1, ..., r

Mech. Krifte F oder mech. Drehmomente M oder el. Spannungen u.

Mit a) ... ¢) werden Leistung und Energie elektro-mechanisch gemeinsam formuliert.

-
d) Momentan-Leistung: p(¢) = ze Vi,
i=1

e) Energie-Zuwachs (Energie-,,Inkrement®): p(¢)-dt = Z F-v;-dt = ZFi -dx; .
i=1 i=1

3.2 Potentielle Energiespeicher

Speicher potentieller Energie W, in el.-mech. Wandlern sind in mechanischen Fall zunichst
elastische Strukturelemente (= ,,Federn®). Diese Lagenergie wird durch die Lage der beiden
Feder-Enden als deren Koordinatendifferenz Ax bzw. Ay gemeinsam mit den Federkonstanten
k definiert (Lineare Feder: Kraft F* = k - Ax, Drehfeder: Drehmoment M = k, - A4y). Die
potentielle Energie der Gravitation ist hier vereinfacht die Energie der Lage einer Masse im
,»quasi® homogenen Schwerefeld der Erde, beschrieben durch die Erdbeschleunigung g = 9.81
m/s”. Die elektrische potentielle Energie der el. Ladungsspeicher (,,Kondensatoren® C) ist
definiert durch die Lageenergie el. Ladungen im E-Feld andrer Ladungen. Die Speicherung
der verallgemeinerten ,,potentiellen* Energie W, erfolgt hiufig in Wandlern durch Federn und
Kondensatoren. Die Gravitation wird oft vernachléssigt. Die Gegeniiberstellung (Tab. 3.2-1)
der linearen Federelemente und der el. Kondensatoren zeigt die gleiche physikalische Struktur
beider Elemente, wobei die Koordinaten (x, Q) die (Lage)-Energien W bestimmen.
Geschwindigkeiten (v, i) und Krifte (F, u) fiihren zu Leistungen p und Energiednderungen
dW. Es ist keine Analogiebetrachtung, denn k entspricht 1/C, sondern eine physikalische
Entsprechung.

Beschreibende Gleichung: F=F(x) u=u(Q)
Sonderfall: k, C = konst.: o !c@% u=0/C
Aufgenommene Leistung: p=Fsp p=u-i
Inkrementelle Energiezufuhr:  p-df = F(x)-dx p-dt=u(Q)-dQ
x 0
Potentielle Energie: W, (x) = jF(x') ~dx’ W, (Q)= J-”(Q') -dQ’
0 0
D€y <x 0<Q'<0
T k-x* ¢ Q2
Sonderfall: k, C = konst.: j (x) = jk-x’-dx' _ W,(0) = !Q /Cdg' =2

0

Tabelle 3.2-1: Physikalisch (= strukturell) begriindete Entsprechungen zwischen mech. Federelementen und el.
Kondensatoren hinsichtlich der potentiellen Energie.

Bei der mech. Feder wirkt die dulere Kraft F' gegen die Federkraft F (Bild 3.2-1a). Die zur
(von der Lage x abhéngigen) potentiellen Energie W, von Tab. 3.2-1 gehorende potentielle
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Erginzungsenergie (,,Ko-Energie®) ist definiert durch (3.2-1) und héngt nicht von x,
sondern von F ab.

F
Wy (F)=F-x-W,y(x)= jx(F')-dF'. (3.2-1)
0
Aus Bild 3.2-1a ergibt sich (3.2-2).
W, (x) = ]gF(x’)-dx' — F(x)= Wy () W, (F)= fx(F').dF' — x(F) = M (3.2-2)
Ry o P - dF T

In gleicher Weise wird zur von Q abhingigen potentiellen Energie der el. Feldenergie (W, =
W.) die in Kap. 2 bereits vorgestellte, von u abhédngige potentielle Ergdnzungsenergie fiir el.

Kondensatoren Wp* = W: in formaler Ubereinstimmung mit (3.2-1) eingefiihrt.

Wy (u)=u-Q-W,(0) = j OW')-du' . (3.2-3)
0
Aus Bild 3.2-1b ergibt sich (3.2-4) in Ubereinstimmung mit (2.4.3-22, -27).
. am,Q) . h aw’ )
Wy (Q) = { w(Q")-dQ' — u(Q) = ;Q , Wy (u) = { O)-du' > Q) =—2—=. (3.2-4)

Nichtlineare Kondensator-

Nichtlineare Federkennlinie I-'(x) Kanniitis
F 7 “ u u(Q)
w W 77

F,ﬂ - £ rd” / vl 9

u \\

w& o) 7 w\\\
0 e N {
0 5 I P 0 ™,

da X 0 er.

xi

a) b)

Bild 3.2-1: Nichtlineare Kennlinien potentieller Energiespeicher in el.-mech. Wandlern a) Feder, b) el.
Kondensator.

Am Kondensator wirkt die dulere Kraft ' gegen die elektrostatische Coulomb-Kraft F.. Es
gilt wegen F = -F

Fo=—dW,/dx=—dW,/dx, F=dW,/dx . (3.2-5)
Eine in positiver x-Richtung wirkende &dullere Kraft (Bild 3.1-3a) auf die rechte
Kondensatorplatte erhoht bei Wegziehen der Platte in x-Richtung die im Kondensator
gespeicherte Feldenergie (el. potentielle Energie W, = ;).

A

F Lineare Federkennlinie u Lineare Kondensator-Kennlinie
* 1 #*
Wp k& E Wp
WP Wp
0 > 0 >
0 X 0 0

Bild 3.2-2: Lineare Kennlinien potentieller Energiespeicher als Feder (liI{ks) und el. Kondensator (rechts).
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Aus Tab. 3.2-1 und (3.2-1) folgt fiir mechanische Federn mit linearer Kennlinie
k -x2 * K 1 F2
, W (F)=|—F'"-dFf =— . 3.2-6
o (F) { p Y (3.2-6)

Wp(x):.[k-x'-dx' =
0

Fiir Drehfedern ergeben sich analog W, (y) =k, <> /2, Wy (M) =M /(2k,).
Aus Tab. 3.2-1 und (3.2-3) folgt fiir Kondensatoren mit linearem Dielektrikum
C-u?

(3.2-7)

9 Qz . u
W@ =[(@10)dQ =2~ . Wyw)=[Coul-du'=
0 0

Im Zahlenwert sind W, (x), W; (F) bzw. W,(Q), W; (u) gleich groB3, aber sie sind nicht gleich
in ihren Funktionen, denn es ist

k02 e 07 0* o C-0?
=W, ()=—, W, (Q)=—=W ()=
1o()zk p()2C b (©) 5
Die Tab. 3.2-1 mit nur einer unabhingigen Koordinate als Variable fiihrt mit den
Ausfithrungen von Kap. 3.1 zur allgemeinen Formulierung der potentiellen Energie. Die r

,Koordinaten“ X = (xq,...,X;,....,X,.), i = L,...,r, und die r , Krifte* F;(xi,...,x;,....,x,.) erlauben

W, (0) = (3.2-8)

die Definition eines ,-dimensionalen Vektorraums® F = (Fyeer F}yeoo s F)) = F(¥) mit dem

Skalarprodukt F(¥')-dx' = Fdx] +...+ F.dx. und der Arbeit, die diese Krifte am System -
dimensionaler Wandler* verrichten.

X X1 X X1 X
W(E) = [FE)-d¥ = [ [Rdxj +..+ Fdx, = [ Fdx| +..+ [ Fdx, (3.2-9)
0 0 0 0 0

In einem System mit ausschlieBlich potentiellen Energiespeichern wird diese Arbeit in Form
potentieller Energie im System gespeichert: W (X) = W, (x).

Bild 3.2-3: r = 3-dimensionaler Vektorraum: Die Kréfte F; (i = 1, ..., 3) sollen entlang unterschiedlicher Wege
Ci, C, vom Ort (0, 0, 0) zum Ort (x7, x5, x3) wirken.

In so einem Fall ist /' unabhingig vom Integrationsweg C (Bild 3.2-3), also unabhingig
davon, welches der Teilintegrale in (3.2-9) zuerst ausgefiihrt wird. Das ist z. B. der Fall, wenn
im System keine Hysterese auftritt. Fiir Bild 3.2-3 heif3t das

X

W(E) = [F()di' = [FE)di'= [FE)-di'. (3.2-10)
0 o] G

Ist W wie in (3.2-10) unabhingig vom Integrationsweg C, nennt man W eine

»Zustandsfunktion®. Dann ist F(X) ein Gradientenfeld

ow, .o
F, = a—? = F(x) =VW, =(0W,/x,...,0W, / 0x;,...,0W, / &x,) (3.2-11)
1
d. h. die Krifte F; sind Ableitungen der Zustandsfunktion, also der potentiellen Energie. Es
wird als Schreibweise der symbolische Ableitungsvektor Nabla (3.2-12) verwendet.
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Nabla wurde auch bei der Herleitung der Maxwell-Spannungen verwendet (Anhang A2.1).
0. 0. 0.
V= ( ] (3.2-12)

_’.--,_’.--’_
ox;,  Ox;  Ox,

Fiir Gradientenfelder F ist deren ,,Rotation Null VxF =0 (3.2-14), d. h. Integrale langs
geschlossenen Wegen C sind Null: §F -dx = 0. Ein geschlossener Weg ist in Bild 3.2-3 der
c

Weg von (0, 0, 0) zum Ort (xi, x2, x3) Uber C; und zuriick zu (0, 0, 0) tiber C,. Mit (3.2-10) ist

§FG)-d' = §FG)-d¥' = [F()-d¥' = [F(¥)-d&' =W =W =0. (3.2-13)
C C=Cy-Cy q Cy '
Mit dem Nabla-Vektor und der ,,Rotation® rot(F) =V x F folgt
rot(F) =VxF =Vx(VIW,) = (VxV)I¥, =0. (3.2-14)
0

Daher gelten die ,,Integrabilitdtsbedingungen® (3.2-15), wie Bsp. 3.2-1 fiir » = 3 zeigt.
%2%, i,j=Ll..r, (3.2-15)
Ox;  Ox;
Beispiel 3.2-1: Integrabilititsbedingungen fiir » = 3:
6&_6&_0 aFl_aF3_0 oF, oF _0
ox, oOx3 | Oxy3 Ox,  Ox; Oxy '

¢ & g

Oox 1 Oox ) ox 3 Oox ) Oox 3 ox 3 Oox 1 Oox 1 ox )

B K 0 0 0

_ Lo ow, ow, oW, oW, .
Gradientenfeld: F(x)=VW, = gradW, = , , = -€; |e,~| =1
Ox;  0Ox, Oxz o Ox;

Die allgemeine Formulierung der potentiellen Ergdnzungsenergie im ,,-dimensionalen

-

Vektorraum® ist W; (F)=F-x-W,(x)= ZFI- -x; =W, (x). Daraus folgt die inkrementelle
i=1

Anderung der potentielle Ergiinzungsenergie

. - r = r r aW
AW, (F) =Y d(F;-x;))—dW,(¥) = Y (dF; - x; + F; -dxi)—ZTp-dx,- , (3.2-16)
i=1 i=1 i=1 Y
Da F'ein Gradientenfeld ist, gilt (3.2-11) F; =0W,,/0x; , eingesetzt in (3.2-16)

. = & oW, r oW, r
dw, (F):Z(dﬂ-xi+a—p-dxl-)—2—p-dxi=ZdFI--x,~ : (3.2-17)
i=1 Xi i=1 i i=1

* = %k = r aW
Andrerseits ist W, (F) als vollstindiges Differential dW, (F) = ZTp'dFi . Durch
i=1 i
Vergleich mit (3.2-17) erhalten wir (3.2-18), dass die Koordinaten als Ableitung der
potentiellen Ergdnzungsenergie nach den Kriften berechenbar sind (siehe (3.2-2), (3.2-4)).

x; = oW, | oF, (3.2-18)
Die pot. Ergidnzungsenergie ist wegen (3.2-111) auch eine Zustandsfunktion X(F) = VWI;k .
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Die Ausdriicke (3.2-11) und (3.2-18) entsprechen einander. Sie wurden sowohl in Kap. 2.4 fiir
den Kondensator fiir » = 2 (Ort und Spannung) als auch in (3.2-2), (3.2-4) hergeleitet und
werden nun anhand einfacher Beispiele verdeutlicht.

Beispiel 3.2-2: Lineare Zug-/Druckfeder als pot. Energiespeicher fiir » = 1: x; = x (Bild 3.2-4).
Die Feder ist bei x = 0 entspannt! AuBere Kraft F =k-x und Federkraft Fr werden in x-
Richtung positiv gezéhlt! Die dulere Kraft " wirkt gegen die Federkraft /. Im Gleichgewicht
gilt: ¥ + Fg = 0. Die von auBlen aufgebrachte positive Kraft / wirkt in Richtung der
Koordinate x im Sinne einer Erh6hung der gespeicherten potentiellen Energie W,

aw, 2 aw,
Aus 32-11) folgt F(x)= oW _dex™/D) gy 4@
dx dx dx
dw, (F 2
Aus (3.2-18) folgt x(F) = p(F) _d(F /(Zk))zF/k.
dF dF

W,=k-x*/2|1

M= MY AN
I E—
I ; — L r* / i I / i . L4

Bild 3.2-4: r = 1: Zug-/Druckfeder mit konstanter Federkonstante £.

Beispiel 3.2-3: Potentielle Energie an der Erdoberflache: Der Erdradius g ist viel grofer als
der Abstand x des ,,kleinen* K&rpers (Masse m) von der Erdoberfliche (Erdmasse mg). Dann
ist die potentielle Energie des Kérpers im Erdschwerefeld in guter Néherung W, (x) =m-g-x

mit der konstanten Erdbeschleunigung g = 9.81 m/s” (Bild 3.2-5).

AF

® ]

my,

e 0 > X
a) b 0

Bild 3.2-5: » = 1: Potentielle Energie an der Erdoberfliche (x = 0) bei konstanter Erdbeschleunigung g. a) Die
duBere Kraft F hilt gegen die Schwerkraft F; den Korper m im Gleichgewicht. b) Die potentielle Energie W,
nimmt mit x linear zu.
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Die von auBlen aufgebrachte Kraft F* wirkt in Richtung x zur Erhohung der gespeicherten
potentiellen Energie W,. Fg und F werden in x-Richtung positiv gezdhlt! Die
Gravitationskraft Fig wirkt aber gegen F, so dass im Gleichgewicht Fig = -F ist.

dW,(x) dW,(x)

Aus (3.2-11) folgt F(x):d—zm-g, Fg(x)=-
X

W;(F)=F'x—Wp =m-g-x—m-g-x=0. Die Koordinate x kann mit (3.2-18) nicht aus

Allerdings st

W; (F) berechnet werden, da fiir unterschiedliche x stets dieselbe Kraft ' =m- g gilt.

Beispiel 3.2-4. Elektrische Kraft und potentielle el. Energie einer Punktladung g; > 0 bzgl.
einer Punktladung ¢, < 0 (Bild 3.2-6)

b

Bsp..: Fiir gyq, <0

| F, | 0‘;’3 F
) >

r

Bild 3.2-6: Potentielle Energie einer Punktladung ¢, < 0 bzgl. einer Punktladung ¢, > 0 im Abstand .

Die von auBlen aufgebrachte Kraft /" an der Ladung ¢, wirkt in Richtung der Koordinate » im
Sinne einer Erhohung der gespeicherten potentiellen Energie W,. Die Coulomb-Kraft F, wirkt
wegen g1 > 0, g» < 0 gegen F anziehend, also gegen » im Sinne einer Abnahme von W,. Es

werden F. und F'in r-Richtung positiv gezéhlt! Es ist W, (r) = 4‘11_‘12 (3.2-11) und (3.2-12)
TTEy * ¥
o. 1 0. 1 @ j

werden in Kugelkoordinaten formuliert: V= —,——,—— —
or r 09 r-sind O

Wegen der Kugelsymmetrie ist 66_19 = o =0. Daher ist F(r)= VW, = (£,.(r),0,0) bzw.

o9
dw (r . aw (r
) @y 0, wihrend F,(r)=— p(")
dr Arey -1 r
muss von einem minimalem Radius 7 aus berechnet werden, da sie wegen der Idealisierung
der Punktladung sonst unendlich gro3 wird.

F(r)= < 0. Die potentielle Energie

B
W= [F-dr=W,(rg)~Wp(ra) =M-(i—ij = AW, > 0.
472’50 VB VA
A
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Daher ist die Berechnung von W; (F) als Komplementirfliche im r-F-Diagramm, die liber

eine Berechnung von 0 ... » durchzufiihren ist, nicht méglich.

3.3 Beispiel: Beweglicher Plattenkondensator

Gegeben ist ein Plattenkondensator an einer idealen Spannungsquelle # mit den
entgegengesetzt gleich groflen, vorgegebenen Plattenladung Q, -Q, beweglicher rechter Platte
und der Kapazitit C(x) = Q/u in Abhingigkeit der rechten Plattenposition x (Bild 3.3-1). Wie
andert sich die erforderliche duflere Kraft F(x), die die rechte Platte im Gleichgewicht hilt,
und u(x) mit variablem x? Dieses Beispiel wurde bereits in Kap. 2 und in Bsp. 3.1-1
berechnet, soll nun aber mit dem eingefiihrten Formalismus nochmals berechnet werden.

A

4 o F
7 M

Xl
ok |
w
—_—

Bild 3.3-1: El.-mech. Wandler ,,Kondensator mit beweglicher rechter Platte* von Bsp. 3.1-1 (Bild 3.1-3).

Losung:
Es existieren zwei (» = 2) unabhédngige Koordinaten x; = Q, x, = x. Zwei verallgemeinerte

Krifte F; = u, F, = F sind mit (3.2-11) zu berechnen. Die potentielle Energie ist zunichst nur
bis auf eine Integrationskonstante D(x) bestimmbar

- % _ aWp Q2

- axy e oQ C(X) J-C(x) 2C(x)+¢(x)’ (3.3-1)
_ Wy MWy _df 0 0> d 1

f2= ox, == dx(2C(x) P(x )J 2 dx C(x) +P'(0)=F(Q.%). (3.3-2)

Die Integrationskonstante @(x) erlaubt es, auch eine remanente Polarisation des
Dielektrikums zu beriicksichtigen. Ohne solche Remanenz ist bei Q = 0 auch F = 0. Im
Beispiel ist das Dielektrikum ,,Luft®, daher ist keine Remanenz vorhanden. Also muss auch
ohne el. Spannung die pot. Energie Null sein: u =0 —> Q0 =0:W,(u=0,x) =D(x) =0.

02 d 1 2 _ ! _ — — —_ -
F(0,x)= > —C( : +P'(x)=0>D'(x)=0—> D(x)=konst.=D =0. (3.3-3)
Q> d 1 _ 0
Resultat (in Ubereinstimmung mit Kap. 2): F(Q,x) = > o’ u(x) = )

Fiir den in Kap. 2 angenommenen vereinfachten Fall eines homogenen E-Felds zwischen den
Platten folgt eine von x unabhéingige Kraft F

2
Coy=504 = po.x) = 0 dx 0 (3.3-4)
2 dx goA 25014
und eine hnear mit x zunehmende el. Spannung u.

_0 _o |
C(x) &y4

(3.3-5)
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Bei konstanter Plattenladung Q und homogenem Feld £ = konst. zwischen den Platten ist die
gegen die anziehende elektrostatische Kraft F. aufzubringende Kraft F* UNabhingig vom
Plattenabstand x.

X X
u= 9 = g.x bzw. u(x) = jE-d§ = J-Ex -dx = E,-x oder alternativ (3.3-6)
C()C) EOA 0 0
0= fﬁ.d/]:Dx-A:goEx.A:Ex:i, u(x)=&- (3.3-7)
Asor 80A EoA ’

Die Maxwell’sche Zugspannung auf die rechte Platte 2 ist (Bild 2.4.3-11) ebenfalls
unabhéngig von x!

D .E 0> 0>
X)=— X X - :)F:—F = — A: 3_3_8
Pe(x) 5 26,12 e = Pe 2604 (3.3-8)
Zur Kontrolle erfolgt erneut die Kraftberechung mit der virtuellen Verschiebung (2.4.3-22).
L0 W0 539
o0 ox
Die unabhdngigen Variablen sind O, x. Mit W (OQ,x)=W,(0,x) folgt aus
2 2 oW, (0, x 2
_ 9 =Q—-x die el. Kraft F, =— p(20) __ 9 —F . Die ele. Kraft wirkt
P2c(x) 2604 Ox 2604

auf Platte 2 nach links (Bild 3.3-2).

&

W,=x-02/2-£-4)| |[F=02/12-- 4) W

Fiir Q = konst.!

u

05 3
+0p-9 019
x=0
1 —_—F
u=0 —p 1

Bild 3.3-2: Kondensator mit Q = konst.: Die von auen aufzubringende Kraft F wirkt in Richtung der Koordinate
x im Sinne einer Erhdhung der gespeicherten potentiellen Energie ). Die el. Kraft F, wirkt gegen F anziehend,
also gegen x im Sinne einer Abnahme von W,

Die Annahme des homogenen Kondensatorfelds £ = Ex = konst. ist nur sinnvoll bei
gegeniiber den Plattenabmessungen b, / kleinem Plattenabstand x (Plattenfliche 4 = b - /),
(Bild 3.3-3a). Bei gegeniiber den Plattenabmessungen b, / groem Plattenabstand x darf das
sausufernde® Randfeld nicht vernachldssigt werden und bestimmt malBgeblich das Feld
zwischen den Platten, so dass E(x) zwischen den Platten ein Minimum hat! C(x) sinkt dann
stirker als mit 1/x; die Kraft F nimmt mit zunechmendem x ab (Bild 3.3-3b)! Eine
Abschitzung fiir x >> b kann mit dem E-Feld zwischen zwei Punktladungen Q, -Q iiber die
Coulomb-Formel erfolgen (sieche Bsp. 3.2-4).
0’ 1
Fx)=———~—

47z-80-x2 x?
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xd—b
i ) x R
b | ) — i _Q
s QI — E® T~y
Y :: b Iﬁ“‘-& - /,.rf”‘l
e  GaweRns
E N o

b)
Bild 3.3-3: Kondensator mit a) ,.kleinem® und b) ,,groem® Plattenabstand x. Nur im Fall a) darf ndherungsweise
mit £ = konst. gerechnet werden.

d,(0,)
)

¥, 0% @) =07

Fiir x = konst.!

01 179 +f| -0

i — — U

In Bild 3.3-4 ist u(Q) = gemal (3.3-6) graphisch erldutert.

Bild 3.3-4: Kondensator mit x = konst.: Die zwischen den Platten messbare el. Spannung » wirkt in Richtung
von positiver zu negativer Ladung O im Sinne einer Erhdhung dieser Ladung und damit der gespeicherten
potentiellen Energie W,

3.4 Kinetische Energiespeicher

Speicher verallgemeinerter ,kinetischer Energie sind in mechanischen Systemen bewegte
Massen, sei es in linearer Bewegung oder als Drehbewegung. Wirksam sind dabei die
Tragheitskréfte, wobei die dabei wirksame ,,trige” Masse identisch mit der fiir die potentielle
Energie der Lage im Schwerefeld (Kap. 3.2) wirkende ,,schwere* Masse ist. Der tragen Masse
Masse m entspricht bei Drehbewegungen die Drehmasse (,,Schwungmasse*) bzw. das um die
Drehachse wirksame polare Trigheitsmoment J. Die zugehorigen Trigheitskrifte lassen sich
nicht durch Ableitung einer wegunabhéngigen Zustandsfunktion darstellen und unterscheiden
sich daher wesentlich von den Kriften zufolge potentieller Energien. Die induzierte el.
Spannung entsprechend dem Faraday-Induktionsgesetz (Kap. 2), die gemédl Kap. 3.1 als
verallgemeinerte Kraft aufgefasst wird, hdngt wesentlich vom Weg, lings dem diese
Spannungen im magnetischen Wechselfeld bestimmt werden, ab, wihrend el. Spannungen in
Potentialfeldern wegunabhédngig sind (Kap. 3.2). Deshalb werden magnetische Fluss-
Speicher, also die ,Induktivititen L, M, als verallgemeinerte ,kinetische Speicher
aufgefasst. Dabei werden die Magnetfelder durch Leitungsstrome i = dQ/dt und bei
Permanentmagneten durch atomare Elementarstrome der Hiillenelektronen in den Atomen des
betrachteten Materials erregt. Im Folgenden werden mit i aber nur die el. Leitungsstrome
bezeichnet und Permanentmagnete durch ihre Kennlinie By(Hy) (Kap. 2) definiert. Die
Magnetfeldspeicher sind auch bei Gleichstromerregung i = I = dQ/dt = konst. nicht den
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statischen Strukturen der ,,potentiellen” Energiespeicher zuzurechnen, sondern sie sind auf
Grund der sie erregenden verallgemeinerten Geschwindigkeiten i = I = dQ/dt ,kinetisch*!

i
Inertialsystem\{? g 'I:,Q,

3 >t Y0
Gegenlberstellung: 7 L
(KEINE Analogiebetrachtung) g P ~
.IMpuls®; (auch: Flussverkettung ) g=g(v) v=v(g) wv=y() i=i(y)
Sonderfall: nicht-relativistisch: g=mv,D=J(w,) o, (ohne Hysterese): L(7)
Sonderfall: linear: J, L =konst. g=m-v,D=J-w, w=L-i

Dynamische Gleichung: NEWTON: F =dg/dt, M =dD/dt  u; =—dy /dt
FARADAY: u+u; =0:u=dy/dt

Aufgenommene Leistung: p=v-F=v.g p=i-u=i-y

d, . d .
Inkrementelle Energiezufuhr: p-dt =v 7‘? dt=v-dg p-dt=i -Tt/-df =i-dy

Tabelle 3.4-1: Physikalisch (= strukturell) begriindete Entsprechungen zwischen nichtrelativistischen mech.
Systemen mit trigen Massen und el. Spulen (Induktivitdten) hinsichtlich der kinetischen Energie.

V.t Nichtrelativistische Mechanik, Nichtlineare 1(y)
O , | Magnetisierungskurve

m = konst., J = konst. 1 )

: L(i)
Wk
Wi
g
0 > D 0
0 0
a) b) ZP

Bild 3.4-1: a) Prinzipiell lineare Kennlinie der mech. Geschwindigkeit v bzw. Winkelgeschwindigkeit @, in
Abhingigkeit des Impulses g bzw. Drehimpulses D in nichtrelativistischen Systemen, b) 1. A. nichtlineare
Kennlinie des el. Stroms i in Abhéngigkeit der magn. Flussverkettung .

Die inkrementelle Energiezufuhr ist (Tab. 3.4-1) in mech. Systemen dW, = p-dt =v-dg und
in magn. Systemen dW, = p-dt =i-dy . Daraus ergibt sich die ,kinetische Energie zu

Wx g Wy v
Wi(g)= [dWy = [W(g))-dg' baw. W(y)= [aW = [iy)-dy". (3.4-1)
0 0 0 0

Analog zu Kap. 3.2 wird die ,kinetische* Ergdnzungsenergie (auch Ko-Energie genannt)
definiert.

Wy (V) =v-g—W, bzw. W ()=i-y—W,. (3.4-2)
Daraus folgen mit Bild 3.4-1 die Formeln (vgl. Kap. 2.4.4)

W ) = [g()-av' bzw. TR () = [ (@)-di. (3.4-3)
0 0

Aus (3.4-3) folgt durch Differenzieren (3.4-4) zur Berechnung von v und i bzw. (3.4-5) zur
Berechnung von g und y (vgl. (2.4.4-23), (2.4.4-26)).
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g v
! ! dW . I ’ . dW
Wi(2) = [v(g)-dg = w(g) = il8) W) = [iy")-dy S i) =TV 34
0 dg 0 dl//
v * i %
* ’ ’ aw (v * . . . aw. (i
W)= [0 = g =T o= [y @) dr sy =D L gas)
0 0
Beispiel 3.4-1: Mechanisches lineares (m = konst.) kinetisches System mit einem

Bewegungsimpuls g = m-v bzw. Drehimpuls D =J - ®,,. Die kinetische Energie ist NICHT
m-v* /2, sondern gemil (3.4-4) von g abhéngig. Mit v=g/m folgt

dW, _d(g*I2m) _ g |
dg dg m

g 2
Wie(g) = [£--dg' = £— bzw. v(g) = (3.4-6)
o M 2m
Fiir die Drehbewegung gilt analog, dass die kinetische Energie NICHT J - coﬁ1 /2 1ist, sondern
sie hingt wegen @, = D/J von D ab.

D? d(D*/2))) _ D

D
Wk(D):.(ET-dD’:E:a)m(D): - - (3.4-7)

Es ist die Ko-Energie, die mit (3.4-3) die bekannten Ausdriicke m-v?/2 bzw. J ‘wk /2
ergibt.

v v 2
W;(V):J-g(V')-dv’:J-m-v’-dv'z m2V , (3.4-8)
0 0
Om WOm J- 0)2
Wi (on) = [D(@})-doly, = [J- e}, -do), = o (3.4-9)
0 0
Die Kontrolle mit (3.4-4), (3.4-5) ergibt wiederum
2 2
g(v):d(m—v/Z):m v, D(wm):M:J'wm' (3.4-10)
dv do,,

Beispiel 3.4-2: Magnetisches lineares (L = konst.) System als verallgemeinertes kinetisches
System mit dem verallgemeinerten Impuls w = L-i. Die gespeicherte magnetische Energie ist

gemih Kap. 2 NICHT L-i%/2, sondern mit i =y /L

V. 2 2
v Y . . aw, _dy~/(2L)) vy
Wi(w) = J.—-dl// =-—_. Kontrolle mit (3.4-4): i(y) = = =—. (34-11
0 L 2L dy dy L

Ubereinstimmend mit Kap. 2 ist mit y = L -i

i i .2
W (D)= [ ()-di = [ L-1"-di = 2’ : (3.4-12)
0 0

AW (i) _d(L-i*/2) _

Kontrolle mit (3.4-5): w(i) =
( ): w(i) e 7

L-i

Das System Bild 3.1-1 ist als rdumlich abgegrenzter Bereich iiber ,,duflere Kréfte* iiber die
Anschliisse (Tore I, II, ...) in Wechselwirkung mit seiner Umgebung. Die einzelnen
Systemteile sind durch konzentrierte Elemente (allgemein: m, k, R, L, C, ...) bestimmt. Bei
ausschlieBlich kinetischen Systemen beschrinken sich die Systemparameter auf die
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,Kkinetischen Parameter m, L. Auf das System wirken gemiB3 Bild 3.1-1 von auflen
aufgeprigte ,,Aullere Krifte*“ F, wie z. B. die angelegte mech. Kraft /' und die anliegende el.
Spannung u in Bild 3.1-1. Im Systeminneren wirken zwischen den einzelnen, konzentriert
gedachten Teilen des Systems (z. B. zwei el. Spulen mit ihren Massen) ,,innere Kriifte« F™
(z. B. magnetische Kraft zwischen beiden Spulen). Diese ,,inneren Krifte® hdangen von der
Lage (i = 1, ..., r Koordinaten x;) und Geschwindigkeit (z. B. Stréme) der einzelnen
Systemteile ab (z. B. zwei Spulen). Bewegt sich z. B. die eine stromdurchflossene Spule 1
von einer anderen, ebenfalls stromdurchflossenen Spule 2 weg, so dass sich ihre Koordinate x
dndert, so dndert sich die im System gespeicherte magn. Energie. Uber die ,,inneren Krifte
F wird folglich Energie mit den kinetischen Speichern des Systems ausgetauscht!

Die Koordinaten der einzelnen r Systemteile (mech. Lagekoordinate, el. Ladung als el.
Koordinate) werden gemidfl Kap. 3.1 als Vektor zusammen gefasst X =(xi,...,x,). Die

(verallgemeinerten) Impulse der einzelnen Systemteile werden ebenfalls als Vektor (3.4-13)
geschrieben.

g =(g1,--:8,) (3.4-13)
Bei einem aus mehreren Teilsystemen bestehenden mechanischen System erfolgt die
Aufstellung der Bewegungsgleichungen geméfl Kap. 2 durch Freischneiden der einzelnen
Teilsysteme und Anwendung des 2. NEWTON schen Axioms (Impulssatz) auf jedes
Teilsystem, wobei die an den Schnittstellen auftretenden inneren Krifte zu beriicksichtigen
sind. Die Verallgemeinerung dieses fiir mech. Systemteile giiltigen 2. NEWTON schen
Axioms lautet als dynamisches Kraftgesetz folglich: _

Die Summe aus ,duBeren Kriften F; und , inneren* Kriften F™ je i-ten Systemteil ergibt
dessen verallgemeinerte ,,Impulsédnderung® dg; /dt, so dass sich die gesamte ,,Impulsdnderung*
des Systems als Vektorgle1chung ergibt.

FeFin 5) =% dt, F=(F,...,E), F®=FD__ [ (3.4-14)

Das dynamische Kraftgesetz (3.4-14) gilt fiir den Sonderfall OHNE dissipative Krifte (siehe
Kap. 3.6) und ohne potentielle Energiespeicher (siche Kap. 3.2)!

Die von auflen durch die ,,dulleren* Krifte /' dem System zugefiihrte Momentanleistung p(¢)
ergibt sich mit (3.4-14) als

4 . (d dg .
PO =Y v =F v = [df Fi(, x)jv—v df F .5 (3.4-15)

Die zugehorige inkrementelle Energiezufuhr dW ist demnach die Impulsdnderungsarbeit
minus der Arbeit der inneren Kréfte, néimlich

dW = p(t)-dt =7 - ‘; -dt— F (3, *) = dt—v -dg — F(3,%)- dx (3.4-16a)
bzw.
dw =" v;-dg; = > F™ .dx; . (3.4-16b)

i=1 i=1
Diese Energiezufuhr bedingt wegen des Fehlens anderer Energieformen eine Erhohung der
gespeicherten kinetischen Energie dW = dW,. Wegen F (in) (v,X) héngt Wy (3.4-17) nicht nur
von g, sondern auch von X ab

Wk:Wk(éai’:):Wk(glﬂ"'agraxla"'axr) s (34'17)
und wird als vollstdndiges Differential (3.4-18) geschrieben.
= oW, = oW,
AW, =Y —*-dg;+ ) —* dx; (3.4-18)
i=1 O&i i=1 O

Aus dem Koeffizientenvergleich von (3.4-16b) mit (3.4-18) folgt (3.4-19).
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v, =W, /dg;, F™ =—aw, /ox (3.4-19)
Die erste Gleichung in (3.4-19) ist die Verallgemeinerung der Ausdriicke in (3.4-4). Beide
Gleichungen (3.4-19) sind die Verallgemeinerung der Strom- und Kraftberechung an einem
Spulensystem aus Wy = Wy, (2.4.4-23), da die Magnetkraft F, eine innere Kraft ist.
- M, F, = _ Wy, x) siche (2.4.4-23).
oy ox

Fiir ein System mit » Koordinaten wird die kinetische Ergdnzungsenergie analog zu (3.4-2)
gemal (3.4-20) definiert.

W (5,5) = g5~ Wi (.%) (3.4-20)
Deren inkrementelle Anderung ist

- ow, ow,
AW, =d(g-v)- de_Zd(g, ;) — Z(agk -dg; +—X - K. dx,) (3.4-21a)
i=1 i=1 X

LI

i i

.
bzw. mit (3.4-19) dW, = > (dg; v; +g; -dv; -

P Ogi, o (3.4-21b)
Vi I;‘I(m)
r .
AW =Y g;-dvi+ F™ -dx;) (3.4-21¢)

i=1
Wird diese inkrementelle Anderung als vollstindiges Differential (3.4-22) geschrieben

- M, W
AW, (v,%) = Z( . k. gy, k. dx.) (3.4-22)
so ergibt der Koefﬁzientenvergleich von (3.4-21c) und (3.4-22)
g = % , Fl-(in) = % bzw. g = grad;,VVI;k , FOm = grad;(lek (3.4-23)

1
Dies wurde bereits als Sonderfall in Kap. 2.4.4 bei einer Spule mit ideal magnetisierbarem

Eisenkern hergeleitet. Es folgt mit Wn’: = W; die Magnetkraft F, als innere Kraft

1

E,=- Wy _ W _, E, =F = _ M W gy = B0 a6 (3.4-22) folgt
ox ox ox ox i
r . — e
AWy (¥,3) = (g;-dv; + F™ - dx;) = §(3,%)-dv + FIV (5,%) - d¥ . (3.4-24)
i=1
Mit X =(xq,...,x,) und v =(v;,...,v,) wird der 2r-dimensionale Raum (v, x) aufgespannt, in

dem W; das Integral Wk* = J‘ dW; vom Ursprung 0= =0,¥=0) zum Punkt (¥,%) ist.

og M oty oF™ .
Gemill (3.4-23) ist L= = =—/  was mit (3.2-15) und den grad-
axj axjavl- 6vl~6xj 6vl~

Ausdriicken (3.4-23) die Wegunabhéngigkeit der Integration im (v, X) -Raum zeigt. Es wird z.

B. zuerst nur bei verdnderlichem X integriert, wiahrend v =0 ist (dx; # 0, dv; = 0), und dann
bei verdnderlichem v und konstantem x (dx; = 0, dv; # 0). Dabei verindern wir der
Einfachheit halber alle Koordinaten x; gleichzeitig von Null auf ihren jeweiligen Endwert mit
dem Skalierungsfaktor 0 <@ <1, und dann alle Koordinaten v; gleichzeitig von Null auf ihren
jeweiligen Endwert mit dem Skalierungsfaktor 0 <8 <1 (siehe (3.4-27) und Bild 3.4-2), was
(3.4-25) entspricht.

Zundchst Weg v'=0,x'=60-X,0<0<1,dann Weg v'=0-v,X'=X,0<6<1. (3.4-25)
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A
V'=8‘V1
‘(st):(vlaxlaxZ)) )—C!ZE
xz;
0 4
X o emmaniacrcr 0N .
f'=(9'x1,9 XZ}
v=0

Bild 3.4-2: Beispiel eines Integrationswegs (3.4-25) im (v, x)-Raum fiir » = 3 gemal (v, x;, x»): Zunédchst wird
der Weg in der (xi, x,)-Ebene zuriickgelegt und dann bei (x;, x,) senkrecht dazu mit wachsendem v;.
Es ist mit (3.4-25) d¥' =d(0-¥)=%-d0 und dv'=d(0-¥)=7v-d6. Mit (3.4-24) folgt die

Integration (3.4-26), die lings des Wegs gemal (3.4-25) ausgefiihrt wird.
1

1

Wy (V,%) =de; =jﬁ(m)((),e-ﬂx-d9+jg(9-v,7c)-v-d9 (3.4-26)
0 0

In (3.4-26) ist fiir die Integration langs v'=0,X'=6-x,0< 60 <1 der erste Ausdruck Wk*o (%)

(Wegwahl Bild 3.4-2) unabhingig von v, wihrend der zweite wegen v = 0 Null ist.

1 1
Wio (%) = [FIV(0,0-%)-%-d0, 5=0:[g(0-3,%)-7-d0=0 (3.4-27)
0 0

Auf dem zweiten Wegabschnitt v'=6-v, X' =X,0<6 <1 ist wegen X =konst., dx =0 der
erste Integrand von (3.4-26) Null, so dass nur der zweite Term verbleibt. In Summe ist das

1
Wy (3,5) = W () + j 3(0-v,%)-v-dO. (3.4-28)
0

Der Anteil Wk*o (X) wirkt bereits fiir v; = 0, also wenn sédmtliche el. Leitungsstrome und mech.

Geschwindigkeiten im System Null sind: i = 0, v = 0. Er beriicksichtigt daher die magnetische
Energie von Dauermagneten, bei denen ein B-Feld auch bei i = 0 auftritt. Sind im System

keine Dauermagnete vorhanden, so ist er Null (W;O()?):O). Dann ist die Kinetische
Erginzungsenergie (3.4-28) der Ausdruck (3.4-29).

Wy (¥)

1
. [20-9)-5-d0. (3.4-29)
0

3.5 Beispiel: Bewegliche gekoppelte Spulen

Fiir zwei bewegliche, magnetisch gekoppelte, elektrisch erregte, verlustlose Spulen berechnen
wir die kinetische Erginzungsenergie. Die magnetische Kopplung erfolgt iiber die
ortsabhéngige Gegeninduktivitit M(x) = Li»(x) = L»i(x), die z. B. aus einer numerischen
Feldberechnung (éhnlich zu Kap. 2.5) bekannt ist. Die Selbstinduktivititen beider Spulen L,
L, sind konstant. Es geniigt, die Relativbewegung (Geschwindigkeit v) von Spule 2 (Masse m)
gegeniiber Spule 1 zu betrachten (Bild 3.5-1a). Sie ist ldngs der zeitlich vorgegebenen
Koordinate x(¢) verschiebbar. Uber die el. Spannungen u;, u, sind die Spulenstréme i,(), i2(f)
eingepragt und damit vorgegeben. Gesucht sind die duBeren Krifte: Die Kraft F(x) als
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Gegenkraft zur Magnetkraft zwischen beiden Spulen und zur Trigheitskraft, die fiir die
Strome erforderlichen auflen anliegenden Spannungen u;(¢), u»(f) und die zugehdrigen
dynamischen Gleichungen.

Losung:
Das System (r = 3) hat drei ,,Koordinaten* x; = Oy, x, = 05, x3 = x, drei ,,Geschwindigkeiten*

VI = Q] = il’ V) = Q2 = iz, V3 = )'63 =X =V, drei ,,Kréifte“ Fi =Uuy (Zu i]), F2 =Uup (Zu iz),
F; = F (zuv) und drei ,,Impulse” g, =y, (zu i), g, =y, (zuir), g3 =g (zuv).

L,(x)

\4

a) b)

Bild 3.5-1: a) Zwei magnetisch gekoppelte, iiber die el. Spannungen u;, u, elektrisch erregte Spulen, jede
Windung gewickelt mit gleichem Wickelsinn (z. B. rechtswendig), Spule 2 beweglich, b) Qualitativer Verlauf
der magnetischen Kopplung (Gegeninduktivitét L,,) in Abhdngigkeit des Abstands x zwischen Spule 1 und 2.

Mit den Gleichungen der Elektrotechnik fiir die Flussverkettungen und dem
Bewegungsimpuls der Mechanik (Kap. 2) werden die Impulse berechnet. Mit L, = L,; folgt

w1 =L+ LX)y, Wy =Ly iy + Ly (X)-h = Ly iy + Lip(x) -4y, g=m-v. (3.5-1)
Die kinetische Erginzungsenergie ist, da keine Dauermagnete vorhanden sind (Wk*o (X)=0
bzw. y,(i; =0,i, =0) =0, w,(i; =0,i, =0)=0), mit (3.4-29) zu berechnen.

1 1 1 1
W;‘(il,iz,v)=jg(a-V)-v-dezjwl(a-v)-il-da+jy/2(a-9)-i2-d9+jg(a-v)-v-d9 (3.5-2)
0 0 0 0
1

1 1
W = [ (L 041+ L5(x)-0-15) iy -dO+ [ (L 0-1 + L1 (x)-0-i) iy -dO+ [m-0-v-v-dO  (3.5-3)
0

1
1
Mit je-de - 9? /2‘0 ~1/2 folgt (3.5-4).

i2 i2 2 i2 2 2
I v v
Wk _Ll > +L12( ) 12 +L2 > +L12(x) _+m 7_L1 > +L2 E+L12(x) 1112 +m- 7 (3.5'4)
Das dynamische , Kraftgesetz (3.4-14) F = d—g—ﬁ (") (%) wird mit g, = e , FY = W
dt ov; Ox;
fiir i = 1, 2, 3 berechnet und ergibt die dynamischen Gleichungen (3.5-11), (3.5-12).
= L+ Liy(x)-i L -—+L,(x)—=+i, —=——= 3.5-5
g1 =y = dt( 3, J dt( i+ Ly (x)-iy) = I p 12(%) 2 T . (3.5-5)
. . d | oWy d diy i ; dLi,(x(2))
&=y = dt( o, J dt( 2y + L (x)-iy) = 0t 12(x ) T (3.5-6)
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= v 3.5-7
o m-v (3.5-7)

Dabei beriicksichtigt (3.5-8) die Bewegungsinduktion zufolge der Bewegung von Spule 2 im
Magnetfeld der Spule 1. Mit ~ wird die Ableitung nach x abgekiirzt, mit - nach ¢.

dLiy(x(1)) _ dLip(x) dx _ dLj(x)

. _d[owm ) _d[am-v* /D)) _dm-v) _
&3 o | drl v dt

v=1L,(x)-x(t) = L, (x)-v 3.5-8
” b dr I Lip(x)-x(¢) = Ly (x) (3.5-8)
Die Berechnung der ,,inneren* Krifte (3.4-23) aus der Ko-Energie liefert
F,l(in) _ aWk _ aWk _ O ’ Fz(in) _ GWk _ GWk _ O ’ (35_9)
o 00 xy 00,

denn die Ko-Energie (3.5-4) hingt NICHT von Q; und Q, ab! (3.5-10) liefert als einzige
innere Kraft die Magnetkraft F\,, zwischen den beiden Spulen.

F3(in) _ aWk _ aWk :L{Z(x)'il 'i2 — Fm (35-10)
Ox3 Ox

* x .2 .2
(3.5-10) stimmt mit (2.4.4-26) F,, =0W,,/dx iiberein, da W, (x)=1, % +1, .%+ Li> (x)-itis

als Untermenge von Wk* (x) in (3.5-4) auftritt und den von x abhingigen Anteil darstellt.
Damit erhalten wir fiir die (» = 3) drei dynamischen Gleichungen
u=F=g-F"=y-0=y1, uy=F=g-F" =y, 0=y, , (3.5-11)
d(m-v) , .. d@m-v)
N L () 0 v in = _ ,
7 12(x) 1 i 5 m

wovon die ersten beiden elektrische und die dritte mechanische Verhiltnisse beschreiben
(Tab. 3.5-1).

F=F=g-F"= (3.5-12)

: di di, .,
w =y =1 '7;"‘%2(35)'7[2‘”2 Ly (x)-v
%’,4/
Ruhinduktion Bewegungsinduktion

di diy .,
Uy =1Ly —> +L|2(x)-?;+z| Lpp(x)-v

dt
\__Y—J

Ruhinduktion Bewegungsinduktion
dv
F=m-——L/,(x)-ij-i
m At 12(x) iy iy

\_Y_J { S
Tragheitskraft Magnetkraft F |

Tabelle 3.5-1: Zwei bewegliche, magnetisch gekoppelte, iiber die el. Spannungen uy, u, elektrisch erregte Spulen
haben drei dynamische Gleichungen.

Natiirlich ist es moglich, diese drei Gleichungen auch direkt mit den Grundgleichungen der
Elektrotechnik und Mechanik anzuschreiben, ohne den formalen Weg von Kap. 3.4 {iber die

Ko-Energie zu gehen. Die Kirchhoff-Maschenregel fir Spule 1 u+u; ;=R iy =u;—y,
ergibt wegen Ry =0: u; =y;. Mit (3.5-1) folgt (3.5-11), ebenso fiir Spule 2. Der
Newton’sche Impulssatz (Kap. 2) fiir die im Schwerpunkt der Spule 2 konzentriert gedachte
Masse m liefert m-X = m-v = Summe aller Kriifte = F + F,, in Ubereinstimmung mit (3.5-12).

Die Magnetkraft F, wird gemil Kap. 2 (2.4.4-26) aus F,, = aW; /0x (siehe (3.5-10))
bestimmt. Dieser Weg ist hier deutlich kiirzer. Die in Kap. 3.4 vorgestellte formale Methode
lohnt erst dann, wenn das Wandlersystem deutlich mehr Komponenten » umfasst, weil dann
die Irrtumswahrscheinlichkeit beim Aufstellen der dynamischen Gleichungen geringer ist.
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Die Magnetkraft Fy, (3.5-10) als ,,innere” Kraft hingt von beiden Strémen i;, i, als Produkt
und vom Vorzeichen der beiden Strome ij, i, ab! Der Kraftzdhlpfeil ist positiv IN Richtung
von x definiert! Die magnetische Kopplung L;> nimmt mit steigendem Abstand x zwischen
beiden Spulen ab (Bild 3.5-1b)! Folglich ist die Magnetkraft F},, < 0, also gegen die positive x-
Richtung gerichtet (Bild 3.5-1a), wenn beide Strome i}, i, bei gleichsinniger Zahlpfeilrichtung
fiir die Strome (VZS fiir beiden Spulen!) GLEICHES Vorzeichen aufweisen: sgn(i;) = sgn(i).
Daher ziehen dann beide Spulen einander an! Dabei ist vorausgesetzt, dass beide Spulen
gleichartig gewickelt sind, also die Windungen mit gleichem Wickelsinn, z. B. beide Spulen
rechtswendig gewickelt wie eine rechtsgiingige Schraube. Nur dann ist die Vorzeichenangabe
fiir die beiden Strome auch vergleichbar definiert. Die Magnetkraft ist £}, > 0, wenn beide
Strome i;, i, UNGLEICHES Vorzeichen aufweisen: sgn(i;) # sgn(i;). Dann stoBBen beide
Spulen einander ab. Dies ist in Bild 3.5-2 unmittelbar ersichtlich: Gleichsinnig bestromte
parallele Leiter ziehen einander an (Bild 3.5-2 links, Fy, < 0), wobei die Kraft proportional
zum Produkt beider Strome ist, entgegen gesetzt bestromte parallele Leiter stoen einander ab
(Bild 3.5-2 rechts, Fi, > 0).

sgn(i;) = sgn(i,) sgn(i,) # sgn(iy)
A X
EI { @
il
L} L
i

j—b i
Anziehen ; AbstoBen
L} i 1

Bild 3.5-2: Schematische Darstellung der beiden Spulen 1 und 2 von Bild 3.5-1 als koaxial gewickelte
Zylinderspulen mit links gleicher und rechts entgegen gesetzter Stromrichtung.

Im Beispiel Bild 3.5-1 tritt nur ,kinetische® Energie auf, ndmlich mech. Bewegungsenergie
und magn. Energie. Es tritt KEINE potentielle Energie auf, weil keine Potentialspeicher wie
Federn oder el. Kondensatoren vorhanden sind. Die Spulen verhalten sich magnetisch linear
(L = konst.), und die Mechanikgesetze sind nicht-relativistisch formuliert (m = konst.). Daher
sind die Zahlenwerte filir die ,kinetische* Energie und die ,kinetische® Ergidnzungsenergie
IDENTISCH! ABER die ,,gewohnte* Formulierung der Energie mit i, v liefert eben die Ko-
Energie (3.5-4), wihrend die ungewohnte Formulierung mit y, g die Energie selbst darstellt,
wie nun fiir die Gesamtenergie des Systems der beiden Spulen mit der Umrechnung von
Flussverkettungen auf Strome (3.5-14) bzw. Impulse auf Geschwindigkeiten gezeigt wird,
wobei als Abkiirzung die Blondel’sche Streuziffer o (3.5-13) verwendet wird.

_ _L%2(x)
ow=1-12 0 (3.5-13)

= Liy+Lyyi oL "' L
Yi=h 1' 12 2‘ }: 1 2 (3.5-14)
Yo =Ly i+ 1L PR N U 'S
2 oL, @) L i
Einsetzen von (3.5-14) in (3.5-4) liefert die ,,kinetische* Gesamtenergie
2 2 2
i V) L, g

Wy = + - YW, +2—>0.

"ol 200, o L-L, V2T om (3.5-15)

>0!
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Die Blondel’sche Streuziffer ist ein MaB fiir die Stirke der magnetischen Kopplung zwischen
beiden Spulen 1 und 2. Bei o = 1 existiert KEINE Kopplung L, =0. Die

Selbstinduktivititen sind Streuinduktivititen Ly = L, +Lj, = Ly, Ly = Ly, + L1, = L, . Die

magnetischen Energien sind je Spule getrennt als Wi, Wi existent (3.5-16). GeméaB (3.5-10)
ist die Magnetkraft zwischen den Spulen Fy, = 0.

* i i v ¥ Y . 8
We =L -1 +L,2vm-— | W =Wy +Wp+W, =+ L2 4S5 3.5-16
k 7 2 7 7 k ml m2 mec 2’L1 2-L2 m ( )

Bei o = 0 ist die Kopplung maximal (VOLLSTANDIG): L, = L;, = L,. Es treten keine
Streuinduktivititen auf: L;, =0, L, =0. Daher ist gemil (3.5-1) y; =L, -(i; +1) =y> .
2 2

. 2 2
WkZ%-(il+i2)2+m-v—, we=21L 8 V2 .8

_ g _ 8 (3.5-17)

3.6 Energiedissipation

In elektromechanischen Wandlern werden (in der Regel ungewollt) nutzbare Energieformen
in unterschiedlichen ,,dissipativen” Elementen (Exergie) in Wérmeenergie (Verlustwiarme)
umgewandelt (Energiedissipation). Diese Warme ist sinnvoller Weise klein zu halten. Daher
ist sie wegen ihrer relativ geringen GroBe i. A. nicht weiter technisch sinnvoll nicht nutzbar
(Anergie). Dissipative Elemente sind z. B. mechanische Reibungs- und Ddmpfungselemente.
So wird z. B. Bewegungsenergie iiber Roll- und Gleitreibung in Lagerungen bewegter Korper
tw. in Wirme umgesetzt. Mechanische Dampfer sind z. B. bewegte Fliigel in einer Fliissigkeit
(hydraulische Dampfung durch Reibung im Fluid oder an der rauen Fliigeloberfliche) oder
Federddmpfer, wo tw. plastische Verformung im Werkstoft auftritt. Somit tritt Verlustwirme
in mech. Teilen dann auf, wenn diese einer Relativbewegung (Geschwindigkeit v) ausgesetzt
sind.

Elektrische Leitungswiderstinde bilden iiber das OHM’sche Gesetz Verlustwdrme bei el.
Stromfluss i. Weitere Verlustmechanismen treten in Halbleiterbauelemente (Diode,
HeiBleiter, Kaltleiter, ...) bei el. Stromfluss auf. Bei magn. Wechselfeldern konnen
Wirbelstromverluste in el. leitfadhigen Teilen auftreten, wenn sie vom Wechselfeld induziert
werden, sowie Hystereseverluste in magnetisierbaren Werkstoffen. Bei el. Wechselfeldern
treten Umpolarisierungsverluste in Dielektrika auf. Hier werden vor allem stromabhingige
Verlustenergien betrachtet, die wie bei den mech. Elementen von der ,,Geschwindigkeit® i
abhingen, so dass eine strukturelle Ahnlichkeit zwischen mech. und el. dissipativen
Elementen gegeben ist. Daraus folgt die Gegeniiberstellung in Tab. 3.6-1 mit gleicher
physikalischer Verluststruktur geschwindigkeitsabhéngiger Verlustwirmen.

Ld 1

Gegeniberstellung: —;—H '—>"L:__'—4
(KEINE Analogiebetrachtung) F ’ e T
Beschreibende Gleichung: F=FW) v#0 u=u(i) i#0 |
z. B. Diodenkennlinie
Aufgenommene Leistung: p = F(v)-v=F(v)- j: p=u(@)-i=u(i)- >y

Inkrementelle Energiezufuhr: dW = p-dt = F(v)-v-dt — p-dt=u(i)-i-dt
dW = F(v)-dx AW = u(i)-dO
Arbeit der Reibungskraft Verlustwarme

Tabelle 3.6-1: Gegeniiberstellung mechanischer und elektrischer konzentrierter Verlustelemente in
elektromechanischen Wandlern.
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Beispiel 3.6-1: Mechanisches dissipatives Element Bild 3.6-1:

m: Masse

d: Dampfungsbeiwert

Bild 3.6-1: Mechanisches Verlustelement als Kolbenddmpfer mit Gleitreibung, Relativgeschwindigkeit v und
Kolbenkraft F, Dampfungskraft 79 mit positiver x-Zihlrichtung.

Die Dampfungskraft FY (3.6-1) ist gemdl dem 3. Newton'schen Axiom (Kap. 2) eine
Reaktionskraft auf die &uBere Kraft F, die mit der Geschwindigkeit v auf das
Déampfungselement einwirkt. Sie wirkt bremsend, also gegen die Bewegungsrichtung v, die
ihrerseits positiv in x-Richtung gezihlt wird (Bild 3.6-1). Daher wird FY in der
Bewegungsgleichung (3.6-2) als bremsend in Abzug gebracht! Hier wird vereinfacht ein
zahes Medium (,,Jlaminare* Stromung) im Kolben angenommen, so dass die Bremskraft iiber
den konstanten Dampfungsbeiwert d proportional v ist.

FO9=g.wve , FO=FD3s | FD=g.y (3.6-1)
mié =F-FY=miz=F-FO=F_d.v=F-d-x (3.6-2)
Im Sonderfall konstanter Geschwindigkeit v = konst. ist wegen

mi=mv=0=F-F9Y=F=F (3.6-3)

die Dampfungskraft F9 mit der duBeren Kraft F im Gleichgewicht. Das heifit: Die duflere
Kraft F muss die Dampfungskraft F*¥ {iberwinden, um den Bewegungszustand v aufrecht zu
erhalten!

Die allgemeine Formulierung ,,verallgemeinerter dissipativer Krifte*“ F;, i =1, ..., r, wie z. B.
mech. Reibungskrifte oder el. Spannungsfille, miissen in das Schema von Kap. 3.4 passen. 1.
A. hingen sie nicht nur von den ,,verallgemeinerten Geschwindigkeiten* v;, sondern fallweise
zusitzlich auch vom Ort x; ab, z. B. wegen eines ortlich veranderlichen Reibbelags.

F=F@,%)=(F,....,F,...,F.) i=L..,r,mit F,=(v,...,v,,X},...,X,) (3.6-4)
Die Energiezufuhr, die im dissipativen Element in Verlustwidrme umgewandelt wird, ist
r
dW:p-dt:F(V,fc)-dfc=ZFI-(17,7C)-dxi. (3.6-5)
i=1
Die momentanen Verlustleistungen p werden geméf der mech. und el. Leistungsgleichung
bestimmt, wie die folgenden Beispiele zeigen.

Beispiel 3.6-2: El. Verlustelement gemdll dem Ohm’schen Gesetz (Tab. 6.3-1):
u@y=R-i , p=u()i=R-i*=u’/R. (3.6-6)

Beispiel 3.6-3:

a) Geschwindigkeitsproportionale Dampfungskraft (= laminare (,,zdhe*) Stromung) gemil
Bsp. 3.6-1 (Dampfungsbeiwert d):

F=F(Wv)=d-v , p=F-v=d-*. (3.6-7)
b) Geschwindigkeitsabhdngige Dadmpfungskraft bei turbulenter (,,verwirbelter®) Strémung
(Dampfungsbeiwert d =d,, -v):

F:F(v)zol-v:a?v-v2 , p:F-v:dV-v3. (3.6-8)
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3.7 Elektrische Ersatzelemente

Bei der Berechnung elektromechanischen Wandlern werden manchmal fiir die mechanischen
Elemente elektrische Ersatzelemente verwendet, wobei die strukturelle Verwandtschaft
gemill Kap. 3.2, 3.4, 3.5 ausgeniitzt werden kann. Vor dem Einsatz leistungsfahiger
Digitalrechner wurden in den 1960 ... 1980-er Jahren elektronische Analogrechner eingesetzt,
um Differentialgleichungen wie z. B. die dynamischen Bewegungsgleichungen der Wandler
zu integrieren. Fiir die mechanischen Ausgleichsvorginge wurden deshalb dquivalente
elektrische Ersatzsysteme verwendet, die das gleiche dynamische Verhalten haben, um die
elektronischen Rechenschaltungen verwenden zu konnen. Daraus abgeleitet haben sich
elektrische Ersatzelemente flir die Beschreibung mechanischer Systeme fallweise erhalten.
Bei den hier im Fokus stehenden elektromechanischen Systemen werden so die ohnehin
vorhandenen elektrischen dynamischen (hdufig nichtlinearen) Differentialgleichungen auf
Basis der KIRCHHOFF-Gesetze um weitere, mit ihnen gekoppelte elektrische (i. A.
nichtlineare) Gleichungen fiir das gekoppelte mechanische System erweitert.

Die Beschreibung des dynamischen Kleinsignal-Verhaltens des Wandlers, d. h. wenn die
Wechselsignalamplitude deutlich kleiner ist als die konstanten Signalwerte des betrachteten
Arbeitspunkts, kann anhand der linearisierten Bewegungsgleichungen des Wandlers im
Arbeitspunkt durchgefiihrt werden. Auch ihre Losung erfolgt dann ausschlieBlich iiber die
Losung elektrischer Netzwerke. Dabei gibt es zwei elektrische Aquivalenzsysteme zum
mechanischen System:

a) das Kraft-Spannungs-System (Kap. 3.2, 3.4, 3.5), das auf Grund struktureller
Ubereinstimmungen festgelegt wurde, so dass mech. Krifte el. Spannungen entsprechen und
el. Strome mech. Geschwindigkeiten,

b) das Kraft-Strom-System, das auf Grund von Analogiebetrachtungen (Bild 3.7-1)
festgelegt wurde. Es wird das mech. Gesetz ,,Summe aller Kréfte an einem im Gleichgewicht
befindlichen konzentrierten Massenelement ist Null“ mit dem 1. Kirchhoff-Gesetz (Summe
aller Strome an einem Knoten ist Null) in Analogie gebracht. Die Null-Summe aller
Tangenten-Geschwindigkeitsvektoren ldngs einer geschlossenen Kurve C in einem linear mit
v bewegten starren Korper wird mit dem 2. Kirchhoff-Gesetz (Summe aller Spannungen in
einer geschlossenen Masche C ist Null) in Analogie gebracht. Daher entsprechen mech.
Krifte nun el. Stromen und mech. Geschwindigkeiten el. Spannungen (Tab. 3.7-1).

K i
Knoten: > F;=0 @'L\ﬂ 2ii=0 i x
J ) i

Masche: %‘,Vﬁﬂ @T’ ;u;:o (w)

Bild 3.7-1: Knotengesetz: Die Null-Summe aller Krifte an einem im Gleichgewicht befindlichen konzentrierten
Massenelement wird mit dem 1. Kirchhoff-Gesetz (Summe aller Strome an einem Knoten ist Null) in Analogie
gebracht. Maschengesetz: Die Null-Summe aller Tangenten-Geschwindigkeitsvektoren lidngs einer
geschlossenen Kurve in einem linear bewegten starren Korper wird mit dem 2. Kirchhoff-Gesetz (Summe aller
Spannungen in einer geschlossenen Masche ist Null) in Analogie gebracht.

Ausgehend von der mech. und el. Leistungsgleichung p... = F v, p, =u-i ist man beim

Wunsch, das mech. System in ein leistungsdquivalentes el. System zu iibersetzen p.. = pe»

zundchst vollig frei, ob F und u, v und i oder ob F und 7, v und u einander entsprechen. Die
Analogie gemdll Tab. 3.7-1 ldsst beides zu. Daher wird in unterschiedlichen Lehrbiichern
entweder das Kraft-Spannungs-System oder das Kraft-Strom-System verwendet. Verwendung
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findet das Kraft-Strom-System fiir den Ersatz des mechanischen Teils durch el. Elemente z.
B. in den deutschsprachigen Lehrbiichern von Ballas / Pfeifer /| Werthschiitzky. Das Kraft-
Strom-System wurde frither bevorzugt bei den Analogrechnern eingesetzt. Unschon ist beim
Kraft-Strom-System, dass die den mechanischen dissipativen Elemente zugeordneten
mechanischen Impedanzen (Widerstdnde) Ry, elektrischen Leitwerten G entsprechen. Das
Kraft-Strom-System ist nicht ,,impedanztreu®. Das hat zur Folge, dass bei der Einbeziechung
akustischer Wandlerelemente die abgestrahlte Schallleistung nicht mit einem el. Widerstand
(wie in Kap. 7), sondern mit einem el. Leitwert ersetzt wird. Auf Grund der tiefer liegenden
physikalisch-strukturellen Entsprechungen ist deshalb das Kraft-Spannungs-System
vorzuziehen. Es wird folgerichtig auch bei der Formulierung der Lagrange-Gleichungen
(Kap. 4), basierend auf Kap. 3.2, 3.4, 3.6, verwendet. Daher wird hier das Kraft-Spannungs-
System empfohlen. In Kap. 7 werden aber gleich direkt die physikalisch bedingten
mechanischen und elektrischen Gleichungen mit den Newton- und Kirchhoff-Gesetzen
aufgestellt. Oder es wird in Kap. 4 die Lagrange-Methode verwendet, wie z. B. in den
englischsprachigen Lehrbiichern von Woodson und Melcher oder Meisel.

Leistungsgleichung: F-v <y -i

a) Kraft-Spannungs-System: b) Kraft-Strom-System:
F&ou Fei
vVei veu
Flv=d=R,.. < R=uli Flv=d=Rp.. = Gl=ilu
dv di dv , du
F=m-—im<s Liu=L-— =m-—m=Cli=C-—
dt dt dt : dt
1 dF |1 . du 1 dFF |1 ' di
=—— - (i=C-— v=——!— S Liu=L-—
k dt |k dt k dt k dt
Kraft Spannung Mechanische Struktur <> elektrische Struktur
bedingt = bedingt
. Bewegung Strom P N E
NV e
Physikalisch gleichartige Struktur Analogie

Tabelle 3.7-1: Flektrische Ersatzelemente fiir das mech. System: Gegeniiberstellung der Ersatzelemente im
Kraft-Spannungs- und Kraft-Strom-System.

Beispiel 3.7-1: Mechanischer linearer (Federkonstante & = konst.) geddmpfter Schwinger
(Dampfungsbeiwert d = konst., Bild 3.7-2), dargestellt mit el. Ersatzelementen im Kraft-
Spannungs-System und alternativ im Kraft-Strom-System. Die Feder ist bei der Lage x¢ der
Masse m entspannt.

d

m
N
Wy

.—DxO
Bild 3.7-2: Mechanischer linearer geddmpfter Schwinger
1) Der direkte mechanische Ansatz mit dem Newton-Impulssatz fiihrt auf die dynamische

Bewegungsgleichung in x-Abhangigkeit (3.7-1) oder v-Abhéngigkeit (3.7-2).
m-X=—-k(x—x9)—d-x bzw. m-X+d-x+k-x=k-xy=F. (3.7-1)
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m-%+d-v+k-.[vdt:FO bzw. m-V+d-v+k-v=0. (3.7-2)
2) Mit den Entsprechungen des Kraft-Spannungs-Systems (3.7-3)
Feu vei, xo0, xoi, maLl, deR kel/C (3.7-3)

und den el. Beziehungen

0 O

ur, :L'lz, Ur :R'i, Z’7C :E—FZMC—UO (37-4)
folgt mit ,,Summe aller Krifte (= Spannungen) ist Null*
UL+uR+L7C:0:>uL+uR+UC:U0, (37-5)
und so die el. Bewegungsgleichung in O-Abhingigkeit (3.7-6) und i-Abhangigkeit (3.7-7).
. o1 Qo
L. +R +_- :U :—’ 3.7'6
Q+R-0O C Q=U C (3.7-6)
di A o1
L~—+R~z+—jzdt=U0 bzw. L-i +R-i+—-i=0. (3.7-7)
dt C C

Dies entspricht einem linearen geddmpften el. Serienschwingkreis, da der Summe aller Krifte
mit der Summe aller el. Spannungen entsprochen wird (Bild 3.7-3a).
3) Mit den Entsprechungen des Kraft-Strom-Systems (3.7-8)

Feoi, veou, YF=0Yi=0, maC, dol/R kel/L (3.7-8)
J J '
und den el. Beziehungen
du ~ 1
in=C-—, ir=u/R, & =—|udt—iy=i; —i 3.7-9
c 7 R L=7 j 0 =1L~ (3.7-9)
folgt mit ,,Summe aller Kréfte (= Strome) ist Null*
lc+lR+,l\];:O:>lc+lR+lL:lo, (37-10)
und so die el. Bewegungsgleichung in u-Abhéngigkeit (3.7-11).
C-@+1+l-judt=io, Criit it =0 . (3.7-11)
dt R L R L

Dies entspricht einem linearen geddmpften el. Parallelschwingkreis, da der Summe aller
Krafte mit der Summe aller el. Strome entsprochen wird (Bild 3.7-3b).

; Fy=k-x

m

Q= ¥
-

k-x,=F, " —|_

a) b)

Bild 3.7-3: Mechanischer linearer geddmpfter Schwinger a) als linearer gedampfter el. Serienschwingkreis, b) als
linearer gedédmpfter el. Parallelschwingkreis.

Es existieren somit zwei dquivalente elektrische Systeme fiir das urspriingliche mechanische

System: a) ein Serien- und b) ein Parallelschwingkreis fiir das eine mechanische System des
linearen geddmpften Einmassen-Schwingers.
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4. Methode der Lagrange-Gleichungen
4.1 Verallgemeinerte unabhingige Koordinaten

Ein el.-mech. Wandlersystem besteht gemal Kap. 3 aus i = 1, ..., » unterschiedlichen el. und
mech. konzentrierten Elementen als Untersysteme bzw. Systemteile, die aus den Kategorien
,potentielle Energiespeicher”, ,kinetische Energiespeicher und ,dissipative Elemente*
stammen. Jedes dieser Untersysteme hdngt z. B. von einer verallgemeinerten Koordinate x; ab
(Bild 4.1-1). Die ,,Schnittstelle” zwischen einzelnen Systemteilen verbindet diese als eine
Verkniipfung zwischen zwei Elementen und damit ihre jeweiligen Koordinaten x;. Durch
dieses Zusammenschalten der Systemteile zum resultierenden Wandlersystem geméll den
dynamischen Systemgleichungen sind manche der Koordinaten x; i. A. nicht voneinander
unabhéngig, sondern miissen ,,kinematische Vertriglichkeitsbedingungen* (4.1-2) erfiillen.

Potentieller Kinetischer Dissipatives Svst
Speicher Speicher Element il
Xil X; Xt Xit2

~ochnittstelle™: Verknlpft zwei Elemente und ihre Koordinaten x;

Bild 4.1-1: Ausschnitt aus einem el.-mech. Wandlersystem, bestehend aus unterschiedlichen i = 1, ..., r el. und
mech. konzentrierten Elementen als Untersystemen, die aus den Kategorien ,,potentielle Energiespeicher®,
,.kinetische Energiespeicher* und ,,dissipative Elemente stammen. Jedes dieser Untersysteme hidngt hier z. B.
von einer verallgemeinerten Koordinate x; ab.

Wegen dieser kinematischen Vertriaglichkeitsbedingungen existieren somit trotz der
i=1,..,r Orts- und Ladungskoordinaten x;(¢t), X =(x,...,x,), nur n<pr voneinander

UNABHANGIGE verallgemeinerte Koordinaten

q;(t),i=L....n, (4.1-1)
so dass die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems n ist. Mit g =(q,,...,q,) sind die
kinematischen Vertriglichkeitsbedingungen durch (4.1-2) beschrieben.

X (qqs---»q,,t), i=1...,r, bzw. X =X(q,t) 4.1-2)

Die ,,verallgemeinerten Geschwindigkeiten v werden aus (4.1-2) berechnet.

v=dqgldt=q=(q,-...,4,) (4.1-3)
V77

‘ la q>
I q

{ <P

b) 9]

a)

Bild 4.1-2: a) Mechanisches Pendel, b) Knoten in einer vermaschten el. Schaltung mit ¢) den unabhiangigen
Koordinaten ¢, ¢5.

Beispiel 4.1-1: Mechanisches starres Pendel (Bild 4.1-2a)
Die Lage der konzentrierten Masse im Abstand / vom Drehpunkt wird im kartesischen
Koordinatensystem durch (xi, x) beschrieben (i =1, 2; r = 2).
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Der Vektor der duBleren Kraft an der Masse ist (F, F2). Wegen der konstanten (,,starren®)
Pendelldnge / = konst. und der daraus sich ergebenden Drehbewegung sind aber xi, x; nicht

unabhéngig voneinander, sondern es gilt x; = x;(x,) oder x, = x,(x;). Diese Abhéngigkeit
wird durch die kinematische Bedingung x; =/-sina, x, =/-(1-cosa) mit dem Drehwinkel

a als einziger unabhéngiger Koordinate beschrieben. Das starre Pendel hat trotz » = 2 nur
einen Freiheitsgrad n = 1.

@) =a@): x)=1-sing (1), x(1)=1(1-cos(q (7)) (4.1-4)

Beispiel 4.1-2: Kirchhoff sche Knotengleichung (Bild 4.1-2b)

Die drei Strome i;, i, i3 sind wegen i; + i, + i3 = 0 nicht voneinander unabhéngig. Es ist
wegen iy =i —i, die Abhidngigkeit i; =i3(i,i;) gegeben. Da sich am Knoten keine el.
Ladung ansammeln soll, gilt auch O; = Q;—0, und damit Q5 = 05(0,,0,). Trotz r = 3
Koordinaten O, O,, O; existieren nur n = 2 Freiheitsgrade (Bild 4.1-2c¢).

Q1) =q,(1), () =q2(): O5() = ¢,(1) =2 (1) (4.1-5)

4.2 Virtuelle Verschiebungen

Die in Kap. 2 bereits eingefiihrten virtuellen Verschiebungen oJx; der verallgemeinerten
Koordinaten x; dienen nach d’'Alembert dem energetischen Vergleich benachbarter
Systemzustinde. Es wird in einer Momentaufnahme der Systemzustand zum Zeitpunkt ¢
festgehalten, d. h. die Zeit ¢ bleibt konstant (,,eingefroren®) ¢+ = konst. In DIESEM Zustand
werden gegeniiber den Systemabmessungen kleine, aber durchaus ,,endlich groBe* (nicht
infinitesimal kleine) Verschiebungen ox; der Koordinaten ,,gedanklich® durchgefiihrt (Symbol
ox; anstelle dx;). Diese ,virtuellen Verschiebungen® werden deshalb virtuell genannt, weil
dabei ¢ festgehalten ist, wihrend endlich grof3e Verschiebungen in der Realitit eine bestimmte
Zeit fiir ihre Durchfiihrung bendétigen. Auch die virtuellen Verschiebungen ox; miissen die
kinematischen  Vertréglichkeitsbedingungen  (4.1-2)  einhalten.  Durch  zeitliche
Randbedingungen vorgegebene Verdnderungen eines Ortes x;(¢) oder einer el. Ladung Qi(¢)
haben wegen ¢ = konst. KEINE virtuelle Verschiebung (Bild 4.2-1), d. h. ihre virtuellen

Anderungen sind Null wegen x;(¢), v; = x;(¢) : dxi(t) =0 bzw. Q;(t),i; = Qi (t): 00(t)=0.

4 =& - i, at)
4___)' 50 =0

ox =0
a) b) =

Bild 4.2-1: a) Mechanische Weg-“Erregung™ eines Stabs am linken Stabende: Dessen Koordinate x(#) ist als
zeitliche Funktion vorgegeben (vorgeschrieben), ihre virtuelle Verschiebung ist Null. b) Ideale Stromquelle mit
eingepriagtem (zeitlich vorgegebenem) Stromverlauf i(f). Damit ist auch sein zeitliches Integral Q(¢) bis auf eine
Integrationskonstante zeitlich vorgeschrieben. Daher ist die zugehorige virtuelle Verschiebung Null.

4.3 Variationsrechnung anstelle der klassischen dynamischen Grundgesetze:
Lagrange-Gleichungen

Wir gehen zunichst von el.-mech. Wandlern als konservative (= Energie erhaltende) Systeme
aus. Bei einem konservativen System findet kein Energicaustausch des Systems mit seiner
Umgebung statt.
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Daher tritt keine Energiedissipation (= keine an die Umgebung abgegebene Verlustwirme)
auf. Es wird nur Energie zwischen den verallgemeinerten potentiellen und kinetischen
Energiespeichern des Systems ausgetauscht. Im Gegensatz dazu findet bei einem nicht-
konservativen System zusitzlich ein Energieaustausch des Systems mit seiner Umgebung
durch (verallgemeinerte) duflere Krifte /' statt. Ebenso kann Energiedissipation infolge
bremsender (Reibungs-)Krifte F9 auftreten. Es wird aber i. A. weiterhin auch Energie
zwischen den potentiellen und kinetischen Speichern des Systems ausgetauscht, so dass
potentielle Speicherkifte 7P und die ,,inneren Krifte F™ der kinetischen Speicher (Kap. 3)

auftreten. Diese verallgemeinerten Krifte E-(p), Fi(in), E-(d), F; werden in Abhéngigkeit der

voneinander UNABHANGIGEN verallgemeinerten Koordinaten ¢;, i=1,....,n (4.1-1)
beschrieben.

F(qy,....q,,0), F® =F®(G,np), (4.3-1)
F'™(q,....q,.t), F™ =F"(@G,n), (4.3-2)
FYqgpnt), FO=FO@G,n), (4.3-3)
Fqyseendnst),  F=F(G,0). (4.3-4)

Wie in Kap. 2 ist die Zéhlweise der potentielle Speicherkrifte Fi(p), i=1,...,n, positiv, wenn
durch ihre Wirkung eine Verringerung der potentiellen Energie des Speichers auftritt.
Dadurch wird der gesamte verallgemeinerte Impuls g des Systems erhoht im Sinne einer
verallgemeinerten Beschleunigung dvi/dt > 0. Ebenso werden kinetische Speicherkrifte Fl-(in)

positiv gezahlt bei Verringerung der kinetischen Energie des Speichers und fiihren damit
ebenfalls zu einer Erhéhung des Impulses (,,Beschleunigung®). Positiv gezidhlte dissipative

Krifte Fi(d) beschreiben die Umsetzung von Energie in Wairmeenergie, was einer
Verringerung des Impulses (,,Bremsung®) entspricht. Positiv gezéhlte dullere Kréfte Fj tragen

zur Erhohung des Impulses im Sinne einer ,,Beschleunigung® des Systems bei. Damit folgt
gemal Kap. 3 die Kraftgleichung als Impulssatz (4.3-5) fiir nicht-konservative Systeme.

*

G0 _ iy 50 _F@ i g _ e e pey Wy Wy )
dt Jq;  0Oq, dq;  0q;
In Komponentenschreibweise ist dies % —F+F™ P _pd (4.3-6)

mit g; :8Wk* /0q; gemal (3.4-23). Die Berechnung der Kraftkomponenten aus
Speicherwirkungen E-(p),Fl-(in) erfolgt gemdfl Kap. 3 mit (4.3-5). Die Berechnung der

Kraftkomponenten E-(d), F; bei nicht-konservativen Wandlersystem wird aus der von ihnen
verrichteten inkrementelle Arbeit bestimmt, also fiir auBere Krifte gemal

p(t)-dt = ZF -dg; . (4.3-7)

i=1
Die inkrementelle Arbeit der dissipativen Krifte als inkrementelle Verlustenergie ist
pa)-dt = FYdg; . (4.3-8)
i=1
Analog wird bei der Betrachtung energetisch benachbarter Systemzustinde mit der Methode
der virtuellen Verschiebungen og; die virtuelle Arbeit 04, d4q der duBleren Krifte und der

dissipativen Kréfte gemill (4.3-9) bestimmt, so dass auch damit die Kraftkomponenten

Fi(d), F; berechnet werden konnen.
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A=Y F-dg;, Ay =y FY oy, (4.3-9)
i=1 i=1

Einsetzen der Kraftkomponenten F®, £ F@ F gemiB (4.3-5), (4.3-9) in (4.3-6) mit
g = GWk* /0g; liefert die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen (4.3-10).

AT | M % p&_p ot n . (4.3-10)
dt| 0q dq;  Og;

Mit der als Abkiirzung verwendeten Lagrange-Funktion

L(G.G.1) =W (§,G.0) =W, (@.1) (4.3-11)
schreiben wir anstelle (4.3-10) kiirzer (4.3-12).

d | oL oL (d) .

—| —|-——+F'" =F, i=1...,n 4.3-12

d (aq',.j oq; ' : ( )
Die Lagrange-Gleichungen fiir konservative Systeme lauten wegen F}(d) =0,F;=0

d(oL )| oL

—|—|-—=0, i=1...,n. 4.3-13

dt (GQij 0q; ( )

Ist ein System in Ruhe (v; = ¢; =0), so befindet es sich in einer (stabilen oder instabilen)
Gleichgewichtslage. Es ist die verallgemeinerte kinetische Energie und damit auch die
kinetische Ko-Energie Null: W; =0. Gemal (4.3-11) ist L(é, q,t) =-W,(q,t) . Mit (4.3-13)
folgt OL/0q; =—-0W,(q,t)/0¢; =0 und daher —0L/dq; = dW,,(q,t)/ dq; = 0. Damit folgt: Die

Gleichgewichtslage eines Systems (= Ruhelage des Systems) ist jener Ort ¢ bzw. x, wo die
potentielle Systemenergie W, einen Extremwert annimmt (= maximal oder minimal ist).

Beispiel 4.3-1: Mechanisches System: Kugel in einer Mulde oder auf einem Hiigel oder in
einem Doppeltal: n =1, g, = x (Bild 4.3-1)

Wy W, e W,
< /AN
g X7
1: W_ minimal: 2: W, maximal: 1, 3:‘Wp m1q1mal: ‘
Stabiles Gleichgewicht Instabiles Gleichgewicht ~Stabiles Gleichgewicht

2: W, maximal:
Instabiles Gleichgewicht

Bild 4.3-1: Gleichgewichtslage x einer Kugel: 1) Stabil in einer Mulde, 2) Instabil auf einem Hiigel, 3) Zwei
stabile und eine instabile Gleichgewichtslage einer Kugel in einem Doppeltal (Quelle: Wikipedia.de)
Stets ist in der Gleichgewichtslage x der Kugel W, extremal dW,(x)/dx =0, aber in der

stabilen Lage ist /, minimal und in der instabilen Lage maximal.

Auch mit der auf L. Euler, G. W. Leibniz und P. L. Maupertuis zuriickgehenden
Variationsrechnung konnen die Lagrange-Gleichungen hergeleitet werden, wobei dies hier
fiir konservative Systeme gezeigt wird. Es werden dazu unterschiedliche mogliche
,Bewegungstrajektorien des Systems mit ihren Koordinaten ¢,;(f) aus der erwarteten

,wrichtigen Trajektorie g;(¢) tber virtuelle Verschiebungen og;(¢) erzeugt (Bild 4.3-2a).
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G =q(+e-3q,(1) , £>0 baw. §(1)=G(0)+e5(r) (4.3-14)
Die Anfangslage ¢;(t,) und Endlage ¢,;(fz) des Systems sind dabei stets dieselben und
vorgegeben. Die Vorgabewerte ¢;(¢,) und ¢;(¢g) haben daher keine virtuelle Verschiebung:
oq;(ta)=0q;(tg)=0. Die wirkliche Bewegung des Systems nach den mech.

Bewegungsgesetzen von Newfon und den el. dynamischen Gesetzen von Maxwell erfolgt
dann so, dass der ,,Aufwand*, genannt ,,Wirkung* S, extremal ist.

Ig
S = [L(G.q.0)-dt (4.3-15)
t

A
t,, ;. Anfangs-/Endzeitpunkt m

deste. T ""I _____ -
4y = ..

-Virtuelle h
G(t)  Verschiebung

a) 0 4 b)

Bild 4.3-2: a) Ein System befindet sich zum Zeitpunkt z, am Ort g4, etwas spiter zum Zeitpunkt ¢z am Ort gg. Es
werden energetisch unterschiedliche Wege (Trajektorien) von A nach E im g-Raum untersucht. Die werden so
erzeugt, dass bei festgehaltener Zeit ¢ jedem Ort einer Trajektorie ¢ iiber eine virtuelle Verschiebung dg Orte
einer Nachbartrajektorie zugeordnet werden. b) Freier Fall einer Masse m im homogen angenommenen
Erdschwerefeld.

Diese Wirkung S kann gemédl (4.3-15) als das Zeitintegral einer zundchst unbekannten
Funktion L(é,é,t) wihrend dieser Bewegung von A nach E angeschrieben werden, die von

der Zeit und der gewédhlten Trajektorie von A nach E abhédngt. Wir finden die tatsichliche
Bewegung des Systems, dargestellt durch die ,richtige” Trajektorie ¢(¢#) zwischen den

Punkten ¢, =¢q(tp), g =q(tg) im Raum der verallgemeinerten Koordinaten ¢; durch
Vergleich mit anderen, kinematisch ebenfalls zuldssigen Bewegungsvarianten q:(t) zwischen

den Lagen g,, gg durch Variation von &, so dass jene Trajektorie ausgewdihlt wird, fiir die die
Wirkung S extremal (meist minimal) wird: oS = 0, wobei wegen (4.3-14) £= 0 ist.

!

s =B (4.3-16)
ds e=0

Mit (4.3-14) eingesetzt in (4.3-15) folgt
g R Ig

S(e) = j L(G(&),04(¢)/ot,t)-dt = j L(G+e-5G,0G/0t+&-0(5G)/t,t)-dt (4.3-17)
A A

l‘E R _ 1
8 = 1im B _ i 4 | LG(e).04(¢) at.0)-dr=0 (4.3-18)
e—0 de e—-0de s

Differenzieren der » Komponenten nach ¢ ergibt mit dulerer und innerer Differentiation

Tl oL g, oL ag;
=

tE n
d “
.L qA & ,aq’\ & /at,t dt— E B dt. 4, ;— 9

Gemaf (4.3-14) ist 0g;/0c = 0(q; +£-q;)/ O = &q; . In gleicher Weise ist mit (4.3-20)
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651- /0g =0(q;+&-0(d;)/ 0t)/ O = 0(og;)/ Ot (4.3-20)
so dass aus (4.3-19) folgt

g
d z = oL 0(aq;)
— | L(q(&),0q(&)/ Ot,1)-dt = ( it |t 4.3-21
| I X G G (@2l
Mit £ — 0 ist gemil (4.3-14) 8@,-(8 — 0) =0gq;, 6in (6 >0)=0q;. Aus (4.3-18) folgt
g g
. d z = OL 6L 0
S = lim — j L(G(£),04(£)/0t,t)-dt = j Z( Lo, + (5‘1!)) =0, (4.3-22)
e-0de 1 i qi
A A i=
Wegen der Multiplikationsregel bei Differenzieren nach ¢
0 OL 0(&q;)

— 4.3-23
at(aq, &I’J at(a J ot oq, ot ( )
ist (4.3-22) auch
gl
| Z(_,- &; + ( %J—E[a—j &z,)} (4.3-24)
N
Die Integration des zweiten Terms mit Beachtung von o6g; (¢, ) = og;(¢g) = 0 gemil
HiE] oL . [*

I3, Loy ||ar= sy = &z,(tE) &1, (tA) 0 (4.3-25)
tA l agl aql tA a l
fiihrt auf (4.3-26), so dass wegen der bis auf die Randpunkte A und E beliebig wihlbaren
virtuellen Verschiebungen og; # 0 der Klammerausdruck (...) fiir jedes i = 1, ..., n Null sein
muss, was die (Euler) Lagrange—Gleichungen (4.3-13) fiir konservative Systeme ergibt.
: oL 0 ofaL) oL

o5=0= — =0, i=L...,

I Zl( K ) alog ) ag T (4.3-26)

TN %,_J

0

Beispiel 4.3-2: Freier Fall einer Masse m im homogen angenommenen Erdschwerefeld (Bild
4.3-2b) aus einer Hohe /4 iiber dem Erdboden:

Es wird die Bewegungsgleichung fiir die konzentrierte Masse m alternativ mit dem
Schwerpunktsatz auf Basis a) des Newton'schen Impulssatzes und b) mit der Lagrange-
Gleichung (4.3-12) aufgestellt. Die Gravitationskraft F =m-g ist als duBere Kraft in x-
Richtung wirksam.

a) Die Summe aller duBBeren wirkenden Kréfte (hier: Schwerkraft) trigt zur Impulserhohung
bei: m-Xx=F=m-g.

b) Ein Freiheitsgrad n = 1: Ortskoordinate ¢, = x

m-x*

2

Kinetische Ko-Energie hiangt nur von v =x ab: W; (x,x) = W; (%)=
Potentielle Energie hdngt nur von x ab: Wy(x)=m-g-(h—x).
Lagrange-Funktion: L(x,x) = WI: -w, .

oo_ ... d (aLj oL

: L )
Lagrange-Gleichung: oL =m-X, Py
X

; =m-g
ox ox dt
Bewegungsgleichung: m-x =m-g=F .

——=0=>m-x-m-g=0.
ox
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Bsp. 4.3-2 zeigt, dass Newton- und Lagrange-Methode dasselbe Ergebnis bringen, dass aber
die Newton-Methode viel kiirzer und anschaulicher ist. Dies gilt auch bei
elektromechanischen Wandlern (Kap. 7). Bei einfachen Systemen wie in Bsp. 4.3-2 mit
wenigen Freiheitsgraden (n klein) ist die Rechnung mit der Newton-Bewegungsgleichung und
den Kirchhoff-Gleichungen zum Aufstellen der Systemgleichungen schneller. Bei
aufwéndigen Systemen mit einer grofleren Anzahl von Freiheitsgraden ist aber die Methode
der Lagrange-Gleichungen iibersichtlicher. Man muss keine Teilsysteme ,,freischneiden®, um
die Kopplungen der Teilsysteme zu beschreiben und vermeidet die fallweise gar nicht
interessierenden Schnittkrifte.

Zusammenfassung:
Vorgehensweise zum Aufstellen der Systemgleichungen mit den Lagrange-Gleichungen:
a) Feststellen der Anzahl n der Freiheitsgrade
Wahl der verallgemeinerten UNabhadngigen Koordinaten ¢;, i =1, ..., n!
Verallgem. Koordinaten ¢; sind UNabhingige Verschiebungen x, Winkel y, Ladungen Q!
Eingepragte Koordinatenvorgaben (Wegerregung, Stromquelle) haben vorgeschriebene
Zeitfunktionen und z&hlen daher NICHT zu den UNabhingigen verallg. Koordinaten.
Die kinematische Vertraglichkeit anhand geometrischer Bedingungen und Kirchhoff-
Knotengleichungen muss erfiillt sein!
b) Anschreiben der
(1) kinetischen Ergénzungsenergie Wi* als Funktion der verallgemeinerten
Geschwindigkeiten dg,/dt und Koordinaten ¢g; und der
(i1) potentiellen Energie W, als Funktion von ¢;.
c¢) Bei nicht-konservativen Wandlersystemen: Bestimmen der verallg. dissipativen Kréfte F, @
und duBleren Krifte F; als Koeffizienten der virtuellen Arbeiten 044, 64 bei den virtuellen
Verschiebungen dg;.
d) Einsetzen von Wi *, W, in die Lagrange-Gleichungen und Ausfiihren der Differentiationen
liefert einen Satz von n unabhéngigen Systemgleichungen als Differentialgleichungen in .

4.4 Beispiele zum mechanischen System

Bespiel 4.4-1: Mechanisches Feder-Masse-Dampfer-System als wegerregter mechanischer
linearer Schwinger:
Es erfolgt eine wegerregte Bewegung an der Feder £ mit linearer Dampfung d (Bild 4.4-1).

Wegerregung
" AT " Schwerpunkt

X; (t) 1 P m
k s
—W——' reibungsfrei

A L i Tl

-

R Y

&

—4

Bild 4.4-1: Mechanisches Feder-Masse-Dampfer-System: Wegerregte Bewegung an der Feder £ mit linearer
Dampfung d

Die Systemmasse m mit ihrer Lagekoordinate x(f) wird am FuBpunkt der Feder
vorgeschrieben bewegt, indem der zeitliche Koordinatenverlauf x;(f) eingepriagt wird.
Déampfer und Feder sind linear, d. h. d, k£ = konst. Die Feder ist entspannt fiir x — x; = /y, wobei
lp die Léange der entspannten Feder ist. Die Dampferkraft ist proportional zur
Déampfergeschwindigkeit.
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4 3
/j;xﬁ/\/\/\m—mv = —(x—x;—1p) k>0,
X wenn z.B.:x —x; =/, <0 Positive
— AN F =0 Kraftzihlrichtung:
“c—> F

€o (I, : Lange der entspannten Feder)
d (d) 2
/x,("_‘EE-" — F=d-v=d - (x-X)
/ B
X zB.: x-x <0

Bild 4.4-2: a) Relativbewegungen von Anfang und Ende der Feder und des Ddmpfers, b) Positive Zahlrichtung
der Krifte

a)

Sie ist durch die Relativbewegung V@ = x —x; der beiden Didmpfersystem-Endpunkte x(7),

x1(¢) bestimmt: F @=g. (x—x;) (Bild 4.4-2a). Weitere Reibungskrifte treten nicht auf. Es

sind keine duBeren Krifte vorhanden: F = 0. Mit den vier Schritten (Kap. 4.3) werden die
Lagrange-Bewegungsgleichungen aufgestellt. Weil x; vorgegeben ist, besteht n = 1 ein
Freiheitsgrad ¢; = x. Aus der Relativbewegung folgt bei Lagednderung die virtuelle
Verschiebung am Didmpfer oJg; =dox=0(x—x)), da wegen der Vorgabe von x

(Randbedingung) dx; = 0 ist.

a) n=1l:q,=x,

b) W =m-i%/2, Wy=k (x—x—-1)*/2,

) My=d -Ax-6(Ax)=d-(Xx—%))-0(x—x;), 0A=F-6(x—x)=0,

oWy, ow;, ow.
d K —m-x, k-0, =P —k-(x=x—1),
) T T Ta o K maTh)
d| W | oW p+F(d):F:>M—O+k-(x—xl—lo)+d-(5c—fcl):O.
dt\ ox ox ox dt
Resultat ist die Bewegungsgleichung des Systems (4.4-1).
m-X+d-x+k-x=k-(x(t)+1y)+d-x%(¢t) (4.4-1)

Alternativ wird (4.4-1) mit der Methode nach Newton iiber den Schwerpunktsatz bestimmt, da
die Summe aller Kréfte die Impulsédnderung der Masse m ergibt. Mit der Zahlweise der Krifte
(Bild 4.4-2b) und F=0 folgt m-¥i=—FY+F, m-¥=—-d-(i—-%)—k-(x—x;,—I;) und
daraus direkt wieder (4.4-1). Die Bewegungsgleichung (4.4-1) ist eine lineare
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, weil sie ein dynamisches
System 2. Ordnung, bestehend aus zwei Energiespeichern , Feder” (pot.) und ,,Masse*
(kinet.), beschreibt. In der Gleichgewichtslage (,,Arbeitspunkt®) tritt keine Bewegung auf.
Dabher ist dann jegliche zeitliche Anderung Null: d./dt=0. X =x=0, X =0->x =X|.

Aus (4.4-1) folgt k-x =(x; +1y)-k = k- X =konst. Die Feder entspannt sich: X = X, +/;!
Das dynamische Verhalten der Masse m bei Abweichungen aus der Gleichgewichtslage
x(t)= X + Ax(¢t) wird durch die Anregung x;(¢)= X+ Ax (¢) herbeigefiihrt. Daraus folgt
x ()= X 1+ A (1) = A% (¢), x =4, X = AX und weiter aus (4.4-1) wegen des Herauskiirzens
der Gleichgewichtsbedingung X = X, +/, die dynamische Bewegungsgleichung fiir die
Abweichungen vom Arbeitspunkt

m-AX+d -Ax+k-Ax=d- Ay + Ax; -k . (4.4-2)
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Eine zeitlich kosinusférmige Abweichung aus der Gleichgewichtslage mit der Frequenz
f =w/(27) wird wegen der Linearitit des Systems durch eine kosinusformige Wegerregung

(4.4-3) mit der Amplitude X | erzwungen.

x, () = X, + Ax,(t) = X, + X, - cos(ar) . (4.4-3)
Die so erregte Wegschwingung (4.4-4) der Masse m hat wegen der Linearitdt dieselbe
Frequenz f; aber i. A. eine Amplitude X#X | und einen zum Erregungssignal auftretenden
Phasenverschiebungswinkel ¢.

x(f) = X + Ax(f) = X + X - cos(wt + ) (4.4-4)
Die Abhingigkeit dieser Amplitude und des Phasenverschiebungswinkels von der Frequenz f
des Erregungssignals ist der Frequenzgang des Systems. Seine Berechnung wird einfach bei

Verwendung der komplexen Rechenmethode. Mit ihr wird die kosinusférmige Dauererregung
(4.4-3) geschrieben als

Ax, (1) = X, -cos art = Re{f(l -eja’t}. (4.4-5)

und die Schwingbewegung der Masse m als

Ax(t):)A(-cos(a)t+(p)=Re{f(-ej¢-ejwt}=Re{X-ejwt}, X=X-e?, (4.4-6)

Bei vernachlissigter Dampfung d = 0 ergibt sich so

d=0:m-Mi+k-Ax= A, k= (-m-0* +k)-X =k- X, (4.4-7)
2

X =k kim ___ % (4.4-8)

“meot itk (k/m)—co2 - a)g -
mit der Resonanz-Kreisfrequenz @, =+/k/m . Bei Anregung mit @ =@, wird wegen der

fehlenden Dampfung die Amplitude X unendlich grofl (Resonanzkatastrophe) und der
Phasenverschiebungswinkel wechselt von 0 auf -7 bzw. 7 (Bild 4.4-3).

b'e [
A |
X |
-3 |

|

|

2 |

|

|

1 |
|

p=0

0 === 1
o ,__.!

Bild 4.4-3: Frequenzgang als Amplitudengang und Phasengang des linearen, ungeddmpften wegerregten
Schwingers von Bild 4.4-1.

Beispiel 4.4-2: Mechanisches Feder-Masse-Dampfer-System (mit linearer Dampfung d) als
wegerregter mechanischer linearer Schwinger, wobei die Wegerregung direkt an der Masse m
erfolgt (Bild 4.4-4a).

Die Wegerregung x(¢) ist an der Masse vorgeschrieben, Dampfer und Feder sind linear, d. h.
d, k = konst. Die Feder ist entspannt fiir x = /. Die Dampferkraft ist proportional zur

Geschwindigkeit am Dampferkolben relativ zum Zylinder: F @ = 4. . Es sind keine duBeren
Krifte vorhanden F' = 0. Da keine unbekannte Variable vorhanden ist, hat das System keine
Freiheitsgrade, sondern ist gefiihrt.

a) n=0
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b) F=0:m-i=-FY4+F, m-i=—d-i—k-(x—1ly), m-i+d-i+k-x=1y-k.

Wir erhalten keine Schwingungs-Differentialgleichung, sondern b) gibt das sich einstellende
Kriftegleichgewicht in Abhdngigkeit der Vorgabe x(¢) des eingepragten Wegs x der Masse m
an. Daher kann auch keine Resonanz auftreten, da die Bewegung der Masse ,,geflihrt™ ist. Bei

x = konst. ist die Ddmpfungskraft Null. Insbesondere ist bei entspannter Feder x = /, auch die
Federkraft Null:

x=dly/di=0, F® = Fp =—k-(x—1y)-¢é, =0, FY=—d .56 =-d-0-¢_=0.

& d -~  Schwerpunkt —’Ex // X, d Schwerpunkt
m~ iy
. . - / 0
reibungsfrei 7 reibungsfrei
////// //J:////////// AT W
a) - Wegerregung by T X

Bild 4.4-4: Mechanisches Feder-Masse-Dampfer-System mit linearer Feder £ und Dampfung d: a) Wegerregte
Bewegung x(f) an der Masse m, b) Krafterregung F(¢) an der Feder.

Beispiel 4.4-3: Mechanisches Feder-Masse-Dampfer-System mit linearer Diampfung d und
krafterregter Bewegung an der Feder (Bild 4.4-4b).

Als Erregung ist die dullere Kraft F(#) vorgeschrieben. Zufolge F(¢) konnen sich x und x;
unterschiedlich &ndern, so dass n = 2 Freiheitsgrade existieren. Ddmpfer und Feder sind
linear, d. h. d, k = konst. Die Feder ist entspannt fiir x — x; = /;. Die Dampferkraft ist

proportional zur Geschwindigkeit x —x; gemil3 F @=g. (x—x7).
a) n=2:q,=x1,q, =X,

b) Wy =m-i%/2, Wy=k-(x—x 1) /2,
) My=d-(x-%)-8(x—x)=—-d-(-%))-0q +d - (x—1))-0q, = V-5, + £}V - &,
Die virtuelle Arbeit 044 ergibt sich aus der Ddmpferkraft ldngs des vom Dampferkolben im

Zylinder zuriickgelegten Weges x—x; gemidBl c), so dass daraus die beiden zu den
unabhéngigen Koordinaten ¢, g, gehorenden Diampferkraftkomponenten Fl(d), Fz(d)

bestimmt werden koénnen: Fl(d) = —Fz(d) =—d-(x—x;). Beide Kraftkomponenten wirken
gemal ,,actio est reactio* links und rechts am Dampferlelement.

‘E(d)‘hl EEd 2—>’F2(°”‘

Uber die virtuelle Arbeit der duBeren Krifte 4 werden die zu ¢, q, gehdrenden
Kraftkomponenten Fj, F, ermittelt.

0A=F-oq=F-oq+F-0,=F-001+0-8, = F{ =F(1), [, =0.

Die Lagrange-Gleichungen werden fiir i =1, 2 angeschrieben.

d) izlzam‘ =0, M =0, P — _—k-(x—x;—1Ip), 4 Wk _ W o +F9=F,
axl axl 8)61 dt axl 8)61 8x1

0-0—Fk-(x—x;—ly)—d-(i—%) = F(t).
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§ i=2: W g Moo o _pooy gy, P | W\ Tp g
ox Oox Oox dt| ox Oox Ox

m-X—0+k-(x—x;—lp)+d-(x—x;)=0.
Es ergeben sich zwei lineare Differentialgleichungen mit konst. Koeff. fiir die beiden
Unbekannten x;, x, die zu einer resultierenden Differentialgleichung 2. Ordnung in x
zusammengefasst werden konnen: m-x = F(¢), denn iiber die Feder wird direkt die Masse m

mit F bewegt. Die zweite Ordnung ergibt sich auf Grund der beiden im Austausch
befindlichen Speicher, einem kinetischen (m) und einem potentiellen (k) Energiespeicher.

—k-(x—x)—ly)—d-(x—x) =F(t)
m-X+k-(x—x—ly)+d-(x—x)=0
ABER m-x = F(t) zeigt, dass es keine Schwingungsgleichung ist, weil die Kraft F’ direkt am
Feder-Dampfer-System  eingeprdgt ist. Bei kosinusformiger Kraft-Dauererregung

} —>m-X=F(1) (4.4-9)

F(t) = F-coswt = Re {ﬁ‘ Y wt} erhalten wir den Frequenzgang der Massenbewegung x(¢)

x(t) = X -cos(w-t + @) = Re{f(-ej(/’ -ejwt}, X=X, (4.4-10)
mit (4.4-9) gemal

ma? R =P XIF =

1

S=>Q=-T . (4.4-11)
m-@
Es tritt wegen der kraftgefithrten Bewegung der Masse KEINE Resonanz auf, sondern eine
zur Kraft F' gegenphasige Bewegung mit bei steigender Kreisfrequenz @ quadratisch
abnehmender Wegamplitude X . Diese Wegamplitude X der Masse m sinkt wegen deren
Massentriagheit bei konstanter Kraftamplitude F mit steigender Frequenz f = «@/(2m). Bei

konstanter Kraft ' = konst. ist /= 0 (Frequenz ist Null). Dann wird die Masse m {iber die

Feder ,,weggeschoben®, z. B. bei der Anfangsgeschwindigkeit v(0) und Anfangslage x(0)
2
X=F/m=>x=(F/m)-t+v(0)=>x= (F/m)-%+v(0)-t+x(0) = x|t_>OO — ©

Beispiel 4.4-4: Dynamisches Verhalten des mechanischen Feder-Masse-Dampfer-Systems mit
linearer Feder £ und Dampfung d und krafterregter Bewegung an der Masse m (Bild 4.4-5a).

d - Schwerpunkt —>e .
m
A F() .
» Krafterregung e(t)
reibungsfrei 1
’x’////////////,{/ -t
s ” b) 0

Bild 4.4-5: a) Mechanisches Feder-Masse-Dampfer-System mit linearer Feder £ und Dampfung 4 mit
Krafterregung an der Masse m. Die Feder ist entspannt bei x = /), b) Heaviside-Sprungfunktion.

Hier soll der alternative Losungsweg mit der Anwendung der Newton-Bewegungsgleichung
verwendet werden, also der Schwerpunktsatz, gemdBl dem die Summe aller Krifte die
Impulsédnderung der Masse m ergibt.

m-i-é . =F—FY 4 F® (4.4-12)
mit F® = Fp = —k-(x—1y)-¢,, FY=d-x-¢,. (4.4-13)
Mit der Anregung F = F(f)- e, an der Masse m folgt {iber (4.4-12, -13) das Resultat (4.4-14).
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m-X+d-x+k-x=k-ly+F(t) (4.4-14)
Dies ist die Schwingungsdifferentialgleichung fiir den linearen Ein-Massen-Schwinger

dhnlich zu (4.4-1), aber mit Krafterregung statt Wegerregung. Die Gleichgewichtslage X
ergibt sich mit d./dt = 0, somit bei F' = konst.

x=X: k- X=k-ly+F<SF=k(X-1y). (4.4-15)
Die Auslenkung Ax(¢) aus dem Gleichgewicht (,,Arbeitspunkt®) x = X mit der Anregung
F(t)=F+ AF (1) (4.4-106)

fiihrt auf die Bewegung x(¢) = X + Ax(¢), berechnet liber (4.4-14). Dabei konnen die
Auslenkungen Ax, AF beliebig gro3 sein, da das System linear ist! Mit dem Kréfte-
Gleichgewicht k- X =k-I, + F folgt mit ¥ = A%, x = At (da X = X =0 ist),

m-AX+d-Ax+k-Ax= AF (¢). (4.4-17)
Wir bestimmen fiir die krafterregte Bewegung an der Masse m die Sprungantwort Ax(¢) der

Massenkoordinate x(f) beim sprungformigen Kraft-Aufschalten (4.4-18) mit der Heaviside-
Sprungfunktion &(¢) (Bild 4.4-5b) durch Losung der Differentialgleichung 2. Ordnung (4.4-

17) mit der Methode der homogenen und partikuldren Losung Axp, Axp,, die wegen der
Linearitdt von (4.4-17) zur resultierenden Losung Ax = Ax;, + Ax, tiberlagert werden.
AF AF 0,t<0

(1) = AF - £(2), g(l)_{l,tzo :
Fiir eine Diff.-gleichung 2. Ordnung sind zwei Anfangsbedingung nétig. Sie lauten hier
Ax(0) =0, Ax(0) =0, da die Masse bei # < 0 in der Gleichgewichtslage ist. Wir fithren das
dimensionslose Lehr’sche Dimpfungsmal dy, (4.4-19) ein.

(4.4-18)

dy =d/(2-\Nk-m) (4.4-19)
Mit der Eigen-Kreisfrequenz des ungeddmpften Schwingers (vgl. (4.4-8) @, =+/k/m folgt
P=d/2m)=d -w,=1/1. (4.4-20)

»Schwache Dampfung® tritt auf fir 4-k-m>d 2 bzw. 0< dp £1. Aus (4.4-17) folgt die

homogene Differentialgleichung, indem die rechte Seite Null gesetzt wird (4.4-21). Sie wird
als lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten durch die Summe
von zwei voneinander unabhdngigen e-Potenz-Funktionen gelost (4.4-21), die eingesetzt die
charakteristische Gleichung (4.4-22 links) ergeben, deren Losung A4, , (4.4-22 rechts) ist.

Ay +(d/m)- Ay, +(k/m)-Ax, =0, Ax, (1) =C;-e™ +C, -e™ (4.4-21)

[ 22
+(d/m) A+(k/m)=0, /112_—_+ d___ __+ /——d——/llz (4.4-22)
4m m 4m

Wegen der hier angenommenen schwachen Dampfung smd die beiden Eigenwerte 4,, (4.4-

24) komplexe Zahlen. Mit der gegeniiber dem ungeddmpften Schwinger etwas kleineren
Eigen-Kreisfrequenz des gedimpften Schwingers

C()d =, '\’1 dL < (O (44-23)

m  4m*
haben die beiden konjugiert komplexen Eigenwerte mit der Einheit 1/s (4.4-24)
dip=-PE] @ (4.4-24)

als Realteil die negative massenbezogene Dédmpfung (4.4-20) und als Imaginérteil (4.4-23).
Eingesetzt in (4.4-22), sind die beiden unbekannten Konstanten C;, C, offenbar i. A.
komplexe Zahlen. Die homogene Losung ist natiirlich reell, wie (4.4-25) ... (4.4-27) zeigen.

My () =Cp-ePle/®t 4 Cye Pt Cl=(Dy - jDy)/2 Cyi=(Dy+jD,)/2  (4.4-25)
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Jjogt | —jog-t Jogt _ —jog-t
Avy()=e " D C +2€ +D, -5 2€ (4.4-26)
J

Axy (1) = e P [Dy -cos(wy 1)+ D, - sin(wy - 1)] (4.4-27)
Die partikuldre Differentialgleichung (4.4-28) beriicksichtigt, dass fiir # > 0 die rechte Seite
eine Konstante ist.

Ay +(d/m)- Axy +(k/m)-Axy = AF /m, 20 (4.4-28)
Deshalb ist der Ansatz fir Ax, cbenfalls eine Konstante als Losung: Ax, (1) =K, ¢20.
Eingesetzt in (4.4-28) ergibt dies Ax,(¢) = AF/k . Die resultierende Losung Ax = Ax, + Ax,
muss die Anfangsbedingungen erfiillen, womit D;, D, bestimmt werden.

Ax(0) =0 = Ax, (0)+ Ax,(0) = D, + K = Dy =-K (4.4-29)
Ax(0) = 0 = A%, (0) + A%, (0) = g - Dy = - Dy = D, = (B wq) - (=K) (4.4-30)
Eingesetzt in (4.4-27) wird das Zeitsignal der Sprungantwort Ax(z) (4.4-31) erhalten, das mit
der Dimpfungszeitkonstante 7 =1/ gedampft mit @, auf die Federdehnung als Endwert
Ax(t > ©) = Ax,, = AF / k einschwingt.

Ax(t) = (AF /) -fl—e P [cos(@y 1) + (B @y)-sin(ey )]} (4.4-31)

Ublich ist eine bezogene Darstellung von (4.4-31) Ax/Ax,, (Bild 4.4-6), wobei der sin- und
cos-Term in (4.4-31) auf einen gemeinsamen cos-Term mit entsprechender Phasen-
verschiebung ¢ zusammengefasst werden (4.4-32) (bitte selbst nachvollziehen!).

Ax(t _pt Sin(awy -t + ) ) 1
le_e ﬂt.M’ t>0 mit Sll’l¢=— (44_32)
Ax sin ¢ 2 '
o 1+(B/ay)
T
1+e_ﬂ r Sprungantwort
Ax(t) ,Schwingend“
Axoo 1.6 A a)dl 1
T, =2n/0,
AF (1)
12 |[4F D2
10 — -\ L\ S
'] Y 1| A1 1
0.8 . [=e~ At , +—7=1/p
: ! 5 Tangente an die
! ; ; einhiillende e-Potenz:
] : ' Abschnitt an Ax,
! | | 1.6 : r— : w
b ' B3| w1 wgy | )y =6/271 N\ liefert z
. ﬂ .t 1.2
® 0.0
a) -0.5 15 3.5 b) e

Bild 4.4-6: Zu Bild 4.4-5: a) Schwingende Sprungantwort der Massenkoordinate Ax = x — X bei sprungartiger
Krafterregung AF fiir drei unterschiedliche Eigenkreisfrequenzen @y, /@y, /@3 =6/2/1. b) Graphische

Bestimmung der Dampfungszeitkonstante 7 (Quelle: wikipedia.de).

Ab dem ,aperiodischen Grenzfall“ d; =1 schwingt die Sprungantwort nicht mehr. Bei
dy =1 tritt ein geddmpftes Einlaufen des Zeitsignals Ax(f) zum Stationdrwert
Axy (1) = AF / k mit einer e-Potenz-Funktion mit der Zeitkonstante 7 =1/ £ auf. Bei ,,starker

Diampfung® d >1 sind die beiden Eigenwerte 4, , (4.4-22) reell.
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Das Zeitsignal Ax(r) ist ein geddmpftes Einlaufen zum Stationdrwert Ax, () = AF'/k mit

zwel e-Potenz-Funktionen mit einer langen Zeitkonstante 7; =—1/4; und einer kurzen
Zeitkonstante 7, =—1/4,.

Mit einer zeitlich kosinusformigen Kraftanregung (4.4-33) an der Masse m mit einer
festgelegten Kreisfrequenz @ wird der Frequenzgang der Massenbewegung (4.4-34) in
einer ausgewéhlten Gleichgewichtslage X bestimmt.

AF (t) = AF -cos ot = Re{Aﬁ . ej“”} (4.4-33)
() = AX -cos(er + ) = RejAR - ¢/ ¢/ | = Re{a X -/ | (4.4-34)
Einsetzen von (4.4-33), (4.4-34) in (4.4-17) liefert als partikuldre Losung fiir einen
sinusformig sich dndernden Kraftterm auf der rechten Seite der Diff.gleichung
(—a)2 -m+ jo-d +k)-AX = AF , woraus der Frequenzgang (4.4-35) folgt.

AX 1

—=— (4.4-35)
AF —o° -m+ jo-d+k
Fiir sehr kleine Frequenzen (4.4-36) tritt wieder die statische Federdehnung auf, wihrend fiir
sehr hohe Frequenzen sich die Masse m auf Grund ihrer Massentrégheit nicht mehr aus der

Gleichgewichtslage X heraus bewegt.

0—>0:AX =AX =AF |k, ®—>0:4X >0=0+;-0 (4.4-36)
Der zu (4.4-35) gehorende Amplituden-Frequenzgang (4.4-37), Bild 4.4-7, als Weg pro Kraft
heif3it ,,Nachgiebigkeit* .

ax = AX| = : (4.4-37)
AF | AF | J0? m+ k) +(@-d)? '
6 |
= B
AX ’ 13 39.=0 ——  Einhallende
- : | 2
AF [k BV Maxima
ok LT — 01
S i ‘I S 0'2
0.3pdy
) J— 0.5
S 1
2t
/ t—Schwache Dampfung d; <0.7
1 »
N
““——_\_\ “
- ‘——_-‘\—
5 Starke Dampfung 4, 20.7 == ‘ a)/a)q
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 i

Bild 4.4-7: Zu Bild 4.4-5: Mit der Federkonstante & multiplizierte Nachgiebigkeit als Amplituden-Frequenzgang
(4.4-37) fiir unterschiedliche Lehr’sche DampfungsmalBe (Quelle: wikipedia.de).

Das Amplitudenmaximum von (4.4-37) tritt bei der Resonanzfrequenz . (4.4-38) auf, die mit

der Bedingung ,, (—a)e2 -m+ k)2 +(w, -d )2 = minimal “ bestimmt wird und etwas kleiner als ay

(4.4-23) ist: %[(—mg m+k)? +(w,-d)? |=0=(2m)-(~wk -m+k)+d*.
,

€
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k d? k d? \/?
K_4 = /___<w _ | (4.4-38)
m o am® S \m oam® " \m

Schon ab einer Dampfung d; =1/ V2 =0.71 tritt in (4.4-37) keine Resonanziiberh6hung
mehr auf, denn bei d} =1/ V2 wird die Resonanzfrequenz . (4.4-38) gemél (4.4-39) Null.

o0 K g 4L (4.4-39)
¢ m 2m2 L= 2k -m \/5

Beispiel 4.4-5: Dynamisches Verhalten des ungeddmpften wegerregten Zweimassen-
Schwingers (mech. Feder-Masse-System Bild 4.4-8)

Die Wegerregung x(¢) an Feder 1 (k) ist vorgeschrieben. Beide Federn 1 und 2 sind linear: &
=k = konst. Die Federn sind entspannt bei x; = /; (wenn x = 0) bzw. x, =/, (wenn x; =/}, x =
0). Es wirken keine duleren Krifte F; = F, = 0. Es tritt keine Ddmpfung auf: d; = d, = 0. Die
virtuellen Arbeiten duerer und ddmpfender Kréfte sind folglich Null.

SO

NARANRRNNY
A ky
A
AW - "V\/\/\/\f -
< l«—— reibungsfrei
\ N reibungsfrei BN
® 3 N L B Y
X . Gk SRS S SR T e
—>—>] / i d =0 42 =0
' x(r) 1 x,(2)

> 12
Bild 4.4-8: Ungedampfter wegerregter Zweimassen-Schwinger (Quelle: Ziegler, F.: Mechanik, Springer-Verlag)

Das System hat zwei Freiheitsgrade.
a) n=2:q,=x1,q, = Xp.

b) Wk*:mlle R W, _heGa—x=h)"  k(g-x+h-b)

b

2 2 2 ’
¢) di=dy=0=84;=0=>FY=F9Y=0, F=F=0=8=0.
* ow.
o i=: P Do Do)k (- -,
axl 8x1 8x1
AT | M (o p@ = gy = A0 6y x 0~y (v — gy~ ) +0 =0,
dt 8)61 6)61 6)61
i=2iaV.Vk =1y - Xy, U =0, L=k (xp =3 +h =),
6x2 6)62 6)62
* % aW s
AV | W (O p@ ) = M%) o p e x4~ 1)+ 0 =0
dt 6x2 axZ axZ
Die aus d) resultierenden Bewegungsgleichungen (4.4-40, -41)
ml xl +(k1 +k2)-x1 —k2 'Xz = kl -(x+ll)+k2 (ll —12) (44-40)
mz').éz +k2'X2—k2'X1 =k2'(12—ll) (44-41)
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lassen sich auf eine Differentialgleichung 4. Ordnung zusammenfassen, da es sich um ein
System 4. Ordnung handelt, weil zwei kinetische und zwei potentielle Energiespeicher in
Wechselwirkung sind. Die Gleichgewichtslagen X;, X, beider Massen gemifl d./dt = 0
werden mit der vorgegebenen Wegerregung x(¢) = X = konst. iiber (4.4-42, -43) ermittelt.

(ky +ky)- Xy —ky- Xy =k (X + 1)+ k- (h = 15) (4.4-42)
ky Xy =ky- Xy =ky-(l=1) (4.4-43)
Aus (4.4-42, -43) folgt

X=X+, Xo=Xj+L-L=X+1,. (4.4-44)

Zur Vorgabe X addieren sich im Gleichgewicht wegen des Fehlens duflerer Kréfte die Lingen
der entspannten Federn /|, /,. Die zeitlich verdnderliche wegerregte Auslenkung Ax(#) aus
dem Gleichgewichtspunkt X fiihrt iiber x(¢#)=X +Ax(¢) auf die zeitlich verénderlichen
Auslenkungen Ax,(f), Ax,(¢) der beiden Massen aus den Gleichgewichtslagen X, X, gemal
x(t) =X+ (1), x,(8) =X, +Ax5(2). (4.4-45)
Einsetzen von (4.4-45) in (4.40, -41) ergibt mit x(¢) = Ax(¢), x)(¢) = A (¢), x,(¢) = A%, (2)

my - A+ (ky +ky) - Ay —ky - Aoy +(ky + k) Xy —ky - Xy =k - (X +Ax+ 1)+ ky - (L, = 1,)

my - Ay +hy - My —ky - Ay + ey - Xy =y - Xy = ky - (I = 1)

und nach Kiirzen der Gleichgewichtslagen (4.4-44) die Differentialgleichungen fiir die
Auslenkungen Ax(¢), Axy() (4.4-46, -47).

my - A+ (k) + ky) - Axg —ky - Ay =k - Ax, (4.4-46)
My - Ay +ky - Ay —ky - Ay = 0. (4.4-47)
Mit der kosinusformigen Wegerregung x(z)=X + X -coswt=X +Re{)2' Y "’t} wird der
Frequenzgang mit den komplexen Grofen (4.48, -49) berechnet.

x(1) = X, + X, -cos(ot + ) = X, +Re{f(1 /N -ef“”}, X, =X,-¢/7, (4.4-48)
x5(t) = X5 + Xy -cos(@t + ) = X, +Re{R, e/ e/ | £, = %, e/ (4.4-49)
Einsetzen von (4.48, -49) in (4.46, -47) liefert mit x(¢) = X + Re{f( Y "’t} und (4.4-44)
(-my- 0" +(ky +hy)- X —ky Xy =k - X, (4.4-50)
(—my-@* +ky)-Xy—ky- X, =0 (4.4-51)
Mit der Summe beider Federkonstanten k =k + k, wird (4.4-50, -51) geschrieben als
) - -
e )

und mit der Cramer’schen Regel gelost. Die mechanische Kopplung zwischen beiden
Massenbewegungen erfolgt durch k, in der Nebendiagonale der Systemmatrix von (4.4-52).
Mit der Determinante Det des Gleichungssystems (4.4-52)

p— . 2 p—
Det = [F 7@ k )| (4.4-53)
— k2 k2 — m2 X0}
Det = (k—my-@?)-(ky —my - 0> )—k3 = mmy0* —(miky +mok)- @0 +kky = P(w),  (4.4-54)
Det = P(0°) = my -m, -(0* — 0} - (0* — a3, (4.4-55)

wird das charakteristische Polynoms P(@w) 4-ter Ordnung des gekoppelten
Schwingungssystems 4. Ordnung ermittelt. Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
P(w) (,,Pole“ des Systems) sind die System-Eigenkreisfrequenzen. Ein Polynom 4. Ordnung
hat gemédfl dem Fundamentalsatz der Algebra von C. F. Gauss maximal vier Nullstellen und
damit hier vier Eigenfrequenzen.
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Wegen P(«’) in (4.4-55, -56) treten hier zwei Doppelnullstellen auf, so dass nur zwei
Eigenfrequenzen wy; < wg, existieren (4.4-59).

Mit den Abkiirzungen a)12 =k /my, a)22 =ky/m,, a)221 =k, / m; folgt:
3 =k/my = (k; +k,)/ m; = &} + w3,. Diese Abkiirzungen fiihren in (4.4-56) auf (4.4-57).

P(@0?) = P(E) = mymsy - E2 — (myky + mok)- & + iy = 0 bzw. (4.4-56)
52 —(k—2+i)§+ﬁ-k—2: 0 oder §2 —(a)22 +a)32)-§+a)12 a)22 =0 (4.4-57)
my my my

Die Losung von (4.4-57) mit dem Wurzelsatz von Vieta ergibt zwei reelle Losungen > 0

2., 2 2 2\2
2 W)+ (03 +3) 2 2
Sl2 =W = 2 2603 + 2 4(03 —of oy >0, (4.4-58)

>0

(03 +@3)°
4

denn es ist der Term unter der Wurzel stets positiv —a} -3 >0, wie man sieht:

(a)22 +a)12 +a)221)2 —4(012 a)z2 = a)§ +a)l4 +a)§1 +2a)22a)12 +2a)22w221 +2a)12a)221 —4(012 a)22 =

4 4 4 2 2 2.2 2.2 2 22 4 2 2 2 2
=y +a)l +C()21—2C()2C()l +2a)20)21+2a)1 Wy :(COI —0)2) +a)21+2a)26021+2a}l W) > 0.

2 2 2 2.2 2 2 2 2.2
w5 + @ (w5 +w3) 2 2 w5 +w (05 +w3) 2 2 _
wdlz\/ 22 3_\/ 243 —of w5 <(0d2=\/ 22 3+\/ 243 —of -0 (4.4-59)

X1/ X, X/ X my,my in Phase :
4 EY | 5
20 | | Beispiel:
; ' - k =k
W
A A
20, Tilgurlg v | i
LA x| g\ ! lel \ | N LN
p) { @, k[ m,
| I | '\‘k
I | ity o O
¢ ' S Lo .]115 | |20 41 20 @l oy
- | l_ 1 ] l l'
i T = e N " |
| /|7 bl | | -'
_2 " rlf I \ i |
1 1 | - I v v
1{/ X5} | | T A
/ | ) |
‘? | : j I - 4 i . v
U l X KJ.X
Hr | R .
ol A1 | (- (- | :

| B
m;,m, in Gegenphase
W2V
Bild 4.4-9: Frequenzgang (4.4-62, -63) des ungeddmpften wegerregten Zweimassen-Schwingers (Quelle:
Ziegler, F.: Mechanik, Springer-Verlag) fiir ky = ky, m); = 2my,.

Die aus (4.4-52) mit der Cramer-Regel berechneten i. A. komplexen Schwingungsamplituden
der beiden Massen sind wegen fehlender Dampfung reell (4.4-60, -61), also in Phase oder
Gegenphase mit der Anregung.

e L kX -k

| =—
0 kz—mz'a)z

_ by X - (ey —my - 0°)
~ Det

= (4.4-60)
my -my (0" - 0g)) (0”03,
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A

s 1 fk-mpo® kX ky key - X
X, =—- 1 1 = 21 22 PR (4.4-61)
Det | —k, 0 | m-my- (0" -0 (0" —0p)

Bezogen auf die Anregungsamplitude X ergibt dies den Frequenzgang (4.4-62, -63).

X X _(k/m)((ky/my)-0”) _ of (05 -0

v 2 2 22N 2 2 2 2 (4.4-62)
X X (0" -op) (0" -op) (0" -0f) (0" -ep)

> > 2 2

Xy Xy (kim)-(ky/my) f W) (4.4-63)

X X (@ -0f) (@ ~0h) (@ -of) (0 -op)
Die Schwingungsamplitude Ax;(f) von m; ist gemél (4.4-62) bei @ = @, Null (Bild 4.4-9).
Durch die in Gegenphase schwingende Masse m, wird die {iber Ax(¢) erregte Schwingung der
Masse m; ,getilgt“! Die Anwendung dazu ist der passive Schwingungstilger: Die o-
frequente Schwingung einer Masse m; kann vermieden werden, wenn man eine zweite Masse

m liber eine Feder &, so ankoppelt, dass die Tilgerbedingung @ = @, = \/k, /m, erfiillt ist.

4.5 Beispiele zum elektrischen Netzwerk

Beispiel 4.5-1: Linearer stromgespeister el. Parallelschwingkreis (Bild 4.5-1a):

Die ideale Stromquelle (,,ideal” = ihr Innenwiderstand ist oo!) schreibt das Signal i(#) durch
Q(t) vor: i =dQ/dt. Es existiert nur ein Freiheitsgrad (z. B. ,), da Q; iiber die Kirchhoff-
Knotengleichung bestimmt ist. Es ist KEINE &uflere Spannung und damit keine ,,duflere
Kraft vorhanden: F' = 0, so dass die zugehorige virtuelle Arbeit Null ist: 04 = 0. Die virtuelle
Arbeit 04, der ,,.Dampferkraft® F9 wird iiber das ohm’sche Gesetz beschrieben.

A
o

i), Q)

I i’1rQI

)
>

4,Q

a) b) &
Bild 4.5-1: Lineares el. R-L-C-Netzwerk: a) i(f) stromgespeist, b) u(f) spannungsgespeist.
a) n=l:q=0,, O=0-0,,

b) Wi =L-05/2, W,=(0-0,)/20),

) og=F98q=(Riy)-00,, 54=F-8,=0.

*

* ) ow.
o D _p.0,=14, Do, Z2o0-0yic, FO=R, F=0,
00, 00, 00,
* * 8W s _
AN | O oy o o p o, AED) g ©=Dr gy g,
dr\ 20, | 00, 80, dt C

Aus d) folgt die dynamische Gleichung des stromerregten el. linearen Schwingkreises (4.5-1)
zu Bild 4.5-1a. Durch einmaliges Differenzieren hat sie die unabhingige Variable i,.
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. B 2. . . .
L.dﬁ_&_{_R i2:0: :LM.{.RCZZ_Z_{_Q:@ (45_1)
Alternativ wird (4.5-1) iiber die Kirchhoff sche Maschengleichung (4.5-2) ermittelt.
t
0
1 1
E-Iz-dtzg-jlz-dt+R-12+L-d12/dt (4.5-3)

Durch einmaliges Differenzieren nach ¢ wird (4.5-1) erhalten. (4.5-1) ist eine
Differentialgleichung 2. Ordnung, da zwei Energiespeicher L und C in Wechselwirkung sind.
Die charakteristische Gleichung fiir die Eigenwertberechnung der homogenen Losung des
el. Ausgleichsvorgangs ii(¢), i>(¢) z. B. beim Einschalten der Stromquelle i(¢) wird wie in Bsp.
4.4-4 iiber den Ansatz mit zwei e-Potenzfunktionen bestimmt. Die beiden Eigenwerte 4 ,
2
2RI AT 1010 =0 = 4,=-Rs [ 1 (4.5-4)
dt 2L 41> LC

sind bei ,,schwacher* Dimpfung 0 <d; <1 (4.5-5) konjugiert komplex (4.5-6).

2
Lehr’sches Dampfungsmafi: d; = % bei di <1= L—(%] >1. (4.5-5)

=__+ S —— - , Wy = (4.5-6)
Ao ‘]W/LC 4L2 BEj-oq. oq=

i1(9), zz(t) schwmgen beim Einschalten wegen des Energ1eaustauschs zwischen L und C mit
der Eigenkreisfrequenz ay (4.5-6) gedampft auf die von i(#) abhidngigen Stationdrwerte ein.
Die Dampfungszeitkonstante des Einschwingens ist 7=T7 =2L/R = 1/p.

Beispiel 4.5-2: Lineares spannungsgespeistes el. R-L-C-Netzwerk (Bild 4.5-1b):

Uber eine ideale Spannungsquelle (= ihr Innenwiderstand ist Null) wird die Spannung u(%) als
duBere Spannung u (= ,,AuBere Kraft: ,F* = u) vorgeschrieben. Die Stréme in den beiden
Parallelzweigen sind {iber die Zweigparameter voneinander unabhingig veridnderbar, so dass
zwel Freiheitsgrade existieren. Die virtuelle Arbeit 94 der ,,duBeren Kraft“ bzw. o4, der

Dimpferkraft“ F' werden durch die virtuelle Arbeit der Spannungsquelle bzw. jene der
,Dampferkraft* F9 {iber das ohm’sche Gesetz beschrieben.

a) n=2:q1=0,9,=0,, 0=0,+0,,

b) W =L-i5/2, W,=0{/20),

) oy =FKY - +F 8, = FY-00+ F{V-80, = R-i- 80, = K'Y =0, F{¥ = R-iy,
A=F 00+ F, 00, =u-00 =u-00, +u-00, = F =u(t), F, =u(?).

oWy oWy w0

dl)i=1:=2%X =0, =0, ==L F9Y=0, F=u,
o0, o0, 0 C
- il .
i(%gk]—gghwhﬂ(d) F=0- 0+Q =u(t), =0y, i=i+i.
1 1 1
* ow,
@y i=2: g g Moo g0 g g,
00, 00, 00,
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Al M |_ Wi | T +FY=F= ﬂ—0+0+R-i2 =u(t),Lﬂ+R-i2 = u(?).
dt\ 00, 00, 00, dt dt

Die beiden Energiespeicher L und C werden el. parallel, also unabhingig voneinander
spannungsgespeist. Beide dynamische Gleichungen sind daher voneinander unabhéngig.

i =0, =C-du/dt, L%+R-i2=u(t). (4.5-7)

Beide Parallelzweige sind voneinander unabhéngige Systeme 1. Ordnung, die miteinander
nicht in Wechselwirkung sind. Beim z. B. Einschalten der Spannungsquelle erfolgt kein
,Einschwingen von i(¢), da zwischen den beiden Speichern keine Energie ausgetauscht wird.
Bei z. B. einem plotzlichen Zuschalten der Spannungsquelle als Gleichspannung U ist u(¢)
ein Spannungssprung (4.5-8), vgl. Bsp. 4.4-4.

u®)=U-¢(t): u=00<0),u=U(=20) (4.5-8)
Mit den beiden Anfangsbedingungen i(0)=i,(0)=0 liefert die erste Gleichung (4.5-7)
i (t)=C-du/dt="1,-6(t)" einen Dirac-StoBBstrom zur unendlich schnellen Aufladung des
Kondensators C! Die zweite Gleichung (4.5-7) liefert fiir # > 0 als Differentialgleichung 1.

Ordnung i, +(R/L)-i, = U/L mit homogener und partikuldrer Losung den ,,Ladestrom* der

Induktivitdt i,(¢#)=(U/ R)-(l—e_” T ) mit der el. Zeitkonstante 7" = L/R. Die Summe aus
beiden ergibt den Einschaltstrom

=0 , <0
=i+, = 4.5-9
b ="11-5(t)"+%(1—e‘”) . 120 (4.59)

mit dem Gleichstrom als Endwert U/R durch den rechten Parallelzweig (Bild 4.5-2a).

10 4 DIRAC-Sto3strom

< R L C
U/R"""'"""";:T """""""""""""""" |:| - i I
u(t) |
T »

a) 0 T b)

Bild 4.5-2: a) Strom-Sprungantwort i(¢) auf einen Spannungssprung u(f) von 0 auf U im el. Netzwerk Bild 4.5-
1b, b) Linearer geddmpfter el. Serienschwingkreis zu Bsp. 4.5-3.

Der Ausdruck "1, -6(t)" (,,Dirac*“-StoBfunktion) ist keine Funktion, sondern ein Funktional,
also eine Grofe, die aus einer Funktion iiber eine Berechnungsvorschrift (hier: bestimmtes

Integral fiir -co bis o0) Zahlenwerte ermittelt, nmlich hier j& (&)-dé=1.

Ja) -di= [ L-1,-6)-dé=0=CU, £=1/T,, 1, =0,/ T; (4.5-9)
— -0 O

Beispiel 4.5-3: Linearer spannungsgespeister el. R-L-C-Serienschwingkreis (Bild 4.5-2b):
Uber eine ideale Spannungsquelle (Innenwiderstand = 0) ist u(¢) vorgeschrieben als duBere
Spannung u (= ,,AuBere Kraft“: ,F“ = u). R, L, C sind konstant. Die mit der Kirchhoff-
Maschengleichung aufgestellte Systemgleichung ist (4.5-10).
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LA g di 1 du)

> dt C  dt
Es sind zwei Energiespeicher L, C im el. Austausch, so dass sich ein System 2. Ordnung und
damit eine Differentialgleichung 2. Ordnung (4.5-10) fiir i(¢), also mit einem Freiheitsgrad n =
1 ergibt. Stellen Sie selbst mit der Lagrange-Gleichung die dynamische Gleichung (4.5-10)
aufl

In der ,,Aufgabensammlung® ist das Einschaltverhalten fiir die Anfangsbedingungen i(0),
up (0+)=L-di/ dt| oy =U als Sprungantwort (Aufschalten der Gleichspannung u(?) = U bei

(4.5-10)

t = 0) berechnet: u(¢t)=U-&(¢t)! Mit homogener und partikuldrer Losung wie in Bsp. 4.4-4
ergibt sich die bei schwacher Ddmpfung d; <1 schwingende Sprungantwort Bild 4.5-3a

2
i(t):L-e_”T-sin(a)dt), dL:M<1:>L—(£j >1. (4.5-11)
(OF] 2-

1 R*C R*C >
T=2L/R, = - m gy 1- 55 wg =y q1-df (4.5-12)

¢~ JLc ar " AL ¢ L

2
Eigenfrequenz als Einschwingfrequenz: f; _o 1 L—(ij _ L (4.5-13)
20t 2z \LC \2L) T,

Die Eigenkreisfrequenz des ungedimpften Schwingkreises (R = 0) ist @, =1/+LC .
it

§|q
™~
/
///
i
VA
//\‘
=
&
aQ
=

Ur Uy Uc

a) b) B

Bild 4.5-3: a) Zu Bsp. 4.5-3: Strom-Sprungantwort i(f) auf einen Spannungssprung «(¢) von 0 auf U im el.
Netzwerk Bild 4.5-2b, b) Strom und Spannungen im Serienschwingkreis bei Wechselstrombetrieb.

In der Aufgabensammlung ist der Frequenzgang (4.5-14) berechnet fiir eine kosinusformige
Spannungsvorgabe u(¢)=U -2 -cosar mit der Stromantwort i(t)y=1 2 cos(at — @) . Bei
der Eigenkreisfrequenz @, =1/+/LC, R>0, ist der Strom maximal. Dort wechselt der

Phasenverschiebungswinkel ¢ zwischen Strom i und Spannung u das Vorzeichen von
kapazitiv auf induktiv (Bild 4.5-4).

I(w) = v

(a)L— 1 jz R (4.5-14)
oC
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LUgLA
Uo

o

T

2
(@ =0)

Bild 4.5-4: Frequenzgang von Strom /, Phasenwinkel ¢, Kondensatorspannung Uc und Spannung Uy 1. an der
verlustbehafteten Induktivitédt zu Bsp. 4.5-3.

Bei der Kreisfrequenz ac (4.5-15) ist die Wechselspannung U (Bild 4.5-3b) am Kondensator

maximal, bei ® ist sie genauso groB wie die Spannung Ury an der verlustbehafteten
Induktivitit R-L, und bei @y ist Urp maximal. Dabei ist ac etwas kleiner als die
Einschwingfrequenz @y (4.5-12).

2
|| _R*C — R* ¢\ R*cC a) \/ . C
O =0y A l———, w=wn- | 1+ — = | ——. =, =20 . N+ 1+2R%-= (4.5-15)
C 0 ) w=ay +[2 I 21 )y, \/5 I

GemiB (4.5-15) gilt die Relation
ac <a)d<(l)0<(l_)<(0L, (45-16)

die im ungeddmpften Fall libergeht in o = w3 = @ = o, = ®,.

Beispiel 4.5-4: Linearer spannungsgespeister el. R-L-C-Parallelschwingkreis (Bild 4.5-5a):
Aus einer idealen Spannungsquelle (Innenwiderstand = 0) wird die duBlere Spannung u(¢)
eingepragt und als ,,duflere Kraft* ,,/"* = u betrachtet.

ig(t) Ry L A

i(1)

Ol

——

u(t)
a) ™ b

Bild 4.5-5: a) Linearer spannungsgespeister el. R-L-C-Parallelschwingkreis, b) Lineares vermaschtes Netzwerk

Aufgabe: Stellen Sie selbst mit den Lagrange-Gleichungen die dynamischen Gleichungen fiir
iL, ic und i auf. Die beiden Energiespeicher L und C werden parallel und damit unabhingig
voneinander spannungsgespeist, so dass zwei Systeme 1. Ordnung auftreten!

1) Berechnen Sie damit das Einschaltverhalten (= Spannungssprung u) des Stroms i(¢) mit den

Anfangsbedingungen i(0), #(0). Warum tritt auch bei schwacher Dimpfung kein
,Einschwingen* auf (vgl. Bsp. 4.5-2)!
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2) Berechnen Sie den Strom-Frequenzgang bei sinusformiger Spannungsanregung! Als
Kontrollmoglichkeit ist in der ,,Aufgabensammlung* der Frequenzgang berechnet, wobei die
dynamischen Gleichungen mit den Kirchhoff-Gesetzen berechnet wurden!

Beispiel 4.5-5: Lineares vermaschtes Netzwerk (Bild 4.5-5b):

Sowohl u(¢) ist liber eine ideale Spannungsquelle (Innenwiderstand = 0) vorgeschrieben als
auch i(¢) liber eine ideale Stromquelle (Innenwiderstand = o). Es sind im Bild 4.5-5b sechs
Zweige und vier Knoten vorhanden. Das ergibt drei voneinander unabhédngige Knoten-
gleichungen: i =i;+i;,i, =i} +i,i4 =i, —i. Existieren auch drei unabhidngige Strome?
Nein, da i(¢f) vorgeschrieben ist, existieren nur zwei unabhéngige Stréme Es sind n = 2
Freiheitsgrade vorhanden. Die virtuellen Anderungen fiir i, Q sind Null, weil i, O eingepragt
sind: 00 =0, =doQ/dt =0. Damit werden aus den virtuellen Arbeiten S4y, 04 die

verallgemeinerten Dampfungskrifte Fl(d), Fz(d) und duBleren Krifte £, F, bestimmt.
a) n=2:q1=0,9,=0, (OL=0,-0,03=0-0+0,0,=0,-0)
b) Wi =L-i/2=L-(i,—i)/2,

— 2 _ 2
Wy (0} C)+(03 12 = (A —Ta TR (O

o) My =F"-50,+F" 80, =R -i;-30,+ Ry iy 60, + Ry -ip -0,
00 =0= 060 =56(0, —0) =00,.
OAg =Ry iy - 00+ Ry iy - 00, + Ry, - (iy =) 80y = Ry -1y - 00, + (Ry -1y + Ry - (iy = 1)) 605,
= FY =R -ij, F}Y = Ry iy + Ry (i — i)
A =F 00+ 1, 60, =u-00, = Fy =u(t), I, = 0.

ow. _
d) i:l:an./k :aWk :O, aWk :0, p:Q1 Q2+Q’ Fi(d):Rl'ila Fi:u_
o0,  0Oj o0, o0, G
i:Z:aWk:aWk IL'(iz—i), aI/Vk :0’ p:_Ql Q2+Q+Q2 Q’
00, 0 00, 00, G Cy

FY =Ry iy + Ry -(ip —i), F,=0.
-1 i[aij_aWk Bl

aQ.1 o0, 0O &
izz;i an./k _ W + pJrFZ(d):FZ:>
dt\ 00, 00, 00,
jL,d(ZZ_Z)_O_QI_Q2+Q+Q2_Q+R2-i2+RL-(i2—i):0.
dt C3 C4
di I i du i
R —1+_1_ 2 = -
Yat ¢, ¢, dt G (317

2 2
+L- d—+(R2 +R.)- dl2+12 LS dzl d
C3 dt t C3 C4 dt

Es werden zwei Differentialgleichungen (4.5-17, -18) als eine mit 1.0rdnung und eine mit 2.
Ordnung fiir die beiden Unbekannten i;, i, erhalten! Schreibt man (4.5-18) als

—i / C3+ f(iy) = F(i), so folgt:

+i- (—+—) (4.5-18)
G G
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i =Cs-(f(i)=F@), iy = C3-(f (i)~ F(i)). (4.5-19)

Eingesetzen von (4.5-19) in (4.5-17) ergibt

R-Cy-[f (i) = @]+ (i)~ F()) -2 =i - (4.5-20)
3

Damit wurden (4.5-17, -18) in eine e1n21ge Differentialgleichung 3. Ordnung (4.5-21) fiir i,
umgeformt wobei die rechte Seite die Vorgaben u(t), i(¢) und ihre Ableltungen enthalt.

! | (4.5-21)
=i+ RCyL-T +(RR . C3+L)-i +(R;- (1+—)+RL) i+i (—+—)
Cy G Gy
In gleicher Weise kann man durch Eliminieren von i, die dynamische Systemgleichung fiir 7
(4.5-22) errechnen.

RCGyL -G + (R Cs-(Ry + R )+ L) iy + (R, -(1+%)+R2 +R) ) +é—1 =rechte Seite  (4.5-22)
4 4

Ihre linke Seite ist mit (4.5-21) identisch, da sie das dynamische Verhalten desselben Systems

(Schaltverhalten, etc.) beschreibt. Die rechte Seite, die nur von u(), i(¢) und ihre Ableitungen

abhingt, unterscheidet sich wegen der Variablen i; statt i, von (4.5-21). Leiten Sie diese

rechte Seite selbst zur Ubung her!

Wegen der drei gekoppelten Energiespeicher im System (L, C;, C4, Bild 4.5-5b) ist die

dynamische Systemgleichung (4.5-21) bzw. (4.5-22) eine Diff.gleichung 3.0rdnung, die auch

als drei Diff.-gleichungen erster Ordnung fiir i, i, und z. B. is geschrieben werden kann. Die

analytische Losung gelingt bei Verwendung entsprechender Anfangsbedingungen entweder

mit

a) der homogenen und partikuldren Losung oder alternativ

b) mit der Laplace-Transformation.

Die numerische Losung wird meist mit der schrittweisen Integration der Diff.-gleichungen 1.

Ordnung mit der auf dem FEuler-Verfahren basierenden Methode von Runge und Kutta

ermittelt.

Beispiel 4.5-6: Induktive Kopplung M = L, eines R-C-Glieds mit Speisung aus einer idealen
Spannungsquelle (Bild 4.5-6): Aus einer idealen Spannungsquelle (Innenwiderstand = 0) wird
die dullere Spannung u(¢) eingepragt und als ,,dulBere Kraft™ ,,F"*“ = u betrachtet.

Lia

Bild 4.5-6: Induktive Kopplung mit Speisung aus idealer Spannungsquelle

Es existieren die beiden voneinander unabhédngigen Stréme iy, i, als die beiden Freiheitsgrade
n = 2, die aus den beiden Kirchhoff-Maschengleichungen berechnet werden kdnnen. Mit dem
alternativen Lagrange-Formalismus folgt mit ij =dQ, /dt, i, =dQ, /dt und L, = L,;:

a) n=2:q,=0,9,=0,,
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« Ly o Loy .. Ly o Ly .. L o L, » ..
by W, ="Leif+22 g0+ =25 + 2 = L 22 v Ly iy
)k212122222121221212
W, = 03 /20),
d d . , d - :
o) My =FY-00+FV 00, =R -i;- 80, + Ry iy -00, = K'Y = Ry iy, F{Y = Ry -y,

A=F 00+ F, 00, =u-00, = F =u(?), F, =0.

Q) i=1:Me _ ‘Wk = Lyiy + Lyyis, W _, o, FY=R-ij, F=u
o0 0y o0, o0,
i:2:—aWk = aWk :inz +L12i1, —GWk :0, _p =Q2/C, Fz(d) :R2 'iz, F2 :0.
00, 0 00, 00,
* oW . .
_1 4| | W P FY =R =L+ Ly —0+0+R i =u. (4.5-23)
dt\ 00, o0, 00
* oW, . .
=2 4| M| W P+F2(d)=F2:>L2-i2+L12-i1+&+R2-i2=0. (4.5-24)
dt\ 00, 00, 00, C
Durch Ableitung d./dt erhalten wir aus (4.5-24) die Diff.-gleichung 2. Ordnung (4.5-25).
d. . w1 .
Ly + Ly 2+ Ry 1 =0. 4.5-25
g Lt it o ( )

(4.5-23, -25) sind zwei miteinander gekoppelte lineare Diff.-gleichungen mit konstanten
Koeffizienten fiir die zwei Unbekannten i, i. Sie kdnnen auf eine Differentialgleichung 3.

Ordnung (4.5-27) fiir eine Unbekannte i, vereinigt werden, indem i aus (4.5-25) nach ¢
differenziert wird und in (4.5-23), nachdem diese zweimal nach ¢ differenziert wurde,
eingesetzt wird.

i =—(Lyiy + Ry 1y +iy I C)/ Ly = §j = —~(Lyiy + Ry -1y +iy / C)/ Ly, (4.5-26)
u
di*
In gleicher Weise kann i, eliminiert werden fiir eine Differentialgleichung 3. Ordnung mit der
Unbekannten i}, deren linke Seite in den Koeffizienten und Ableitungen identisch mit (4.5-27)
ist, weil es dasselbe dynamische System ist. Nur die rechte Seite ist unterschiedlich, weil die
stationdren Losungen fiir 7}, i, in Abhéngigkeit von u(¢) natiirlich unterschiedlich sind. In (4.5-
27) tritt geméaB (4.5-28) die Blondel sche Streuziffer o (3.5-13) auf.
d’u
dr*
Bei L, =0 bzw. o =1 (= keine Kopplung) ist die rechte Seite stets Null, so dass auch stets

. . L . R

ip=0 1ist. Bei L;, >0 bedeutet eine Differentialgleichung 3.Ordnung, dass drei
Energiespeicher im System gekoppelt sind! Das ist zundchst verwunderlich, da man in Bild
4.5-6 vier Speicherelemente L, L,, Li,, C zéhlt. Tatsédchlich sind es aber wegen des induktiv
gekoppelten Systems nur DREI Speicher, ndmlich zwei induktive und ein kapazitiver
Speicher, was mit einem geeigneten Ubersetzungsverhiltnis i sichtbar wird, wie Bild 4.5-7
zeigt. Aus Bild 4.5-7a folgt fiir die primére und sekundire Masche fiir beliebiges i zunéchst

up =Ly iy + Ly iy = Ly by + Ly +di - (8 /i) (4.5-29)
Uy = Lo by +Lip Iy =y 1i = 1i° - Ly - (iy /1) + Ly i -1y (4.5-30)
Mit dem ,,Magnetisierungsstrom* i, := (i, /i) +1i; folgt aus (4.5-29)

up =Ly — Ly ii) iy + Lyy ii - Gy + (i /0)) = (Ly = Lyp -40) -4y + Ly -4 1y - (4.5-31)
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und mit der Wahl i = L1o/L, wegen ii* - L, = Ly, -ii aus (4.5-30)

y i = (@i - Ly) - (b /1) + i) = G- Lyp) - (b Vi) + ) = i Ly iy (4.5-31)
Mit den Abkiirzungen Lj, = Ly, -ii, u5 =u, -4, i =i, /i erhalten wir somit Bild 4.5-7b:
= (L~ Lip) i+ Liy by, 4 = Lip iy (4.5-32)

Der einfach induktiv gekoppelte Kreis Bild 4.5-7a enthilt daher gemif3 Bild 4.5-7b nur zwei
unabhiingige induktive Energiespeicher L, L|,, so dass die Schaltung Bild 4.5-6 nur drei

Speicher Ly, L{, = L}, /L,, C , passend zu (4.5-27, -28), enthilt,

I i i ir /i
-
L, L
u Ll L2 Uy i = le /L2 u Ll - Z Z Uy - 1
im
a) le b)

Bild 4.5-7: a) Induktive Kopplung in allgemeiner Darstellung, b) Ersatzschaltbild fiir & = L,,/L,

Beispiel 4.5-7: Induktive Kopplung M = L, eines R-C-Glieds mit Speisung aus einer idealen
Stromquelle (Innenwiderstand = oo, Bild 4.5-8a): Es werden dadurch i(f) bzw. Q(?)
vorgeschrieben. Daher ist die virtuelle Verschiebung Q) =0. Es ist daher nur ix(¢) eine

unabhingige Variable (n = 1 Freiheitsgrad)! Mit L;, = L,; folgen die Schritte a) ... d).

. Speicher 1 2
by i i \ i /i Ry -ii
e T — «
- o ) 12 — 5
L, = L —= - C/
. % é * & w L L, / !
o Speicher 2
a) sz b) ”:le/Lz

Bild 4.5-8: a) Induktive Kopplung M = L,, eines R-C-Glieds mit Speisung aus einer idealen Stromquelle,
b) Induktive Kopplung mit dem Ersatzschaltbild fiir i = L,/L, bei eingepragtem Primérstrom ;.

a) n:1:q1=Q2,denn5Q1=0!

L2 2

L L
by Wy =12 +22 .0+ 22 2
) Wi L AP

Ly .. I L, » .. 2
+—= il = — 0 +—=i5 + L, Gi,, W,=05/(2C).
S i =i A g i, W 05 /(2C)

) Riij-00,=0=04 ZFl(d)'&h =F1(d)'5Q2 =Ry iy 00, :>F1(d) =Ry iy,
A=u-50,=0-0=0= F, =0l

R oW
d) i:l:%ZaWk = Lyiy + Lyphy, %:(), —L=0,/C, RV =Ry-iy, F =0,
an 812 an an
3k £ aW . .
_p. 4| W | O P+Fl(d)=Fl:o:>in2+&+R2-i2=—L12i1.
di\ 00, | 00, 20, ¢
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Nach nochmaliger Differentiation d./dt erhalten wir eine Differentialgleichung 2.0rdnung fiir
die Unbekannte i,.

d. " . .
= Ly iy + Ryl 2 =Ly i 4.5-33
It 27t Ry iyt 1270 ( )

Eine Differentialgleichung 2. Ordnung zeigt an, dass nur zwei Energiespeicher flir den
Energieaustausch gekoppelt sind. Geméal3 Bild 4.5-7 wird aber die induktive Kopplung doch
durch zwei induktive Energiespeicher beschrieben. Hinzu kommt in Bild 4.5-8 die Kapazitit
C. Das wiéren drei Energiespeicher. Wieso ist (4.5-33) nur eine Diff.-gleichung 2. Ordnung?
Weil der Strom i#; eingeprigt ist! Die primdre Induktivitdt wird vom eingeprigten Strom i
bestromt und nimmt daher nicht am Energieaustausch zwischen den anderen beiden Speichern
L, = L%z /L, und C z. B. beim Einschwingvorgang teil (siche das Ersatzschaltbild Bild 4.5-

8b!). Dies zeigt auch die Diff.-gleichung (4.5-33), denn in ihr kommt L; gar nicht vor!

Alternativ wird mit der Kirchhoff’schen Maschengleichung (4.5-33) mit u; , = Ly, -di)/dt,
up, = Ly-diy/dt —ii-up, =ii* - Ly-d(ip /ii)/dt = Ly -diy I dt ,
— —

(4.5-34)
L) )
B . . .2 N ot
URZ—Rz‘lz —)M‘URZ—U 'Rz‘(lz/u)—Rz‘lz, (45_35)
R i5
_ . . ~'. _ . .. . . -'2 _ of . 1
uc = [iy-dt/C —ii-uc —J.(z&/FuJ) dt uc{c_jzz di/C', (4.5-36)
3
hergeleitet gemal
UL12+ML2+UR2 +uC:0 = L212+R212+%:—lell bzw. (45'37)
rr rol lé _ . v ’
Lz'lz +R2'12+E—_M'le'll—_le'll. (45_38)

r
Ly,

Zusammenfassung:

Allgemeine UNABHANGIGE Systemkoordinaten ¢; (Lagekoordinaten und el. Ladungen)
bilden im elektromechanischen System mit #n Freiheitsgraden einen n-dimensionalen Raum 7
< r. Uber virtuelle Verschiebungen &;; werden benachbarte Systemzustinde energetisch
betrachtet, indem die Systemkoordinaten ,variiert“ werden. Die Euler’sche Variations-
rechnung fiihrt auf die Euler’schen Variationsgleichungen, wenn bei Anderung der System-
trajektorie des Systems von Zustand A nach Zustand B eine bestimmte ,,Wirkung®“ S des
Systems extremal ist. Fiir die Wandlersystemgleichungen ist S das Zeitintegral der Lagrange-
Funktion Z, die bei der Beschreibung eines Wandlersystems mit konzentrierten Elementen die
Differenz aus kinetischer Ergdnzungsenergie und potentieller Energie des Systems ist:

L(q;,é,t) = W; (qié, t)—W,(g,t). Mit dieser Funktion L heifien die n Euler’schen Variations-

gleichungen Lagrange-Gleichungen. Bei rein mechanischen Systemen ist Wk* =W, die
kinetische Energie des Systems und /¥, seine potentielle Energie. Bei den hier behandelten
niederfrequenten elektro-magnetischen Systemen (d. h. ohne elektromagnetische Wellenaus-
breitung) ist W; die magnetische Ko-Energie und W, die elektrostatische Energie. Dabei

wurden iiber die Kraft-Spannungs-Zuordnung (Kap. 3) die elektromagnetischen System-
grofen in den mechanischen Formalismus {iberfiihrt.
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Bei ,,komplizierten® Systemen mit vielen Freiheitsgraden (n grof3) verwendet man mit Vorteil
anstelle der klassischen dynamischen Grundgesetze (mechanisch: Newfon-Gleichungen mit
dem Schwerpunktsatz, elektrisch: Kirchhoff-Knoten- und Maschenregel) diese Lagrange-
Gleichungen fiir die Aufstellung der dynamischen Systemgleichungen.

Fiir die numerische elektromagnetische Feldberechnung mit finiten Elementen wird in
dhnlicher Weise aus der Energiedichte die zu minimierende Lagrange-Funktion L gebildet,

die als I L-dV integriert {iber das betrachtete Feldvolumen V' einen Extremalwert (meist
v

Minimalwert) annehmen muss. Bei elektrostatischen Feldproblemen mit D=&-E,
E =—grad(p) und der vorgegebenen el. Raumladungsdichte p(x, y, z) ist die Variable das

elektrostatische Potential ¢, wobei L(¢)=0.5- 13((p) E (@) — p- @ ist. Bei magnetostatischen
Feldern ist mit B =ji-H, B=rotd und der vorgegebenen el. Stromdichte J die Variable
das magnetische Vektorpotential A und L(Zl) =0.5-H (21) . E(Zl)—j . A. Dabei sind gemal
Kap. 1 w,=05-D-E und w, =0.5-H-B die elektrostatische und magnetostatische
Energiedichte.
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5. Elektromechanische Grundsysteme

Anhand eines Grundsystems soll die prinzipielle Wirkungsweise elektromechanischer
Wandler iibersichtlich dargestellt werden. Als elektromechanische Grundsysteme werden
vereinfachte Anordnungen elektromechanischer Wandler verstanden, deren Wirkungsweise
entweder auf magnetischen oder elektrischen Kriften beruht.

5.1 Magnetisches Grundsystem: Beispiele zum stationiren Verhalten

Das im Folgenden vorgestellte magnetische Grundsystem (Bild 5.1-1) besteht aus einer {liber
den Strom i el. erregten Zylinderspule und einem axial iiber die Koordinate x beweglichen,
magnetisierbaren Anker. Es dhnelt dem in Kap. 2.5 beschriebenen ,,Einfiihrenden Beispiel*,
nur dass zur weiteren Vereinfachung der Eisenrlickschluss der Spule weggelassen wurde.
Dafiir kann die Zylinderspule durchaus auch ,,dick* ausgefiihrt sein, so dass die Spulendicke
A groBer als 20% der Spulenldnge / ist. Es schlieBen sich dann Feldlinien tw. innerhalb der
Spule und bilden keine Kraft auf den Anker. Das System hat einen el. ,,Anschluss* an der
Spule und einen mechanischen ,,Anschluss* am Anker, und ist somit ein Vierpol.

2 + > . Dicke Zylinder-Spule Ldick": A/ >ca. 0.2
. — ” A
Elektrische .
Erregung F AuBere Kraft
al—l-- - — — P
Beweglicher ,,Anker®, u
X
Elektrischer i_—" Mechanischer
JAnschluss® Anschluss™

Bild 5.1-1: Schematische Anordnung zum magnetischen Grundsystem, bestehend aus iiber einer den Strom 7 el.
erregten Zylinderspule und einem axial ldngs der Koordinate x beweglichen, magnetisierbaren Anker.

Wie in Kap. 2.5 hingt die Spulenflussverkettung w nicht nur vom Strom i, sondern bei
magnetisierbarem Anker (x> ) AUCH von der Anker-Lage x ab: w(i;x)= L(i;x)-i. Beim
amagnetischen Anker y = 1 wire die Spuleninduktivitit L = konst. und die Flussverkettung
w(i)=L(@)-i=L-i linear vom Strom i abhingig. Es wiirde bei Gleichstromerregung i = I =
konst. keine magnetische Kraft von der Spule auf den Anker ausgeiibt. Bei zeitlich
veranderlicher Stromerregung i(f) konnte bei u = gy, aber el. leitfadhigem Anker x > 0 auf
Grund induzierter Ankerwirbelstrome eine Kraft auf den Anker ausgeiibt werden. Im
Folgenden wird x = 0, ¢ > 1 im Anker angenommen. Fiir die Berechnung der Magnetkraft
auf den Anker wird gemdB Kap. 2 und 3 der magnetische Anteil der kinetischen
Ergénzungsenergie (3.4-29) bendtigt.

1
Wk*(i,x)zWlfo(x)+jy/(9-i,x)-i-d9 (5.1-1a)
0

Im magnetischen Grundsystem sind keine magnetischen Werkstoffe mit Remanenz
vorhanden: le‘o(x)zo, sondern es wird nur der Sonderfall des linear magnetisierbaren

Werkstoffs betrachtet. Daher ist die Permeabilitit x# = konst., so dass z. B. keine
Eisensittigung betrachtet wird. Daher hiangt die Spuleninduktivitdt L nicht von i ab.
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1
w(i;x) = L(x)-i = W, (i,x) :IL(x)-i-H-i-dH:L(x)-i2/2 (5.1-1b)
0

Beispiel 5.1-1: Lineares (u = konst.) magnetisches Grundsystem mit Stromspeisung (Bild 5.1-
2a): Aus einer idealen Stromquelle (Innenwiderstand = o) wird der Strom i(¢) eingeprégt als

,vorgeschriebene Koordinate® Q = .[ i-dt (00=0,0i=0). Es ist keine ,,dullere” Spannung

u vorhanden, nur die in der Spule selbstinduzierte Spannung u; = -dw/dt, wohl aber eine
duere Kraft F¥ am Anker. Wegen des eingeprigten Stroms ist der Spannungsfall am
Spulenwiderstand i-R eingeprdgt und daher nicht von Interesse. Wie grof3 ist die duBere
Kraft F, um den Anker bei i # 0, x> 0 im Gleichgewicht x = X = konst. zu halten?

~ Spule y

. Y
oﬁ'{;‘-ﬁ ‘F111 L(x)
e F
! Q_m | N m__ |—
), S— wAnker
X 0 > X
a) | : b) 0

Bild 5.1-2: a) Magnetisches Grundsystem geméal Bild 5.1-1 mit eingepridgtem Strom i, b) Qualitativer Verlauf
der Spuleninduktivitdt L(x) bei axial lings x verschiebbarem magnetisierbaren Anker mit der Masse m.

Die dynamische Gleichung des magnetischen Grundsystems wird mit den Lagrange-
Gleichungen, Kap. 4, beschrieben. Es tritt mit » = 1 nur ein Freiheitsgrad x auf.
a) n=1:q=x=60=0, 6i=0,

m-x° L(x)

b) W = + , W, =0,
) k 7 7 l p
¢) My=R-i-60=R-i-0=0=>FY=0, u=0:4-60=0-0=0, A=F-&=>F=F,
% % ' aW
ox ox 2 ox
* * aW I}
da aWk _aWk+ p+Fl(d)=F1:>m-)'é—M'i2=F. (5.1-2)
dt\ oOx ox ox 2
Im Gleichgewicht x = konst. ist x =0, X =0. Aus (5.1-2) folgt
—M-i2 =F>0,da L'(x) <0 (vgl. Bild 5.1-2b). (5.1-3)

In Bild 5.1-2a versucht die Spule den Anker bei x > 0 mit negativer (= gegen die pos. x-
Richtung auftretender) Magnetkraft F,, nach links nach x = 0 zu ziehen. Bei
Kriftegleichgewicht F + F,, =0 ist mit (5.1-3)

F=-F, :¥-i2 —_aW. Idx bzw. F,=dW, ldx (5.1-4)

in Ubereinstimmung mit (2.4.4-26), da W; (i,x)= W;l (i,x) ist.

Beispiel 5.1-2: Lineares (u# = konst.) magnetisches Grundsystem mit Spannungsspeisung
(Bild 5.1-3a) und einem {iiber eine Feder (Federkonstante k) mit dem Grundrahmen
verbundenen Anker.
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Aus einer idealen Spannungsquelle (Innenwiderstand = 0) wird die Spannung u(r) als
verallgemeinerte Kraft F; auf die Spule (Innenwiderstand R) eingeprigt. Eine &dullere
mechanische Kraft F tritt nicht auf, dafiir eine Federkraft . Die Feder ist entspannt bei x = 0.
Die verallgemeinerten Lagekoordinaten sind O und x entsprechend n = 2 Freiheitsgraden.

1,0
R
ut)| Ty b
o— ; q & —xF B
FF “ m
a) : L(x) 1JC b)

Bild 5.1-3: a) Magnetisches Grundsystem gemaf3 Bild 5.1-1 mit eingeprégter Spannung u und iiber eine Feder
fixierten Anker, b) Positive Zéhlrichtung fiir Magnetkraft '}, und Federkraft Fp.

a) n:23‘h:QaQ2ZX,

m- x> L(x) 2

b) W, = + i, W, =k-x*/2,
) k 7 7 p
¢) Mg=R-i-00=>FY=R-i, A=u-80=F =u,
@ i=1: 2 =W g, Do Tooo, FO-R4, F-u,
o0  oi o0 o0
% * ' 8W
i:2:8Wk: X, %zﬁ-iz, —P—k.x, FY=0, F, =0,
ox ox 2 ox

Die Lagrange-Gleichungen fiihren auf eine elektrische und eine mechanische
Differentialgleichung (5.1-5), (5.1-6), die wegen der beiden Terme L(x)-i, L'(x)-i
nichtlinear sind, a) wegen der Produktbildung mit den beiden Variablen x, i = dQ/dt und b)
wegen der i. A. nichtlinearen Funktionen L(x), L'(x).

i1 L P | W PRY =R :i(L(x)-i)—0+0+R-i=u (5.1-5)
dt\ 60 | 00 a0 dt
% * aW ]
i=2ii aWk _h + p+F2(d):FZ:m-X—M-i2+k-x+0=0 (5.1-6)
dt\ ox ox ox 2

Mit F, = (W, /&x)-é, = (L'(x)-i*/2)-é, ist (5.1-6) auch m-%-é_ = F, + Fj, wobei wegen
der gedriickten Feder bei x > 0 die Federkraft FF =—k-x-e, ist (Bild 5.1-3b). Dieses

nichtlineare, gekoppelte Differentialgleichungssystem in x und i ergibt in x bzw. i nach
Elimination der jeweils anderen Variablen EINE Differentialgleichung 3. Ordnung, denn es
sind drei Energiespeicher im Austausch, ndmlich L (magn. Energie), m (kinet. Energie), k&
(pot. Federspeicherenergie). Beim Sonderfall L = konst. (amagnetischer Anker) verschwindet
gemal (5.1-6) die Kopplung zwischen dem mechanischen und dem elektrischen System.

Li+R-i=u, m-i+k-x=0 (5.1-6)
Das elektrische System wird nun durch eine Diff.-gleichung 1. Ordnung beschrieben, weil nur
ein Energiespeicher (Induktivitdt!) wirkt, das mechanische System aber durch eine Diff.-
gleichung 2. Ordnung, da zwei Energiespeicher (Masse und Feder) in Wechselwirkung sind.
Die Gleichgewichts“lage* I, X (5.1-7) des nichtlinearen gekoppelten Systems wird aus (5.1-5,

5.1-6) mit d./dt = 0 bei konstanter Spannung U = konst. erhalten: 0= F, + Fg, 0= F, + Fy.
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' ' 2
Ri=u=U=i=1=U/R, L(x)-iz—k-xzo = x:X:L(x)-(lj (5.1-7)
2 2k \R
Wird gemiB Kap. 2.5 (2.5-10) der Induktivitdtsverlauf Bild 5.1-2b geméB (5.1-8) beschrieben,
2
G ! = L'(x) = —L(0)—2X/C5%) (5.1-8)

LO) ~ 1+(x/(2s,))° (1+(x /(25,00
so ist die Anker-Gleichgewichtslage X, abhdngig von der angelegten Gleichspannung U, bei

x-TLO)_ 2X/Cs) 2_[gj :X/(zsa):i\/i FL0) 25U, 519
2k (1+(X/(25,))")* R kR
Wegen /—L(0) = j-/L(0) existiert eine reelle Losung der Gleichung nur fiir X = 0:
J— . 2 2
y_o_—LO 2 0/(2sa)2 : (QJ _ (5.1-10)
2k (1+(0/(25,)7)" \R

Bei der Gleichgewichtslage X = 0 ist die Feder entspannt, daher die Federkraft Null:
Fr=—-k-X=0. Der Anker liegt mittig in der Spule, so dass wegen L'(0)=0 die
Magnetkraft unabhédngig von / Null ist. Damit ist die Gleichgewichtsbedingung 0 = F, + Fg

erfiillt (Bild 5.1-4). Damit sich der Anker bei U # 0 in eine Position X # 0 bewegen kann,
muss folglich die Feder bei x # 0 entspannt sein!

L(x L(x) Py I Fn=—Fg

0 x 0
Gleichgewicht beix =0

Bild 5.1-4: Ermittlung der Gleichgewichtslage gemaf (5.1-7) ... (5.1-9) fiir das System von Bild 5.1-3a, wenn
die Feder bei x = 0 entspannt ist.

=v

5. 2 Elektrisches Grundsystem: Beispiele zum stationiiren Verhalten

Zunichst stellen wir gemiB Kap. 3 fest, dass fiir die Analyse elektrostatischer Anordnungen
weder die kinetische Ergidnzungsenergie noch dissipative Kréfte FY bendtigt werden. Die
elektrostatische Energie ist ja eine potentielle Energie W, (siche Kap. 2). Fiir (elektro)-
statische Zusténde d./dt = 0 sind die verallgemeinerten Geschwindigkeiten Null, also sowohl
die mechanischen Geschwindigkeiten v = dx/dt = 0 als auch die Stromfliisse i = dQ/dt = 0, so
dass kein Magnetfeld auftritt. Daher sind sowohl die mechanische als auch die magnetische
kinetische Ergdnzungsenergie Wi* = 0 und die Energie Wy = 0 Null. Wegen v = 0 treten keine
wirmeerzeugenden Reibungskrifte auf. Haftreibung kann schon auftreten, erzeugt aber keine
Reibungswirme. Analog treten wegen i = 0 keine Stromwirmeverluste auf. Folglich sind die
dissipativen verallgemeinerte Kriafte Null = F9 = 0. Die Lagrange-Gleichungen (4.3-12)
vereinfachen sich gemiB (5.2-1) auf (5.2-2) in Ubereinstimmung mit (3.2-11).

i{ang_awg Lo o,

— PyFY=F, i=l,..n => —L=F. (5.2-1)

0q; oq;  0q, 0q;
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F(g) = (OW, /0q,,0W,10q3,,...,0W, /0q,) = VW, = grad(W,) . (5.2-2)
Es geniigt also vollig, aus der Ab-/Zunahme der potentiellen Energie positive/negative
(verallgemeinerte) Krifte zu berechnen. Somit ist das elektrische Grundsystem wesentlich ein
elektrostatisches Grundsystem, das durch eine Kondensatoranordnung mit beweglichen
Teilen des Kondensators gebildet wird, z. B. durch ein bewegliches Dielektrikum oder eine
bewegliche Kondensatorplatte. Zum seitlich verschiebbaren magnetisierbaren Anker des
magnetischen Grundsystems (Kap. 5.1) passt geometrisch das seitlich verschiebbare
Dielektrikum. So wird das elektrisches Grundsystem durch ein seitlich verschiebbares
Dielektrikum, das einen ,,polarisierbaren Anker* darstellt, gebildet, der sich zwischen zwei

Kondensatorplatten bei Spannungsspeisung bewegt (Bild 5.2-1a).
A D

Kondensator

- / }larisierbarer Anker, £ j
| Pz

J Polarisation Pg

a) b)

wiTl

el. Remanenz-

Bild 5.2-1: a) Elektrisches Grundsystem als seitlich verschiebbares Dielektrikum, das einen ,,polarisierbaren
Anker” bildet, zwischen zwei Kondensatorplatten mit Spannungsspeisung. b) D(F)-Hystereseschleife eines
Ferroelektrikums (Quelle: Wikipedia.de).

Die Kondensatorladung Q hingt von der Spannung u und bei polarisierbarem Anker &u)
AUCH von der Anker-Lage x ab Q(u;x) = C(u;x)-u, da die Kapazitit C von x abhingt. Bei

unpolarisierbarem Anker ist & = &, und daher die Ladung stellungsunabhéingig proportional
zur Spannung Q(u) = C-u, da die Kapazitit C konstant ist. Der verallgemeinerte Kraftvektor
(5.2-2) ist bei € > &, von den beiden Freiheitsgradkoordinaten O und x abhéngig (n = 2).

F(§)=F(Q.x)=(u,F) (5.2-3)
Seine beiden Komponenten sind die von auflen angelegte ,,duflere* Spannung u am ,.el.

Anschluss® und die von auBlen wirkende Kraft /' am ,,mech. Anschluss®“. Die im System
vorhandene potentielle Energie wird aus (5.2-3) gemil (5.2-2) und (3.2-10) durch Integration

von F lings eines beliebigen Integrationswegs C zwischen zwei Punkten § A= 0, dg =4
berechnet, da - wie in Kap. 3.2 erldutert — das Gardientenintegral wegunabhéngig ist.

n n q

W, = [VW,-dg' = [Y (oW, 18¢))-dg; = [ Y F;-dg} = [ F(§")-dg’ (5.2-4)
C ci=l ci=l 0

Wie in Kap. 3.2 wird der Integrationsweg fiir jede der n Koordinaten ¢; zwischen den

Anfangs- und Endwerten g4 ;, gs; mit dem Skalierungsfaktor 0 < < 1 beschrieben,

q;=(qp,;—9a;) O0+qpa; = 4 =q;°0, (5.2-5)

so dass aus (5.2-4) die Formel (5.2-6) wird. Nach dem Einsetzen von (5.2-3) in (5.2-6) erfolgt

die Integration zunichst lings x, wobei O = 0 ist, und dann tiber O, wobei x konstant bleibt
(,,Hakenintegral* (5.2-7)).

q 1
W,(@) = [F(§)-dg' = [F(0-§)-G-dO (5.2-6)
0 0
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1 1
W, (0, x) :jF(o,a-x)-x-d9+ju(9-Q,x)-Q-de (5.2-7)
0 0

Da die elektrostatische Energie der einzige Energiespeicher in Bild 5.2-1a ist, stellt (5.2-7)
den elektrischen Anteil der potentiellen Energie dar. Bei Werkstoffen mit Remanenz-
Polarisierung wie die ,,Elektrete® und Stoffe mit Ferro-Elektrizitit (Kap. 2) tritt auch
OHNE el. Spannung # und OHNE Ladung Q eine el. Kraft F' = -F. auf, so dass der erste Term
in (5.2-7) grofer als Null ist (5.2-8).

1
Wi (x) = j F(0,0-x)-x-d0 >0 (5.2-8)
0

Bei den Elektreten ist eine ,,eingefrorene el. Ladung® vorhanden. Das elektrisch isolierende
Material enthdlt permanent gespeicherte elektrische Ladungen (@ oder permanent
ausgerichtete elektrische Dipole mit den Dipolmomenten p = Q - [, wobei / der Abstand der
positiven und negativen Dipolladung im Dipol ist. So erzeugen Elektrete ein permanentes
elektrisches Feld, das durch die el. Remanenz-Polarisation Pr beschrieben wird. Elektrete
werden organisch meist aus Polymeren hergestellt, z. B. Polytetrafluorethylen, Polytetrafluor-
ethylenpropylen, Polypropylen, Polyethylenterephthalat, Polyvinylidenfluorid, anorganisch
aus Siliziumdioxid (Quarz) und Siliziumnitrid. Bei der Ferro-Elektrizitit (Bild 5.2-1b) tritt
im Material wie im magnetischen Fall ,spontane Polarisierung auf. Diese ,,spontane®
Polarisation besteht aus Materialgebieten, wo die Molekiile in eine bestimmte Richtung
einheitlich polarisiert sind (,,Weiss’sche Bezirke*). Die Summenwirkung aller Bezirks-
Polarisationsausrichtungen ergibt die el. Remanenz-Polarisation Pr. Im externen E-Feld
werden diese Bezirke in Richtung des externen Felds ausgerichtet, so dass P zunimmt. Im E-
Wechselfeld tritt beim Umpolarisieren der Bezirke auf Grund der Bezirkswandwanderungen
und der finalen lokalen Drehprozesse der polarisierten Molekiile im hohen E-Feld innere
Reibung auf. Diese Verlustwirme ist zum Fldcheninhalt der dabei beschriebenen Hysterese-
Schleife D(E) bzw. P(E) (Bild 5.2-1b) proportional (,,Hystereseverluste*). Materialien mit
Ferroelektrizitit sind die metallischen Titanate wie z. B. PbZr/Ti0; (Piezoelektrika), BaTiOs,
PbTiOs.

Bei Anordnungen OHNE Remanenz-Polarisation ( = keine Elektrete oder Ferroelektrika) ist
= -F. =0, wenn die el. Ladung Q = 0 ist, so dass gemél (5.2-8) W,o(x) =0 ist. Es verbleibt

1
fir die potenticlle Energie W, (Q,x)= .[ u(@-0,x)-Q-df. Beim Sonderfall des linear
0

polarisierbaren Dielektrikums ist die Permittivitit ¢ = konst., so dass ¢ nicht von u abhéngt.
Somit ist die Kapazitit C nicht von u abhéngig, sondern nur von x. Damit folgt (5.2-9)

Y= Clx)- _ 9
Ou;x) = C(x)-u = u(Q,x) )’ (5.2-9)
und daraus mit (5.2-7) die potentielle Energie
1 1 0. Q Q2
Wp(Q,x)—'([u(eQ,X)Qd@—'g?}c)QdQ—m (5.2-10)

Beispiel 5.2-1: Seitlich ldngs x verschiebbares Dielektrikum mit der Masse m bei
Spannungsspeisung (Bild 5.2-2): Die Berechnung der verallgemeinerten Kréfte u, F' geht mit
der Methode (5.2-2) ... (5.2-7) schnell.

F(Q) F(an) (FiaFZ) (M,F) VI/Vp 8Q ’ P > (52 11)
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oy, Wy, 0 08 0P wC(w)
=20 T T Gew) T 272 2 (52-12)

Dieses Ergebnis stimmt wegen W, = W, mit (2.4.3-22) tiberein. Die dufiere Kraft F ist bei der

Ankerposition x mit der elektrischen, nach innen wirkenden Kraft F, im Gleichgewicht.
m-X=F+F, =statisch:d/dt =0=0=F+F, = F =-F, (5.2-12)

°—>—1/
u +T///f, /%/F,
:1'..!

Polarisierbarer Anker

'-n

)

m-x=F+F
Bild 5.2-2: Seitlich verschiebbares Dielektrikum im Kondensator bei Spannungsspeisung,

Die alternative Vorgehensweise mit den Lagrange-Gleichungen (Kap. 4) dauert ldnger.
a) n=2:q1=0,9, =x

2
b) W =0, W,(0x)=-2—

2C(x)’
¢) My=0=>FY=0, 4=u-00+F-&x=F =u,F, =F.
* * ow ow.
d) izl:al.k:O, oW =0, P _ Y , Fi=u: Lzu,u:—p.
o0 o0 00  C(x) C(x) o0
* ow. 2 2
i=2: oWy —o, Mg To__ 92 C'(x)=—2-C'(x), F,=F:
ox ox ox 2C*(x) 2
ow. u?
F=—2=-_"_.C'(x)=-F,
™ 5 (x) e
+
j kil @& DD DEECOOODDD
E b
VWYYV
b D=gyE+ ) T_ ) &
o +

i D=gye,

I le

\ P Volumen V p oo .

i Polarisationsladung (ortsfest):
e —71 Diese Ladungspaare bilden
N el. Dipolmomente p

1 I O

— B 1 N
Wahre" (verschiebbare) Ladung Q aufder el. Lo Z
leitfahigen Platte = Quelle (Senke) von D V k=1

Bild 5.2-3: Elektrostatische Feldverldufe bei Px = 0 ohne Randfeldausbauchung bei nach rechts seitlich
verschobenem Dielektrikum im Kondensator
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Bild 5.2-3 zeigt das von der Spannung u erregte idealisiert homogene E-Feld, das zusétzliche
P-Feld des polarisierten Dielektrikums auf Grund der N molekularen Dipolmomente p und
das resultierende D-Feld, das durch die Ladungsverteilung QO auf den Kondensatorplatten
festgelegt ist. Die Ladungsmenge Q auf den Platten ist gegeniiber dem Dielektrikum als O, >
0 (5.2-15) groBer. Randfeldausbauchungen wurden vernachléssigt, so dass homogene Felder
in y-Vertikalrichtung auftreten, andernfalls ist eine 2D-Feldbeschreibung (x, y) notig.

O =Ci-u ¢t 0,=Cyeu 0=0+0,

T OOOCERODDPeOeD0d®

(.](.r) CE():)

u 0

==
T

=} eee‘e‘eIs_eeeeeéeee
- il Q = _(Q| + QL)
4 -+ -
a) X h = X b)

Bild 5.2-4: a) Auf Grund des idealisierten Feldbilds Bild 5.2-3 vereinfacht sich die Berechnung der Kapazitit
C(x) zwischen den beiden Kondensatorplatten von Bild 5.2-2 (axiale Plattenlédnge /) zur b) Summenbildung der
beiden Teilkapazititen Cy, C,.

Auf Grund des idealisierten Feldbilds Bild 5.2-3 ist die Berechnung der Kapazitit C(x)
zwischen den beiden Kondensatorplatten von Bild 5.2-2 einfach (Bild 5.2-4). Bei nach rechts
verschobenem Dielektrikum x > 0 ist im linken Plattenteil, wo das Dielektrikum fehlt

(Plattenfliche 4, = x-/, axiale Plattenldnge /, Plattenbreite 5) die Permittivitit ¢ = g,. Die

vierte Maxwell-Gleichung (Kap. 2) ergibt (5.2-13).
G _Gu_sd v _&u p D _u
4 4  d 4 d° ' g d
Im rechten Plattenteil am Ort des Dielektrikums (Plattenfliche 4, =(b—x)-/) ist die

Permittivitit ¢ = g,&,. Die vierte Maxwell-Gleichung (Kap. 2) ergibt (5.2-14).

| = (5.2-13)

Cou ged u gy&-u D u
D2=&= 2 U _ oty U _&fU_ . p gD E,

4 A d 4, d coe. d (5-2-14)
C C &g (b—x
Q2=C2.u =_2.C1.u =_2.Q1 =L)'Ql’ (52_15)
Cl Cl
OSbe:Cl(x):go-%l, Cz(x)zgo-gr-%, (5.2-16)

X

b-l X X b-1
C(x) =G (x)+Cy(x) =& '7'(g+5r '(I_ZD: Co '((I_Er)'z+ngﬂ Co =& (5217
Fiir den gesamten Verschiebungsbereich von x erhalten wir (5.2-18).
~b<x<bh:C(x)=C, -((1—gr)-|bi|+gr], x| >b:C(x) = C, (Bild 5.2-5) (5.2-18)
Mit (5.2-12) wird tiber (5.2-18) die gegen F. wirkende Haltekraft ' bestimmt. Fiir 0 <x < b
ist C'(x)=(-¢,)-Cy/b<0 und daher die Haltekraft positiv F = u’ (&, -1)-Cy/(2b) > 0.

Sie zieht nach rechts gegen F., ist UNabhédngig vom Vorzeichen von # und unabhéngig von x
konstant, so dass ein in x linearer Wandler entsteht, &hnlich wie Wandler ,,Typ 4 in Kap. 7.4.
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C/Co
LUnphysikalische* Knicke:
Tatsachlich glatte Kurve

Bsp.:¢, =4

x/b

\

Bild 5.2-5: Verlauf der mit ideal homogen angenommenem Feld berechneten Kondensatorkapazitit C(x)/C,
gemdl (5.2-17) in Abhéngigkeit der Verschiebung x des Dielektrikums fiir & = 4.

O =Cu Y 0,=Cyu

©  0000000000000d0 () =0 +(),

oo DROITSEBE N BT e g - - -
e ¥ : _ Hilfiéache~ —
'—Qf - Ii;a i :1 | D=0,ER0
- u /4- 1 /
D =¢ E B !
1~ % WI - |D2—€05‘TE2 ! E
I Pe links Pe,rechtsl |_

1 b) X b-x

Bild 5.2-6: a) Geschlossenes Kontrollvolumen, auf das die resultierende elektrostatische Kraft F, iiber die
Maxwell-Spannungen p. berechnet wird. b) Anwendung von a) auf den Feldverlauf im Kondensator von Bild
5.2-2.

Alternativ zu (5.2-12) wird die elektrostatische Kraft F. aus dem Feldbild {iber die
Maxwell’schen Spannungen (Kap. 2) berechnet. Es wird ein Kontrollvolumen um den
polarisierbaren Anker gebildet (Bild 5.2-6b), iiber dessen Hiillfliche die Maxwell-Spannungen
integriert werden. Oben und unten treten wegen des normal auf die Hiillfliche wirkenden
Felds (a = 0) nur senkrecht nach auflen wirkende Zugspannungen auf (2« = 0), die sich aus
Symmetriegriinden autheben. Auf die linke und rechte Seitenfliche (Bild 5.2-6a) wirken
wegen des tangential verlaufenden Felds (a = £n/2) die Maxwell-Spannungen (5.2-19) normal
zur Hiillflache nach innen (2a = £m).

DE . D,E, 3

€n>  Perechts = 3 n

Pelinks =~ (5.2-19)

Die Integration iiber die Hiillfliche ergibt wegen des homogenen Felds (= konstante
Spannungen je Seitenflache) ﬁ'e = A (Pe links T Pe,rechts) Mit A =d -/ bzw. mit (5.2-13), (5.2-
14) in Ubereinstimmung mit dem o. g. Ausdruck die nach links ziehende Kraft fiir x > 0

D2E2 DIEI - 1’50 ’Mz - CO -u2 =
———=—-———).e,=— (&, - D¢, = (& —1)-e,. (5.2-20)
2 ) ) 2d (r)nzb(r)“
Bei symmetrischer Lage des polarisierbaren Ankers x = 0 verschwindet aber rechnerisch die
Haltkraft F gegen die el. Zugkraft F. nicht, wie es aus Symmetriegriinden der Fall sein sollte,

sondern hat links (0-) und rechts (0+) von x = 0 gegengleich grof3e, konstante Werte (5.2-21).

u’ u’

C C
Fx=0+)=—.(e.-1)-02>0. F(x=0-)=——-(¢.-1)-=9 <0 5.2-21
(x=0+)=—(&-D-==>0, Flx=0-)=——-(5 -1~ ( )

F,=d-1-(

Wie beim einfithrenden Beispiel Kap. 2.5 ist die Ursache die vereinfachte Feldberechnung.
Eine genauere 2D-Berechnung des el. Felds mit Beriicksichtigung der Randstreufelder ist
noétig (Bild 5.2-7), um C(x) anndhernd korrekt zu bestimmen, so dass bei x = 0 die Haltekraft
F verschwindet. Dann ist die C(x)-Kurve in Bild 5.2-5 , glatt”, also ohne Knicke, und hat eine
horizontale Tangente bei x = 0 (Bild 5.2-8), so dass C’(0) =0 und damit F(0) = 0 ist!
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2 2
F(x=0)=—”7-C'(x=0)=—”7-0=o (5.2-22)
b — G,
- Pos. Kraftzihl-

I+ I+ richtung
|Ft_\& Polarisier-
4—} barer Anker

I L

Bild 5.2-7: Qualitatives, zweidimensionales D-Feld, das aus den ideal el. leitfdhigen Elektroden senkrecht
austritt und links und rechts vom Kondensator als Randfeld ausbaucht. a) Das Dielektrikum ist nach rechts
verschoben, aber noch tw. innerhalb der Kondensatorplatten. b) Das Dielektrikum befindet sich rechts aullerhalb
der Kondensatorplatten.

In Bild 5.2-7 ist das 2D-Feld des Vektors D qualitativ abgeschitzt, wobei es wegen des
elektrostatischen Falls senkrecht auf die ideal leitfahig angenommenen Kondensatorplatten
stethen muss. Durch das Randstreufeld ist auch bei fehlendem Dielektrikum die
Kondensatorkapazitit grofler als Cy (5.2-17), wo diese Randstreufelder vernachldssigt sind.
Durch diese 2D-Betrachtung entsteht ein zusidtzlicher sichtbar nach links gerichteter
Maxwell scher Zug als Gegenkraft zur Haltekraft F. Auch bei x > b, wenn der Anker
aullerhalb der Kondensatorplatten liegt (Bild 5.2-7b), entsteht auf Grund des Randstreufelds
noch eine kleine nach links gerichtete el. Kraft F.. < 0, die mit zunehmendem Abstand x des
Ankers vom Kondensator asymptotisch auf Null abnimmt, dhnlich wie Fy, in Beispiel von

Kap. 2.5.
2 2

F(x>b)= —%-C’(x >bh)>0, F(x<-b)= —%-C’(x <-b)<0. (5.2-23)

In Kap. 2.5 wurden diese 2D-Betrachtung numerisch mit FEM abgesichert. Hier begniigten
wir uns mit einer Abschétzung, die allerdings die physikalischen Randbedingungen korrekt
beriicksichtigt, um zu qualitativ richtigen Aussagen zu kommen. Fiir eine quantitative
Bestimmung von F¢(x) ist eine numerische Feldberechnung nétig.

Mit Randfeld Glatte Kurve mit horizontaler Tangente bei x = 0:
zweidimensional F(0)=0
(Qualitative Skizze) A c/cy
Bsp.: &, =4 Auch bei x > b:
AE a

E— i - F'> 0 durch geneigte Tangente an C(x)
3 —
2 T : B -
_ — 7 - T

—i] 0

Durch Randfeld etwas erhéhte Kapazitit C

Bild 5.2-8: Vergleich zu Bild 5.2-5: Verlauf der mit einem 2D-Randstreufeld abgeschitzten
Kondensatorkapazitit C(x)/Cy in Abhdngigkeit der Verschiebung x des Dielektrikums fiir & = 4. Durch das
Randstreufeld ist auch bei fehlendem Dielektrikum die Kondensatorkapazitit grofer als Cy (5.2-17), wo diese
Randstreufelder vernachlissigt sind.
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Beispiel 5.2-2: Zwei Drehkondensatoren 1 und 2 mit linear polarisierbarem Dielektrikum
(Bild 5.2-9a) als zwei ,,Luft“-Kondensatoren (& = &) mit der axialen Lange / sind elektrisch
gekoppelt. Abhingig von der Drehwinkelstellung Ay = & des drehbaren Ankers verédndern
sich gleichzeitig die Kapazitidtswerte der beiden Kondensatoren 1 und 2. Es wird eine
vereinfachte E-Feldberechnung mit radialem E-Feld ohne seitliche Streufeld-Ausbauchungen
betrachtet. Die Spaltweite /4 ist deutlich kleiner als der mittlere Radius . Daher ist das
senkrecht aus den el. leitfadhigen Elektroden austretende radiale E-Feld anndhernd homogen.
Es variiert langs der radialen Spaltweite 4 nicht! Gesucht ist das ndtige Haltemoment M(u;,
uy, ¥ in Abhidngigkeit der beiden elektrischen Gleichspannungen u;, u#, und der
Drehwinkelstellung A4y = @ Durch die beiden Spannungen werden die beiden
Ladungsmengen Q;, O, iliber die von & abhédngigen Kapazititen C;, C, eingestellt, sodass n =
3 Freiheitsgrade Q;, O», 4 auftreten. Die Gleichspannungen u;, u, und das gegen die el.
Tangentialkraft wirkende Haltemoment M sind die drei verallgemeinerten Krifte.

Kondensator 2 o '
Kondensator 1

Drehbewegung:
a)  Drehmoment M tritt auf! b)

Bild 5.2-9: a) Zwei elektrisch gekoppelte Luft-Drehkondensatoren 1 und 2 in Abhéngigkeit der beiden

elektrischen Gleichspannungen u;, u, und der Drehwinkelstellung Ay = 8. b) Elektroden-Winkeliiberdeckung bei
einer nach links geschwenkten Ankerstellung mit maximalem Verdrehwinkel 9= 9, <0.

a) n=3:q1=01,9,=05,93=9

*_ 0
b) Wk_(), WP(QIJQZ"Q)_2C1(3)+2C2('9)

¢) My=0=>FY =0, S=u-80+uy -0, +M-69=F =u, Fs =u,, ;= M,
ow, W, GWPJ

d) F(G)=F(0, 09 = (up,up, M) =(

o0, 00, 09
U =_5Wp =—Ql , Uy = _5Wp :&a (5.2-24)
0 G 00, G(I9)
ow. Q2 Q2 u? u?
M=—P-__=l__.C/(9-—22—.C59) =—L-C|(F-—%-C5(9) 5.2-25
09 2029 0 2039 2 BT (5.2-25)

Die Kapazititsberechnung geht zunédchst von der Elektroden-Winkeliiberdeckung %, (5.2-26)
bei der Mittelstellung des Ankers & = 0 aus, so dass links und rechts symmetrische
Verhiltnisse (C; = C5) auftreten.

g_pg. Fta_a_rn-a

4 2 4

=3, (5.2-26)
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In Bild 5.2-9b ist der maximale Drehwinkel 3. (5.2-27) dargestellt, der den Wert 9,
annimmt, so dass sich der Drehwinkelbereichs —3,,, = =%, <3< 8.« =, ergibt.

T T-a -«
Gy =————=—"=325 5.2-27
max 2 4 4 m ( )
Die Elektroden-Uberdeckung fiir C; und C, in Abhingigkeit des Drehwinkelbereichs ist
fir Cp 2-249=""%,9-9 +9 firCy 2-2-9=""%_9-39 —9.  (52-28)
4 4 4 4 4 4
Mit der HilfsgroBe C,, =& -r-//h werden die Ladungsmengen bei — 4, < < 9, gemal

I +9)-r-1
0, =C oy =gy Em Tl

Uy =Co - (G +9)-uy, (5.2-28)

(9, —9)-r-1

O =Cyruy =& ‘uy = Co (G =)y, (5.2-29)

erhalten, woraus die lineare Abhdngigkeit der beiden Kapazititen von ¢ (5.2-30) folgt.

Ci(9)=Cy-(In +9), Co($) =Cy- (9, —9) siche Bild 5.2-10! (5.2-30)
c(9)
12,48,

CSi=Co (9 +9)]

() =Cof-(9 - 9)

r o

9

m

N

m
Bild 5.2-10: Lineare Abhdngigkeit der beiden Kapazititen C;, C; von 4 gemaif (5.2-30).

Mit C{(9)=Cy (3, +F =Cy, C5(F) =Cy- (9, —9) =—-C, ist das Haltemoment

2 2
! ! C
== Gl = Ch( @) =" i) (5.2-31)

eine vom Drehwinkel unabhidngige, nur von der Spannungsdifferenz abhéngige Grofle. Wenn
u1 > up ist, wird uber M, = -M der Apker nach rechts gezogen, so dass das Haltemoment M
nach links wirken muss und in Ubereinstimmung mit (5.2-31) negativ ist. Um die
Drehwinkel-Unabhéngigkeit zu verstehen, wird M. alternativ liber die Maxwell-Spannungen
im Zylinderkoordinatensystem €., €4, €, berechnet. Das Radialfeld wird wegen 4 <<r (s. 0.)
homogen angenommen D, =¢y-E. =¢&,-u/h. Zur Berechnung des elektrostatischen
Drehmoments M. auf den beweglichen Anker wird eine Hiillfliche um ihn gelegt (Bild 5.2-
11a). Je nach GroBe von wu;, u, ist Dj, groBer, kleiner oder gleich D, (Bild 5.2-11b):
Dy, =¢y-E,=¢y-uy/h, Dy =&y-E, =&y-u,/h.Diese Felder verlaufen tangential an der
linken und rechten Hiillflichenberandung (Winkel zur Berandungsnormalen ist & = £n /2), so
dass die Maxwell-Spannungen p., p., gemiB (5.2-32) senkrecht nach innen auf diesen

Berandungen auftreten (Winkel zur Berandungsnormalen ist = £m ).
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- D E,. _ D E. . . D, E, _ Dy, E, _
pe,lz%'enlz_%'eya pe,2:%'en2:%'el9 (5.2-32)
Fr
b,
E2r
r
Dlr EHI
Elr

b)

Bild 5.2-11: a) Zur Berechnung des elektrostatischen Drehmoments M, auf den beweglichen Anker wird eine
Hiillfliche um ihn gelegt. b) Die unterschiedlichen Normalspannungen an der linken und rechten Begrenzung
der Hiillfliche bewirken M., wahrend die Zugkréfte auf der oberen und unteren Berandung eine resultierende
Radialkraft F; auf den beweglichen Anker ergeben, der zu den feststehenden Elektroden hingezogen wird.

Mit den Seitenflichen A = #-1 werden aus (5.2-32) die elektrostatischen Umfangskrifte Fe,l ,

F,, erhalten. Mit dem Hebelarm r wird das elektrostatische Drehmoment M. (5.2-33)

berechnet.
M, =r-érx(}7“e,2+}7“e,1)=A-r-érx(ﬁe,2+ﬁe,1)=éz'h'l'r-(DzrzEzr —DlrzElr)
Einsetzen der Felder Dy, E|., D5, E,, fuhrt auf (5.2-34), fiir M identisch mit (5.2-31),

positiv gezdhlt im Uhrzeigersinn!

2

dop- u - C

=e '—-(——h—lz)zM-(—eZ):M=70'(u§—u12) (5.2-34)

(5.2-33)

Da die Felder Dy, E|., Dy, E,, nur von u;, up, nicht aber von ¢ abhéngen, ist das
Haltemoment unabhingig von 4. Die radiale Maxwell-Zugkraft F; zieht den Anker zu den
feststehenden Elektroden. Diese Kraft wird vom Drehlager aufgenommen! In der Rechnung
wurden die Randfeldausbauchungen vernachléssigt, die auch Tangentialfeldkomponenten
Dis, D,y enthalten. Bei u, = u; ist UNABHANGIG von der Ankerstellung & das
Haltemoment auch bei Beriicksichtigung der Randfelder Null: M = 0, denn dann sind die
Radialfelder Dy;, D>, und Tangentialfelder D;g, Dys an den beiden Berandungen links und
rechts aus Symmetriegriinden identisch! Daher heben sich die tangentialen Maxwell-Ziige
nach links und rechts auf den Anker auf = M = 0.

Wenn u; > u;, dann ist z. B. bei Mittenstellung ¢ = 0 und daher C; = C, gemil (5.2-28, -29)
0, > Q. Der Anker wird mit M. wegen des tangentialen Maxwell-Zugs nach links gezogen,
so dass das Haltemoment M nach rechts wirken muss: M > 0! Aber auch bei ¢ # 0 (Bild 5.2-
11a) ist bei uy > u; geméah (5.2-34) M > 0.

Beispiel 5.2-3: Zwei Drehkondensatoren 1 und 2 sind elektrisch gekoppelt und mit einer
Drehfeder (Drehfederkonstante &, Bild 5.2-12) verbunden. Das Federmoment ist Mg = k - 3
ist. Bei ¢= 0 ist die Feder entspannt. Die in der Feder gespeicherte potentielle Energie bei der
Ankerlage Fist (5.2-35) und die gesamte potentielle Energie im System (5.2-36).

k-9

1 1
WpF(s)sz(e-g)-s-de=j(k-9-9)-9-d9= (5.2-35)
0 0
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Kondensator 2

Kondensator 1

Bild 5.2-12: Zwei iiber einen Drehanker elektrisch gekoppelte Luft-Drehkondensatoren 1 und 2. Der Drehanker
ist tiber eine Drehfeder (Drehfederkonstante k) am feststehenden Rahmen befestigt.

2 2 2
-9, 9 kY (5.2-36)
2C1(9) 2C,(9) 2
Aus (5.2-25) folgt das Haltemoment (5.2-37).

ow. 2 2
M =a—;=—“71-0{(9)—”72-cg(9)+k-3 =M, +k-8=-M,+M; (5.2-37)

In jeder Gleichgewichtslage 9* ist das resultierende Moment M auf den Anker Null M = 0, so
dass tber die Feder der Gleichgewichtswinkel 0=-M +k-9*= 9*=M_/k eingestellt

wird.

9*:%-@3 —u3), up>uy 9 >0 bzw. uy >up 19 <0 (=9, < F< ). (5.2-38)
Zusammenfassung:

Beim magnetischen Grundsystem treten die verallgemeinerte kinetische Energie Wy und die
mechanische potentielle Energie W, auf. Es wurden die Lagrange-Gleichungen fiir das
Aufstellen der Systemgleichungen verwendet. Beim elektrischen Grundsystem als
elektrostatisches System tritt nur die verallgemeinerte potentielle Energie W, auf, da keine
Bewegungen vorhanden sind. Die Statik fordert, dass alle verallgemeinerten
Geschwindigkeiten Null sind: v = 0. Es werden daher als Sonderfall die verallgemeinerte
Krifte /" als Gradienten der verallgemeinerten potentiellen Energie 7, bestimmt, was zu einer
verkiirzten Rechnung fiihrt.
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6. Dynamische Untersuchung des Wandlerverhaltens
6.1 Gleichgewicht

Die Bestimmung statischer Gleichgewichtszustinde erfolgt bei elektrischen Wandlern
iber die Bestimmung der el. und mech. Gleichgewichtskoordinaten (konstante
Ladungsmengen und konstante mech. Lagekoordinaten), indem die Zeitableitungen d./dt in
den dynamischen Gleichungen Null gesetzt werden, wie das in einigen Beispielen der Kap. 2
... 5 bereits gezeigt wurde. Bei magnetischen Wandlern umfasst dies auch die Bestimmung
stationirer Zustinde, also konstanter Geschwindigkeiten (konstante Strome (Gleichstrome)
und konstante mech. Geschwindigkeiten). Haufig ergeben sich dabei allgemeine
Bestimmungsgleichungen fiir Gleichgewichtslagen als Polynome. Solche algebraischen
Gleichungen m-ter Ordnung mit reell-wertigen Koeffizienten haben auf Grund der
Erkenntnisse von C. F. Gauss, formuliert im Fundamentalsatz der Algebra, m reellwertige
oder komplexwertige Losungen. Komplexwertige Losungen miissen als konjugiert komplexe
Paare auftreten, denn die Polynomkoeffizienten sind reell. Daher muss bei ungeradem m
mindestens eine reelle Losung existieren! Fiir die reellwertigen Gleichgewichtslagen sind
diese komplexwertigen Losungen unphysikalisch und daher irrelevant. Bis zur Ordnung m = 4
sind analytische Losungsformeln fiir die ,, Wurzeln“ des Polynoms vorhanden. N. H. Abel und
E. Galois bewiesen, dass fiir m > 4 KEINE analytische Losungsformeln existieren konnen, so
dass man spétestens dann auf numerische Losungsverfahren angewiesen ist!

Bei m =1 existiert eine reelle Losung, bei m = 2 existieren gemil} der Vieta-Formel entweder
zwei reelle Losungen oder zwei konjugiert komplexe Losungen. Bei m = 3 werden mit der
Cardano—Formel (die urspriinglich auf Scipione del Ferro zuriickgeht) zwei Fille
unterschieden: Eine reelle Losung und zwei konjugiert komplexe Losungen oder drei reelle
Losungen.

Bei m = 4 werden mit der Ferrari-Formel (nicht der Automobilhersteller!) drei Fille
unterschieden: Vier konjugiert komplexe Losungen oder zwei reelle und zwei konjugiert
komplexe Losungen oder vier reelle Losungen.

Schon die Cardano-Formel ist tw. unangenehm auszuwerten und erst recht die Ferrari-
Formel. Deswegen bedient man sich meist schon ab m = 3 der numerischen Methoden mit
iterativen Nullstellensuchverfahren wie dem Intervallhalbierungsverfahren oder der Regula
falsi oder der Fixpunkt-Iteration oder dem Newton-Raphson-Verfahren oder anderer
Methoden.

Wurden die Gleichgewichtslagen bestimmt, so sind folgende Fragen zu beantworten:

Ist das System in der Gleichgewichtslage x* = X bei kleinen Stérungen dieses
Betriebszustands stabil? Wird das System um den kleinen Wert Ax/x* <<'1 aus x* ausgelenkt,
kehrt das System wieder nach x* zuriick (STABILES Verhalten) oder nicht (INSTABILES
Verhalten)? Anhand des Beispiels des magnetischen Grundsystems (Kap. 5, Bsp. 5.1-2) wird
das Auffinden der Gleichgewichtslagen x* = X erldutert. Anders als bei Bsp. 5.1-2 ist die
Feder (Federkonstante k) entspannt bei x = xy. Gemal (5.1-5, -6) sind die dynamischen
Gleichungen

%(L(x)-i)m-i:u, m-k—%x)-iz+k-(x—x0)=m-5c—Fm—FF =0. (6.1-1)
Das Gleichgewicht des nichtlinearen gekoppelten Systems (6.1-1) wird erhalten bei d./dt = 0.

'( %
R-izu:i*:%:%zl, F +Fp =%x)-(i*)2—k-(x*—xo)=0. (6.1-2)

Die Gleichgewichtslage x* des beweglichen Ankers beim Gleichstrom i* =/ tritt im Bereich
Xo > x*> 0 auf. Denn bei x < 0 ist die Magnetkraft Fy, > 0 ist, da dort dL/dx > 0 ist (vgl. Bild
6.1-1). Aber auch die Federkraft Fr > 0 ist positiv und zieht nach rechts.
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So kann kein Kriftegleichgewicht F,, + Fy =0 erreicht werden.

i* : L(x)/L(0)
) r) =L T
1
k )
/ | 1 | I 1 | 1 | » X
a) ch) {??kl b) _|2 _Il 1' é ZSa

Bild 6.1-1: a) Die Gleichgewichtslage x* des magnetischen Grundsystems von Bsp. 5.1-2 tritt (siche Bild) im
Bereich xy > x* > 0 auf (Feder & entspannt bei x = x). b) Vereinfachter Induktivitétsverlauf L(x) von Bild 2.5-4.

Da wegen xy > 0 folglich die Gleichgewichtslage x* = 0 ausgeschlossen ist, verwenden wir
den mathematisch einfacheren, vereinfachten Induktivititsverlauf (2.5-6), der fiir x = 0 nicht
verwendet werden darf (6.1-3), wobei s, die einseitige ,,Stirn“-Feldlinienldange ist (Kap. 2.5).

L(x 1 , L(0)/(2s,
x> 0: A0 L L =AW )2 (6.1-3)
L) 1+x/(2s,) (1+x/(2s,))
()2 *
Fm+FF:O:—Fm:FF:L(O) u )2/2- ! 5= Yo X (6.1-4)
k(25,7 (1+x%/25,)° 250 25,
Mit den Abkiirzungen
X x* s L0):(U/R)’ k-(2:4/2-5,)*
§=2—, o __0, ¥ ="—, "o - LO-G/RY W0 = ( ) (6.1-5)
Sa Sq 2s, 2 2
wird die Gleichgewichtsbedingung (6.1-4) als (6.1-6) iibersichtlicher.
W, 1 1 W,
0. - ==&, w=—mo (6.1-6)
pO (1+§) (1+§ ) WpO
e +&y, P HEF (24 +EF(1-28) tw=E =0, &¥>0 (6.1-7)

5*)
Die algebralsche Gleichung 3. Ordnung (6.1-7) hat drei Losungen (Nullstellen). Welche
dieser drei Nullstellen geben physikalisch relevante Gleichgewichtslagen an?

Beispiel 6.1-1: Fir W¥n9 = Wpo bzw. w = 1 und fiir xo = 2s, bzw. & = 1 wird aus (6.1-7)
wegen (6.1-4) —F, = Fp = (1+&¥) 2 =1-&%, £%>0, die Gleichung &% +£%% g% =
die drei reelle Losungen 51* , §;, 5; hat:

2 *
TR +1={4§:°'618, & =0

27 \\2 & =-1.618

Fiir £* > 0 verbleibt nur die Losung 51* =0.618bzw. x; =0.618-25, =0.618-x5 =x*, so
dass die Bedingung 0<x*=0.618-x, <x, erfiillt ist. Wegen der gedehnten Feder ist die
Federkraft Fr > 0, aber die Magnetkraft F\, <0, so dass statisches Gleichgewicht herrscht!
Fp=—k-(x*=xy)=—(-0.382) - k-xy =0.382-k-x, >0 (Bild 6.1-2). Mit dem Kkorrekten
Verlauf der Selbstinduktivitidt L(x) gemd Kap. 2.5, Bild 2.5-17a, wurde in Bild 2.5-17b
ebenfalls die eine Gleichgewichtslage x* graphisch ermittelt (mit umgekehrtem positivem
Zihlsinn der Krifte). Uber die Anderung der Federvorspannung (Wert xo) und der
Federsteifigkeit (Wert k) wird die Federkraftkennlinie Fg(x) verdndert, so dass gemal3 Bild
6.1-3 auch drei Schnittpunkte von -Fy, und Fr mdglich sind.
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Von den drei Gleichgewichtslagen x* im Bild 6.1-3 sind zwei stabil, eine instabil, wie in Kap.
6.4, 6.5 erlautert wird.

Losung

|Fe Ik 25,) = & — £|

_F Nk-2s,)=—2 _ £>0
m (k- 25,) 1127 &>

Un-

I/
/ physikalische
Losung:
! Knick-L* Stabile Gleichgewichtslage x*
0.382
| | = | )
-1.618
-2 -1 0 0.618 1 2

Bild 6.1-2: Zu Bsp. 6.1-1: Kennlinien der Magnetkraft -F,, (auf Basis des L(x)-Verlaufs aus Bild 6.1-1b) und der
Federkraft Fg, deren Schnittpunkt die Gleichgewichtslage &* = x*/(2s,) ergibt (w =1 und xy = 25, bzw. & = 1).

N NN\ Fo Fnl~ L)

STABILES INSTABILES
Gleichgewicht Gleichgewicht
F¥  STABILES
, Gleichgewicht
/

>

Tk * ¥
0 x3 x) Xy ;Cn\ ¥

Gleichgewicht: — F = Fp

Bild 6.1-3: Zu Bsp. 6.1-1: Bei korrektem L(x)-Verlauf gemaB Bild 2.5-17a mit dL/dx = 0 bei x = 0 konnen je
nach Federkennlinie ein, zwei oder drei Gleichgewichtslagen x* auftreten. Von den drei Gleichgewichtslagen x*
im Bild sind zwei stabil, eine instabil, wie in Kap. 6.4, 6.5 erldutert wird.

6.2 Linearisierung

Wenn gemiall Kap. 6.1 eine Gleichgewichtslage des elektromechanischen Wandlers gefunden
wurde, ist fiir kleine Bewegungen um diese Lage i. A. das System dynamischer Gleichungen
nicht zwingend selbst zu 16sen, sondern nur ihre linearisierte Form. Dies ist so lange zuldssig,
wie die Bewegungsamplituden so klein sind, dass Anderungen der nichtlinearen Krifte (das
sind zumeist die elektromagnetischen Krifte F.,, F.) kaum von ihren linearisierten
Anderungen (= Tangenten an die Kraftkennlinien Fy,(x), Fe(x)) abweichen. So wird z. B. das
nichtlineare gekoppelte Differentialgleichungssystem (6.1-1) in der kleinen Umgebung A4i, Ax
um die Gleichgewichtslagen i*, x* wie folgt linearisiert.
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i(1) = i* + Ai(r), x(1) =x* + Ax(r), |4i/i¥<<]1 und |[Ax/x¥<<1. (6.2-1)
Einsetzen des Ansatzes (6.2-1) in (6.1-1), umgeschrieben als (6.2-2), (6.2-3),
5 (L(x)-i)+R-i=u dL(x) B 6+ L(x)- —+R i) = u(t), (6.2-2)
2 '
m.ﬂ_ﬂ.i(ﬂz +hkex(t)=k-xy, (6.2-3)
de*> 2

fithrt auf die Koeffizienten in der Gleichgewichtslage i*, x*: L'(x*), L(x*), R, m, k . Mit dem
Ansatz der Vorgabegroflen gemil3 (6.2-1), hier u(f) = u* + Au(?),

Zeitableitungen von (6.2-1)

% % ; ;
ax = d(x*+4x) = d + dAx = O+—dAx = dax , ebenso di = @, (6.2-4)
dt dt dt dt dt t dt dt

treten in den multiplikativen Termen von (6.2-2), (6.2-3) Produkte ,,kleiner* GroBen auf, z. B.
Ax(1)- Ai(t), die ,klein“ sind in Bezug auf die GleichgewichtsgroBen, z. B. |Ar/x*<<1!
Solche Produkte kleiner GroBlen sind wegen (6.2-5) vernachldssigbar klein (vgl. Bsp. 6.2-1).

okl (1 ij (1 ﬁj e A A A ALy A A

<<1, und den

(6.2-5)

x*q* x* i* x* i* o ox* g* x* [*

Beispiel 6.2-1: Ax/x*=0.1, 4i/i*=0.1:
Der exakte Wert fiir das Produkt x(¢)-i(¢), bezogen auf x*.i*, ergibt bei Beriicksichtigung

der kleinen GroBen Ax, Ai: (1—1—%} (1+ﬂj (1+O.1)-(1+O.1)=1.12:1.21. Bei
i

X

—=1+0.1+0.1=1.20,

Vernachldssigung von Ax(¢)- 4i(¢) folgt (1+%).(1 ﬂ j 1+ Ax Ai
X

i* x* i*
so dass mit 1.21 = 1.2 Produkte kleiner GroBen vernachldssigt werden diirfen. In diesem Sinn

Ax Ai Ax Al dAx/dt Al Ax dAil dt
gilt mit — <<1, —<<1:—-—<<1, <l,—- <<1.
x* i* x* i* x* z* x* i*

Dabei muss allerdings zwischen ,,schwach* nichtlinearen und ,,wesentlich® nichtlinearen
Termen unterschieden werden, um festzulegen, bis zu welchem Wert Ax/x* eine
Linearisierung zuléssig ist.

2 2
Beispiel 6.2-2: ,,Schwache® Nichtlinearitdt N: N = [1+ﬁ) =1+ 24x (ﬁ) . Der dazu
x* x* o xk
A\ 24
linearisierte Ausdruck L ist (1+—*j ~ 1+——L Wie grof3 darf Ax/x* sein, damit die
X x*

Abweichung zwischen N und L den Wert 10% nicht iiberschreitet (N /L =1.1)?
Antwort: Wegen % =-0.23(N =0.59, L =0.54) bzw. % =0.43 (N =2.05L=1.86) darf
X X
|Ax/ X *| bei WechselgroBBen Ax den Wert 23 % nicht iiberschreiten: |Ax/ X *| <<0.23.
Ax

5
Beispiel 6.2-3: ,,Wesentliche* Nichtlinearitit N: N = (1+—*j .
X

Der dazu linearisierte Ausdruck L ist L =1+ % wegen
X
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2 3 4 5
N=1+5-§+10-[%J +10-[ﬁJ +5-[£J +[§j z1+5-%.

x* X x* x* x* X
Wie grof3 darf Ax/x* sein, damit die Abweichung zwischen N und L den Wert 10% nicht
iiberschreitet (N/L =1.1)?

Antwort: Wegen ﬂ* =-0.08 (N =0.66, L = 0.60) bzw. % =0.125 (N =1.80, L =1.625)
X X

darf |Ax/ X *| bei Wechselgroflen Ax den Wert 8 % nicht iiberschreiten: |Ax/ X *| << 0.08.

Fiir eine Abweichung N von L von max. 10 % ist die zuldssige Auslenkung aus dem
Gleichgewichtspunkt x* im Bsp. 6.2-2 mit 23 % relativ grof3, in Bsp. 6.2-3 aber mit 8 %
deutlich kleiner!

Mit diesen Uberlegungen wird die elektrische Gleichung (6.2-2) mit (6.2-6, -7) linearisiert.

2

dL(x) dx (1) ~ (_ dg -Ax)-dﬁ-(i*+Ai)zd—L dAx i

dx e dx® dt dx | dt (6.2-6)

LAY L'(x*)
dt
A A
(L(x*)+ L'(x*)- Ax)- d—tl ~ L(x*)- d—t’ (6.2-7)
, dAx dAi . .
(6.2-2)= L (X*)'W'l *+L(x*)-7+R C(*+A) ru*+Au . (6.2-8)
Nach dem Kiirzen der Gleichgewichtsbedingung R -i* =u* verbleibt
dAx dAi

L'(x*)—— i *+L(x*) —+R-Ai = Au. . 6.2-9

(x*)- 7 (x*)- 7 (6.2-9)

In gleicher Weise wird die mechanische Gleichung (6.2-3) mit (6.2-10) linearisiert.
L'(x)-i(t)* = (L'(x*)+ L"(x*)- Ax) - (i*+4i)* =
%/_/

2 42i% Ai+(Ai)? (6.2-10)
~ L'(x*)- (%)% + L'(x*)- 20 *-Ai + L"(x*) - Ax - i ¥
sk sk ' sk
(62-3)= m -‘ZQI—A"—L")H)2 L(Z" ) 2% i (2" ) Axt k- (x50 ~kexy . (62-11)
l

(%
Nach dem Kiirzen der Gleichgewichtsbedingung _%x) . (i*)2 +k-x* =k -x, verbleibt

d? Ax L'(x*)
m

dt? 2
Mit (6.2-9), (6.2-12) haben wir ein linearisiertes, gekoppeltes Differentialgleichungssystem
erhalten, dass in der Umgebung 4i, Ax um *, x* giiltig ist. Auf Grund der Linearisierungen
(6.2-6), (6.2-7), (6.2-10) ist mit der Abschitzungsmethodik gemifl Bsp. 6.2-2, 6.2-3
Ax/x*=0.1, Ai/i*=0.1 zuldssig.

"o sk
—L (2x )'(i*)z Mx+k-Ax=0. (6.2-12)

Beispiel 6.2-4: Linearisierte Differentialgleichungen des magnetischen Grundsystems Kap.
5.1 (Bild 6.1-1a).

Wegen der n = 2 Freiheitsgrade treten zwei verallgemeinerte Koordinaten ¢; =0, g, = x auf.
Das linearisierte Diff.-gleichungssystem (6.2-9), (6.2-12) ist giiltig in der Umgebung A4Q, Ax
um QO*, x*: ¢, =0*+40, q, =x*+Ac. Mit i =dQ/dt folgen aus (6.2-9), (6.2-12) n = 2
gekoppelte Diff.-gleichungen 2. Ordnung (6.2-13), (6.2-14) mit dem Kopplungsterm (6.2-
15), der bei Matrixschreibweise in der Nebendiagonale der Matrix (D) (6.2-16) steht.
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2
L) LAQ | R BAQ L pioey i+ T gy (6.2-13)
dt* dt dt
d*Ax L"(x*)-i*? .. dAO
m- (k-2 ) A — L (x%)-i* —= ~ 0, 6.2-14
yeadl ) ()i (6.2-14)
d... d..
Kopplungsterm L'(x*)-i*-— =K, -— , 6.2-15
pplung (x%)-i g Ko ( )
L(x*) 0) (40 . R L'(x)-i*) (40 . 0 L”(g*)-i*z (40 _((4u()
0 m)\av) \—L'(-ix 0 ¢ ) |0 k=== 0 (6.2-16)
(1) g (D) g ) q AF (1)

Weiter erscheint in (6.2-14) in der linearisierten Magnetkraft fiir die Abhingigkeit von Ax in
Analogie zur mechanischen Federkonstante k = dFy/dx die magnetische Federkonstante
km (6.2-17).

_%:i(ﬂ(x)-iz}: L"(x)-i

(6.2-17)

™ gy dx 2 2

Die Veridnderung der mechanischen Federwirkung in Bild 6.1-1a durch die Magnetkraft wird
durch (6.2-17) in (6.2-14, -18) beschrieben. Die resultierende Federkonstante 4. ist grof3er,

gleich oder kleiner als k. Fallweise wird mit ¢, = -ky eine ,negative magnetische
Federkonstante* eingefiihrt.
”n sk . . *2
k—%:k—f—m —k—ky =k+cy = kyeg <k oder > k (6.2-18)
X P

Fiir die n = 2 linearen Diff.-gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten (6.2-
13), (6.2-14) von Bsp. 6.2-4 in der Matrixschreibweise (6.2-16) sind die Koeffizienten nur im
betrachteten Gleichgewichtspunkt (x*, i*) bzw. (x*, Q%) giiltig. Die (n x n ) = (2 x 2)-
Triagheitsmatrix (7) ist stets symmetrisch zur Hauptdiagonalen (7j; = Ty)! Die Losung des
Koordinatenvektors ¢ =(q, ¢,) = (40, Ax), die Dimpfungsmatrix (D), die Steifigkeits-

matrix (K) und der vorzugebende Stérvektor AF = (F, F5) =(4u, 0) als Kraftvektor der
rechten Seite erlauben eine iibersichtliche numerische Berechnung mit dem Matrizenkalkiil
des ,,Zustandsraums®.

Es lédsst sich allgemein sagen: Bei n verallgemeinerten unabhédngigen Koordinaten Q, x
entsteht bei der Linearisierung der nichtlinearen Systemgleichungen des elektromechanischen
Wandlers stets ein System von n Diff.-gleichungen zweiter Ordnung mit konstanten (oder
zeitabhingigen) Koeffizienten. Diese Koeffizienten sind nur im  betrachteten
Gleichgewichtspunkt O*, x* giiltig. Der Giiltigkeitsbereich fiir 40, Ax der linearisierten
Gleichungen ist im Einzelfall abzuschitzen. Manchmal sind Systeme ,,wesentlich
nichtlinear, so dass durch die Linearisierung dermafen vereinfacht wird, dass die
linearisierten Diff.-gleichungen keine physikalisch sinnvolle Losung mehr zulassen. Die n
Diff.-gleichungen zweiter Ordnung lassen sich analog zu (6.2-16) mit dem Koordinatenvektor
(91, ..., gn) als Matrixgleichung {ibersichtlich schreiben, wobei die konstanten oder
zeitabhingigen Koeffizienten in den drei (n x n)-Koeffizientenmatrizen stehen.

(T'(¢)): Tragheitsmatrix , (D(¢)): Ddmpfungsmatrix , (K(¢)): Steifigkeitsmatrix. Haufig sind
die Koeffizienten dieser Matrizen zeitlich konstant (6.2-19): (T), (D), (K). Nur der i. A.
zeitabhiingige Storvektor AF (¢) gibt dann das stationiire Zeitverhalten fiir ¢ — oo vor.

(T)-AG +(D)- AG +(K)- AG = AF (¢) (6.2-19)
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6.3 Kleinsignalverhalten

Elektromechanische Systeme arbeiten hdufig im stationédren (= eingeschwungenen) Betrieb in
der Umgebung einer stabilen Gleichgewichtslage g*, um die der Wandler z. B. mit einer
bestimmten Anregefrequenz f mit begrenzter Amplitude, z. B. 4g / ¢* <<l schwingt. Wie
lautet der Frequenzgang dieses Systems als das Verhiltnis einer interessierenden
a) Ausgangssignal-Amplitude zu einer Anrege-(Eingangs)-Signalamplitude
(Amplitudengang) oder
b) die zugehorige Phasenverschiebung des Ausgangs- zum Eingangssignal (Phasengang)?
Wie reagiert das System bei Stérungen moglicher stationédrer Betriebszustdnde?
Die Methode der Storungsrechnung erlaubt Aussagen in begrenztem Rahmen, d. h. fiir
Storungen mit kleiner Amplitude, da die nur begrenzt um die Gleichgewichtslage giiltigen
linearisierten Systemgleichungen verwendet werden. Fiir dynamische (Wandler-)Systeme mit
konstanten Koeffizienten steht eine Reihe von Methoden zur Untersuchung des Systems im
Zeit- und Frequenzbereich zur Verfiigung. Im Zeitbereich (z. B. fiir Einschaltvorgidnge) wird
entweder ein direkter LoOsungsansatz fiir (6.2-19), bestechend aus Homogen- und
Partikuldrlosung, verwendet oder die (einseitige) Laplace-Transformation.  Fiir
Untersuchungen von Dauerschwingungen wird im Frequenzbereich gearbeitet, so dass die
komplexe Rechnung zur Bestimmung von Amplituden- und Phasengang angewandt wird.
Hier beschrianken wir uns auf den haufigen Sonderfall des Differentialgleichungssystems mit
konstanten Koeffizienten (6.2-19). Alternativ zur Matrizenrechnung kénnen auch n — 1
Koordinaten A4gs, ..., 4g, in (6.2-19) eliminiert werden. Wir erhalten dann EINE lineare
Differentialgleichung der Ordnung m = 2n fir die Unbekannte Ag,. Wird statt einer
Koordinate AQ deren Ableitung Ai = dAQ/dt verwendet, so erhalten wir EINE lineare
Differentialgleichung der Ordnung m = 2n — 1 fiir die Unbekannte Aqg;.

Beispiel 6.3-1: Linearisierte Differentialgleichungen (6.2-9), (6.2-12) des magnetischen
Grundsystems Kap. 5.1 (siche Bsp. 6.2-4).

L'(x*)-i*-dﬁ+L(x*)-@+R-Ai =Au, m-
dt dt

d* Ax
dr?

— L (x*)i* itk Ax =0

res

Mit n = 2 Freiheitsgraden wird bei Elimination einer der beiden Unbekannten Ax oder AQ
eine Diff.-gleichung m = 2n = 2.2 = 4. Ordnung Ax bzw. AQ erhalten. Wird 4i = dAQ/dt

eingefiihrt, ergibt sich eine Diff.-gleichung m = 2n — 1 = 2:2 -1 = 3. Ordnung fiir Ax bzw. A4i .
Wird Ai eliminiert (bitte selbst zur Ubung nachvollziehen!), so folgt mit K, = L'(x*)-i *

2
Jir R Aié+(kres+ Ky JAX_,_EL e Koo 4 (6.3-1)

L(x*) . m  m-L(x*) m  L(x*) e L(x*) '
Wird Ax eliminiert (bitte selbst zur Ubung nachvollziehen!), so folgt mit K = L'(x*)-i *
2 ..
i ey Ko e R A K g (6.3-2)
L(x*) m  m-L(x¥) m  L(x¥*) L(x*) m-L(x*)

Der Differentialoperator (6.3-3) in (6.3-1, -2) ist sowohl fiir Ax als auch 4i derselbe, denn er
beschreibt das resultierende dynamische (= ,,transiente*) Verhalten des Wandlersystems.

SO, RO (e, KG | dO ke R
d’  L(x*) dr* m  m-L(x*)| dt m L(x*)
Es treten somit ,,gewdhnliche® lineare Diff.-gleichung m-ter Ordnung vom Typ (6.3-4) mit

der Zeitableitung und mit konstanten reellen Koeffizienten by, bu.1, ..., by, by mit dem
Differentialoperator (6.3-5) auf.

Ai +

() (6.3-3)
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d" y(1) "y o)

b, -———=+b, - vt by +b t t (6.3-4)
g = 2 D y(t) = g(1)

d" () "0,
b,, - +b,,_;- ot +b (1) (6.3-5)

de™ U bl
Im Beispiel von (6.3-1) ist m = 3, y(t) =x(¢) und

) 1Ok . )2 ) kY 7R
by=m, by = m-R , by :kres+M’ by :kres_R’ g(t):M-Au(t).
L(x*) L(x*) L(x*) L(x*)

Auf Grund der ,,Linearitit™ von (6.3-4) gilt: Sind y,(¢) und y,(¢) zwei Losungen von (6.3-4),
dann ist auch jede Linearkombination k; - y|(¢)+k, - y,(¢) eine Losung! Wegen der Ordnung

m existieren m voneinander linear UNABHANGIGE Lésungen y;(£), 5 (), ..., Yyt (), ¥, (£)
zu (6.3-4). Es sind m Anfangsbedingungen y(0), y'(0),..., y(m_l)(O) notig, um die m

Koeffizienten %, i = 1, ..., m, der Linearkombinationen der linear unabhingigen
Losungsfunktionen yi(¢) der homogenen Losung yn(¢) (6.3-6) zu bestimmen.
W@ =k - (@O +ky- yo(O)+ .t kg Vi1 (O + Ky - 3, (1) (6.3-6)

Diese homogene Losung yy(?) (6.3-6) lost die ,,homogene* Differentialgleichung (6.3-7), bei
der die ,,rechte Seite* von (6.3-4) Null ist und héngt von k;, i =1, ..., m, ab.

d" yy (1) d" "y () dy, (1)
b, — T yp D b by () =0 6.3-7

m di" m—1" di" 1 1 dt 0 yh() ( )

Die partikuldre Losung yy(f) 16st die ,,partikuldre” Differentialgleichung (6.3-8), bei der die
,rechte Seite* die Funktion g(¢) ist, und héngt von g(¢) ab.

d"™y (t d" 1y (t dy, (t
me()-i_bm—l—ypl()_'- bl yp()

dr" dr"” d
Die resultierende Losung y(f) = yn(?) + yp(?) enthilt die noch unbekannten Koeftizienten k;, i =

+by-yp(1)=g(t)#0 (6.3-8)

1, ..., m, die tiber die m Gleichungen der m Anfangsbedingungen y(0), y'(0),..., y(m_l)(O)
berechnet werden. Die Losungsfunktionen yj(f) der homogenen Losung (6.3-6) sind m
Exponentialfunktionen y;(¢) = &; .M wenn A # A; fiir i # j. Uber das Einsetzen der i-ten

Losungsfunktion y;(f) in die homogene Differentialgleichung (6.3-7) werden die A; aus dem
sich ergebenden ,,charakteristischen Polynom* p(4) = 0 berechnet.

m m—1
b E e e Sy 0=k ) =0 (639)
Das ,,charakteristisches* Polynom p(A4) MUSS Null sein fiir das betreffende 4; = 4 gemil3
p(A)=b, A" +b, A"+ +b - A+by =0, (6.3-10)
was eine algebraische Gleichung zu Bestimmung der m ,,Eigenwerte“ A, i = 1, ..., m, ist.

Wenn alle m Nullstellen 4; von p(4) = 0 reell und verschieden sind 4, # 4, #...# 4,,, dann
sind die m linear unabhingigen Losungen

n@O)=ki-eM, y(t)=ky-e®, L () =k MLy, () =k, e (6.3-11)
Wenn £/2 Nullstellen (k <m) konjugiert komplex sind 4, =a; = j- B,/ =1,...,k/2, dann sind

ajt

wegen Al = -(cos(ft) £ j-sin(ft)) die m linear unabhdngigen Losungen (6.3-12).

Y1(8) = ky -1 -cos(Bit), yo (1) = ky - €™ -sin(Byr), ..., (6.3-12a)
s Vit () = kg -2 cOS(By 1), vy (1) = Ky - K2 sin( By 5 1), (6.3-12b)
Vi) = kg - Ly (0) = ke (6.3-12¢)
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Wenn eine Nullstelle, z. B. Ay, k-fach auftritt gemdB p(A) = (/1—/10)k -q(4), dann ist g(A4)
ein Polynom der Ordnung m-k. Die zugehdrigen Losungsfunktionen sind dann (6.3-13).

(O =k y, () =ky 1™, Ly () =k £, (6.3-13a)
Vit (O) = kg -y (0) = ke (6.3-13b)
Die Eigenwerte 4.y, ...,4,, sind die m-k reellen Losungen des o. g. Polynoms ¢(A).

Wenn eine komplexe Nullstelle, z. B. A, =a+j- By, k/2-fach auftritt, dann tritt auch ihr
konjugiert komplexer Wert ZS =ay— j- P ebenso k/2-fach auf.

p(A)=(1 —/_10)]‘/2 (4 —iz)k/z -q(A) . Es ergeben sich folgende Losungsfunktionen (6.3-14).

Y1(t) = ky-€¥0" -cos(Byt), v () = ky -0 -sin(Byt), (6.3-14a)
Y3(t) = ky -t -0 cos(Byt), y4(t) = ky -t -0 -sin(Syt), ..., (6.3-14b)
k k
A | —1
Vea() =k 12 € cos(Byt), y () = k12 €0 sin(fyn), (6:3-140)
V(O =kp, ey () =k, ™" (6.3-14d)

Die Eigenwerte 4., ...,4,, sind die m-k reellen Losungen des o. g. Polynoms ¢(A).

Beispiel 6.3-2: Ausgleichsvorgang eines Wandlers mit einem Freiheitsgrad n = 1, berechnet
mit der homogenen Losung yu(f): Die homogene Differentialgleichung 2. Ordnung des
Wandlers lautet mit (6.2-19) T-y+D-y+K-y=0 und das zugehorige charakteristische

Polynom p(A)=T- 2 +D-A+K . Die Berechnung der Eigenwerte erfolgt aus p(4) =0. Mit

2 2
dem Wurzelsatz von Vieta folgt 4, :—£+ (Dj —E, Bei (2) _gzo tritt der

or \\or) T 2T
aperiodische Grenzfall (siche Kap. 4.4, Bsp. 4.4-4) auf, den wir nun betrachten. Es tritt eine

Doppelnullstelle 4 =4, :—%:/1 auf, so dass die beiden linear unabhingigen

Losungsfunktionen gemih (6.3-13) lauten: y,(r) =k -e*", y5(t) = ky-t-¢**. Dies fiihrt auf
die homogene Losung y,(¢)=ky-y(t)+ky-y(8) = et -(kl +ky -t) z. B. mit den
Anfangsbedingungen y(0) = y,, 7(0) =v,, mit denen k;, k, berechnet werden.

(0 ="k =ky =y,

@) =AM (ly+hy 1)+ e* hy, 3 (0)=A-e* 0k 4?0 ky = 2y +hy = vy

Losung: y, (1) = ky - (1) +ky -y (1) = €™ (vo+ (o= 2-y9)-1).

Wir haben folgende Fallunterscheidung:

a) A>0: y, (¢) wichst unbeschrinkt wegen ¢*" und ¢. Dies ist eine INSTABILE Ldsung.

b) A <0: y,(¢) klingt wegen ¢** auf Null ab, was eine asymptotisch STABILE Ldsung ist.
c)A=0wegen K =D =0: T-j=0: System mit konstanter Geschwindigkeit.

Mogliche Fille:

1) yo=0oderyo#0, vo#0: y,(t) = yy + vy -t : Instabiles Verhalten (Bild 6.3-1)!

i) vo = 0: yy,(¢#) = yo: Keine Riickkehr nach Null, sondern Verbleib in der ,,Ndhe*: Stabiles,
aber nicht asymptotisch stabiles Verhalten (siche Kap. 6.4)!
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Yh

Vo>0: yo+vy-t
Yo
0 > !

Bild 6.3-1: Eigenwert A = 0: Unbeschrinktes lineares Wachsen der Losung bei y, > 0 und v, > 0.

Das nxn-Differentialgleichungssystem (6.2-19) hat ,,zwei* als hochste Ableitungsordnung je
Gleichung. Diese konnen so umgeformt werden, dass als hochste Ableitungsordnung je
Gleichung ,,eins* auftritt. Dafiir verdoppelt sich die Anzahl der Differentialgleichungen auf
ein 2nx2n-Differentialgleichungssystem in der ,,Zustandsraum®-Darstellung, das mit Hilfe der
Matrizenrechnung geldst werden kann.

Beispiel 6.3-3: Differentialgleichungssystem eines Wandlers mit einem Freiheitsgrad n = 1,
dessen homogene dynamische Gleichung (6.3-15) ist: Sie wird in zwei getrennte, gekoppelte
Differentialgleichungen 1. Ordnung mit den beiden Variablen y;(¢), y»(f) anstelle der
urspriinglichen Variablen Ag(¢) (sie ist meist identisch mit y; oder y,) umgewandelt (6.3-16).

T-A4G+D-Ag+K-Ag=0 (6.3-15)

@) =ay -y @) +ap -y, () - (J"l(f)j:(an alz)(yl(t)} bzw (6.3-16)

V(@) =ay; -y (0)+ax -y, (0) (1)) \ax ax ) \»(0) '

aon - : (ann an o (@)

y(O)=(4)-y@) mit = (4)= und y(¢) = - (6.3-17)
ay; Ay »2(2)

Durch Differenzieren stellen wir den Bezug zwischen (6.3-15) und (6.3-16) her, indem wir z.
B. y, eliminieren, was auf (6.3-18) fiihrt.

Vi =apytapy, =apy +ay (v +aypy) = apy +apay - Yy +ap -ay - (y—ay v/ ap
Mit T =1, D = —ay; —ayy, K = aj1a,; — ajpa,; folgt die homogene Differentialgleichung

L(y)) =y — (a1 +axn) -y +(ayay —apax) -y =T-y+D-y+ K-y =0. (6.3-18)
Derselbe Differentialoperator L (6.3-19) wird erhalten, indem wir y; eliminieren, da damit ja
stets das dynamische Verhaltend desselben Wandlers beschrieben wird.

L(yy) =3y — (a1 +ay)- ya +(ay1ay; —appas;) -y, =0. (6.3-19)
Die Berechnung der Eigenwerte 4,, 4, gemil (6.3-10)

2 D DY K
A)=A"- + A+ - =024, =——=%,| —| —— 6.3-20
p(A)=4"—(ay +ay) A+ (a4 —a1ydy) Ai2="0r (ZTJ T ( )
T=1 D K
fiihrt auf die zwei linear unabhédngigen Losungen (vgl. (6.3-11))
M@0 =Cy- e+, (1) = Cyy et +Cpy e (6.3-21)

Mit Cy; =K;-Cy; und Cy, = K, - C, folgt die Losungsdarstellung (6.3-22) als Vektor gemil3
(6.3-17).

- N 1 At 1 Aot
y(f)=( J=C11‘( j‘el +C12‘( j-ez : (6.3-22)
) K, K,

Die Berechnung von K, K, erfolgt mit (6.3-12):
y2 = —ay -y an = (40 e + 2,Cp-e2" —ay Gy - e —ay Cpy - ay

A —a A, —a
_4179 Ayt 22 491 Ayt _ Ayt Ayt
Vo = -Cll-e + -C12~e —KI-C“-e +K2'C12'€ H
a1 v — —
— — C21 C22
Ky Ky
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K= —ay)/ay, Ky =(Ay—a))/ap,.

Der alternative Losungsweg iiber die Matrizenrechnung flir das Beispiel m = 2n = 2 beginnt
bei (6.3-17) mit Verwendung der Einheitsmatrix (£) und der Darstellung (6.3-23).

1 0 . ) . -
(E)=(O J = Y(1) = (E)- Y1) = (4)- y(O) = ~(E)- (1) +(4)- (1) =0 (6.3-23)

Einsetzen des Losungsansatzes (6.3-24) fiir die 2n = 2 Losungsvektoren in (6.3-23) ergibt
Gleichung (6.3-25).

Ca v = au .
y,.(t)z(cl)e“=cl.-e*zf,z=1,2 (6.3-24)
i

—(E)-C;-A;-e%" +(4)-C; -2 =0 = {=(E)- 4, +(4)}-C,; =0 (6.3-25)

Diese Nullbedingung ist nur erfiillt, wenn entweder C‘i =0 1ist (als physikalisch sinnlose

ol

Losung) oder wenn die Determinante des Gleichungssystems det{(E)-&l- —(A)}: 0 ist. Dies
ist die ,,Eigenwertgleichung® zur Bestimmung der Eigenwerte 4,, 4, (6.3-20).

det{_(E)'ii+(A)}=det{—(l 0).&.4_(“11 a12J}:
0 1 ay, ay

Mit der Regel von Sarrus wird die Determinante berechnet:

=0

aj; —4; app ‘

a,;  ap-—4;

ai-A  a

a1 an—4;
Diese Bestimmungsgleichung fiir A; ist identisch mit (6.3-20):
2
P(A;) =det{=(E)- 4; + (A)f= 27 —(ay, + az)- Ay +ay1ayy — a3, =0=> A1, 4.
Die beiden linear UNabhdngigen Losungen von (6.3-16) sind die beiden Eigenvektoren

él, 62 (6.3-26) der Konstanten zu den beiden Losungsfunktionen eil't, ¢®2" 7u den beiden
Eigenwerte 4;, A,!

G =(C“), Cy {CZIJ (6.3-26)
CIZ CZZ

Die Eigenwertgleichung zum Eigenwert 4, (6.3-27) bestimmt 5‘1.
=~ ~ C a a C a;1Cyq +ap,C
(E)_Cl_ilz(A)_Cl:(Cllj_ilz( 11 12)_( 11]2( nti tap lszzw. (6.3-27)

12 ay; ax ) \Cp ap Gy +anC
A1 —ay
(41 —a;) - C—apCp =0 = Cp= ; G =Kp-Gyy (6.3-28a)
12
a
—ay G+ (4 —ay)-Cr=0 = Clz=/1 2; 1 =K,-Cyy (6.3-28b)
A —ap

Da beide Gleichungen (6.3-28a) und (6.3-28b) voneinander linear abhéngig sind, ist nur eine
der beiden Konstanten in Abhdngigkeit der anderen bestimmbar, wobei in Ubereinstimmung
mit (6.3-22) K, als Proportionalititskonstante auftritt.

A —a = C 1
K, = 4174 a4y = C = 1 _ Cip- ) (6.3-29)
ap  A—ap Cia Ky

In gleicher Weise bestimmt die Eigenwertgleichung zum Eigenwert A, (6.3-27) 62 gemal
(6.3-30) mit K.
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Damit wird der Losungsvektor von (6.3-16) als (6.3-31) in Ubereinstimmung mit (6.3-22)
erhalten.

A, —a - C
K2:—2 11 __ 4 = G, :( 21} Cyy =K, -Cyy, (6.3-30)
a; Ay —ayy Cy
C . [(C . 1 1
;(;):( llj.eﬂlu( ZIJ-eﬁzf:(le:cn.( J-eﬂlwcﬂ-( j-eiz’. (6.3-31)
Cpp Cy ) K, K,

Aus Bsp. 6.3-2 und 6.3-3 folgt verallgemeinernd:
Die Linearisierung der nichtlinearen dynamischen Differentialgleichungen zur Untersuchung
der Stabilitdt eines Gleichgewichtszustands bzw. stationdren Betriebspunkts yp fiihrt bei

zeitlich konstanten Koeffizienten auf ein homogenes System (= ,,rechte Seite* g(¢) = 0) von m
linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten a;;.

m
j=1
Dabei ist (4) eine m x m—Matrix mit konstanten Elementen a; und den Indizes i =1,...,m,

m
j =1,...,m.Der Losungsansatz y(t) = ZCZ- kit C; =(Cy,...,Cy,) liefert fiir C; %" dann
i=1
m lineare, homogene, algebraische Gleichungssysteme (6.3-33) (Eigenwertgleichungen) zur
Bestimmung der (Eigen-)Vektoren él- .

A;-(E)-C;—(A4)-C; =0, i=1,.,m (6.3-33)
In (6.3-33) ist (E) die m x m—Einheitsmatrix, so dass (E)-C; = C; gilt, und 0= (0,...,0) der
Nullvektor. Es gibt nur dann Ldsungen él- #0 in (6.3-33), wenn zumindest zwei

Gleichungszeilen im Gleichungssystem voneinander linear abhingig sind, wenn also die
Koeffizientendeterminante Det des Gleichungssystems Null ist (6.3-34).

(4;-(E)—(A4))-C; =(B)-C; = 0= C; # 0 < det{(B)} = 0, somit

Det =det{l, -(E)—(4)}=0=p(4,), i=1,..m (6.3-34)
Die Gleichung (6.3-34) ist eine algebraische Gleichung m-ten Grades mit den konstanten
Koeffizienten b;, i = 1, ..., m, stellt das charakteristische Polynom (6.3-10) des

Differentialoperators L des dynamischen Systems dar und dient zur Berechnung der m
»Eigenwerte” A;. Diese Gleichung (6.3-10) bestimmt die m moglichen Werte von A als A; mit
i =1, ..., m. Zu jedem Eigenwert A, gehort gemil (6.3-33) ein Satz von Zahlen
éi = (G5 Ci ) = Cy - (A, Ky K ) als ,Eigenvektor® éi zum i-ten ,,Eigenwert” 4;, die
bis auf einen gemeinsamen konstanten Faktor C;; bestimmt sind. Die allgemeine Losung von
(6.3-32) ist daher F(t)=C;-e +..+C, -e*". Numerisch wird dieses Differential-
gleichungssystem (6.3-32) aus m Gleichungen 1. Ordnung mit dem Runge-Kutta-Verfahren
vorteilhaft gelost.

Somit kann die Losung eines linearen Differentialgleichungssystems mit m Gleichungen
1. Ordnung entweder

a) durch Riickfilhrung auf EINE Diff.-gleichung m-ter hoherer Ordnung fiir eine der m-1

unbekannten Funktionen y,(¢) erfolgen oder

b) iiber die Eigenwertgleichung der m x m-Systemmatrix (4) als Linearkombination aller m

linear unabhingigen Eigenvektoren éi i
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6.4 Stabilitat

Wird ein System aus einer Gleichgewichtslage xo um Ax ausgelenkt und kehrt von selbst
wieder zu x, zuriick, ist es in xo asymptotisch stabil! Bleibt es nach der Auslenkung innerhalb
eines begrenzten Bereichs xo  x;, ist es in xo zwar stabil, aber nicht asymptotisch stabil.
Entfernt es sich nach der Auslenkung weiter weg von xo (monoton oder schwingend), ist es in
Xo instabil (,,labiles Gleichgewicht*). In Bild 6.4-1 (3) ist das indifferente Gleichgewicht al
grenzstabiler Fall zwischen stabilem und instabilem Gleichgewicht dargestellt. Damit dieser
Fall gemédll xo + x. stabil ist, sind nur Auslenkungen Ax aus x,, aber keine Auslenkungs-
geschwindigkeiten Av fiir die Stabilitdtsuntersuchung zugelassen (vgl. Bsp. 6.3-2, Bild 6.3-1)!

AX g Ax ; ) :
W, W, = W,
Av  Ax E ﬁg:f_’i
02 5 :
1| N L : Y ‘I N

k[, -'Cln Xy
1: Asymptotisch stabil 2: Instabil 3: Stabil:
HIndifferentes™ Gleichgewicht

Bild 6.4-1: (1) Asymptotisch stabiles, (2) instabiles und (3) indifferentes Gleichgewicht bei x, am Beispiel einer
Kugel im Schwerefeld mit der potentiellen Energie W, (Quelle: Wikipedia.de) (vgl. Bild 4.3-1)

Bei nichtlinearen (Wandler-)Systemen kann am linearisierten System die Stabilitéts-
untersuchung fiir ,,kleine Auslenkungen | Ax/xol <<'1 durchgefiihrt werden (,,Kleinsignal-
theorie). Bei groferen Auslenkungen (,,GroB3signaltheorie) muss die Stabilitétsuntersuchung
auch nichtlineare Terme beriicksichtigen, z. B. bei der Lyapunov-Theorie der
Stabilitdtsuntersuchung. Bei linearen Systemen sind natiirlich beliebig groe Auslenkungen
Ax bei der Stabilitdtsuntersuchung moglich. Bei diesen und bei den linearisierten Systemen
erfolgt die Stabilitdtsuntersuchung anhand der Ld&sungen der zugehdrigen linearen
dynamischen Gleichungen, die im Folgenden fiir lineare Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten besprochen werden. Lineare Differentialgleichungen mit zeitlich
abhiingigen Koeffizienten (z. B. Mathieu'sche Gleichung) sind schwieriger zu behandeln.
Periodisch schwankende Koeffizienten treten z. B. bei parametrischen Verstiarkern auf, die zu
aufklingenden Losungen (Selbsterregung) fithren konnen wie bei der Kinderschaukel, wo zur
Schaukelschwingung die Schwingung der Beine der schaukelnden Person mit doppelter
Schaukelfrequenz eine Vergroferung der Schaukelschwingungsamplitude bewirkt.

Die homogene Losung yu(f) einer linearen Differentialgleichung mit Kkonstanten
Koeffizienten beschreibt den transienten (= fliichtigen) Ausgleichsvorgang als Systemantwort
auf eine Storung (Anregung) in einem bestimmten Betriebspunkt, dem Gleichgewichtspunkt
(,,Arbeitspunkt®). Die partikuldre Losung y(?) einer linearen Differentialgleichung beschreibt
das stationdre (= dauernde) Betriebsverhalten des Systems aufgrund einer ,,Anregung* (z. B.
einer Storung oder gewollten Verdnderung des Arbeitspunkts. Wenn die GroBie yn(f) mit der
Zeit abklingt und verschwindet, ist das System im betreffenden Arbeitspunkt asymptotisch
STABIL. Es miissen dazu gemél Kap. 6.3 die reellen Eigenwerte A; bzw. die Realteile o der
komplexen Eigenwerte A simtlich negativ sein, damit y,(¢) abklingt. Wir betrachten Wandler
mit n = 1 Freiheitsgrad. Fiir n > 1 bedeutet dies, dass die anderen Freiheitsgrade dabei
festgehalten werden.

Beispiel 6.4-1: Wandler mit n = 1 Freiheitsgrad: Losung (6.4-2) der homogenen Differential-
gleichung (6.4-1) mit den beiden Eigenwerten A, A, entsprechend (6.4-3), (6.4-4).
T-y+D-y+K-y=0, (6.4-1)
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A A
N =k-e, yy(0) =k, y(t)=y(6)+ y (D) (6.4-2)
pA)=T-Z+D-A+K=0=(1-A4) (A-1) (6.4-3)
2 2
ilzz_ﬂi 2 —52 Falls 2 >£>O:}i1:/11’42:/12 reell! (64-4)
’ 2T 2T T 2T T
Fir K > 0, D/T > 0 ist das System im betrachteten Arbeitspunkt stabil, denn wegen der dann

negativen reellen Eigenwerte 4;, 4, klingen die Losungen y;(¢) =k -e’il't, Vo) =k, et

mit den Zeitkonstanten 7; =-1/4;, T, = -1/ 4, exponentiell ab (Bild 6.4-2 fiir y;).

an@) =k -eM =k e'h

k/e\

0 > 1

T,=-1/4, =

A

Bild 6.4-2: Abklingen der homogenen Losung y; mit der Anfangsbedingung y,(0) = £;.

Gemil Kap. 6.1 ist die Losung p(A)=0 ab dem Grad 3 analytisch aufwindig und ab dem
Grad 5 nur noch ndherungsweise numerisch moglich. Deshalb hat Adolf Hurwitz 1895 ein
Kriterium angegeben, die Vorzeichen der Realteile der 4,, i =1, ..., m, zu bestimmen, ohne
ihre Werte selbst bestimmen zu miissen (Hurwitz-Kriterium). Die algebraische Gleichung
p(A) =0 (6.3-10) mit reellen Koeffizienten b; und by > 0 (ggf. Multiplikation von p(A) mit -1,
damit by > 0) besitzt genau dann nur Losungen A; mit negativem Realteil, wenn die m
Determinanten D; (6.4-5) alle positiv sind. Dabei sind in diesen Determinanten die
Koeffizienten b, = 0 zu setzen, wenn r > m ist, also alle Koeffizienten in (6.4-6) mit dem
Index 2m, 2m —1, ..., 2m-(m-1).

Stabilititskriterium von Hurwitz: Gilt (6.4-7), so ist das System stabil.

B by 0
_ _o b
Dy=b, D,= b b 3= by by by, .. (6.4-5)
2 bs b, b
by By 0 0 0
by b b by 0
b b by b .. 0
D,=| 4 i : (6.4-6)
b2m—1 b2m—2 b2m—3 . bm
D;>0,D, >0,.., D, >0=Re{l,}<0. (6.4-7)

Beispiel 6.4-2: Hurwitz-Kriterium fiir die Differentialgleichung 2. Ordnung (6.4-1):

1) Gegeben ist die lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten
Koeftizienten L(y))=T -y +D- 1+ K-y =by -1+ b -y, +by-y; =0, wobei by =K >0.
2) Anwendung des Hurwitz-Kriteriums (6.4-6, 6.4-7): Dy =b; =D >0,
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by by |br by
by by| [0 b,
der Betriebspunkt stabil, also wenn 7, D, K > 0: Die homogene Losung ist asymptotisch
STABIL!

3) Vergleichsrechnung: Bestimmung der Eigenwerte mit dem Wurzelsatz von Vieta:

Wenn D>0und 7- D > 0, dann ist auch D/T > 0, daher bei K > 0: Reﬁ1,2}< 0, vgl. (6.4-4).

2 2 2
a) Re{ilz} Re —£+ [Dj _K =_£J_r [2) _£<0’ falls(ﬂj _E_
’ 2T 2T T 2T 2T T 2T T

D, = =bb,=T-D>0. Wenn bei K>0 auch D>0, 7-D>0, dann ist

2 2
b) Re{ilz}z Re —2‘*‘ 2 —5 =—£<0, falls(ﬂj —£<O
’ 2T 2T T 2T 2T T

Beispiel 6.4-3: Stabilititsbedingung fiir ein System mit einer Differentialgleichung 2.
Ordnung von Bsp. 6.4-2 fiir T > 0 und beliebige Vorzeichen von D # 0, K # 0: Die
Gleichgewichtslage K-y=0= y=0 wird mit d./dt = 0 ermittelt! Die allgemein giiltige

Auslenkung aus der Gleichgewichtslage ist y(#=0)=y,, »(t=0)=v,, wobei firr die

Stabilitdtsuntersuchung v, =0 gesetzt wird.
Aperiodische Grenzkurve
K K =D?/(4-T)
oszilli

2a)

(DYNAM{SCH)
INSTA

1)

Grenzstabiler (STATISCH) INSTABIL
Punkt K =0 la)

Bild 6.4-3: Stabilitdtskarte fiir ein lineares System 2. Ordnung mit den Parametern 7> 0, K, D. Es ist K < 0 stets
instabil (= ,,negative” Federkonstante = statische Instabilitdt). D < 0 ist auch bei K > 0 instabil (= ,,negative*
Dampfung = dynamische Instabilitét). Die Dauerschwingung bei D = 0, K > 0 ist nicht asymptotisch stabil.

Fallunterscheidung:
1) D* > 4-T'K: Nicht-oszillierende STABILE (B> a) oder INSTABILE (£ < «) Bewegung:

1172___+_1/D2_4K - f+a, /3__ a=L D4k T>0. (648

2T 2T 2T
Mit (6.4-2) werden k;, k, aus den Anfangsbedmgungen Yo, Vo ermittelt. Mit den

Hyperbelfunktionen sh(a -¢)= (e“" —e %! )/ 2, ch(e-t)= (e“'t + e_“'t)/ 2 folgt y(¢) (6.4-9).
y(t)y=e P! -{m -sh(er-1)+ yg -ch(a- t)} (6.4-9)
a

Die instabile Losung f<a < D < VD?-4.T-K tritt auf entweder fiir
D>0AK <0 oder D<0A(K>0,K<0,s0dass D*>4-T-K). (6.4-10)
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Die asymptotisch stabile Losung f>a < D > VD? —4.T-K tritt auf fiir
K>0AD>2-T-K . (6.4-11)

2) D* <4-T-K: Es muss wegen 7> 0 auch K > 0 sein: Es treten oszillierende STABILE (3> 0)
oder INSTABILE (S < 0) Bewegungen (6.4-13) auf.

i . . — 2
il,z=—2ii-v4-K-T—D2:—ﬂij-m, ﬁ:%,w=”4KT D" o (6412

2T 2T 2 2T
0= e .{_Vo B0 Gin(o-1)+ v, -cos(a)-t)} (6.4-13)
(4]

Die Bedingungen fiir die beiden Félle 1 und 2 sind (Bild 6.4-3) zusammengefasst:
la) K <0,D beliebig, dh.a > |p|> 0, instabil,

1b) K>0,D<-2-T-K ,dh.—f>a >0, instabil,

Ic) K>0,D>2- JTK , d.h.f>a >0, asymptotisch stabil,

2a) K>0,-2-\T-K <D<0 ,dh. #<0, instabil, (6.4-14)
2b) K>0,2-T-K>D>0, dh B>0,asymptotisch stabil.

2c) K>0,D=0, d.h.p=0,Dauerschwingung; stabil, aber nicht asymptotisch.

3) K=0,D=0, a=/p =0, indifferentes Gleichgewicht

Anstelle des Zeitverlaufs Ax(f) (Bild 6.4-2) wird v. a. bei der Untersuchung nichtlinearer
Vorgénge die Darstellung Ax(Ax) als ,,Phasenportrait® verwendet. Die Zeit ¢ ist Parameter

langs der Kurve Ax(Ax). In der Aufgabensammlung sind zu den Ausgleichsvorgingen von
Bild 6.4-3 in den Aufgaben W7 bis W10 die zugehorigen Phasenportraits behandelt.

6.5 Statische Instabilitat

In Bild 6.4-3 ist fir 7 > 0 (,,positive Masse®) bei K < 0 (,,negative Federkonstante*)
unabhdngig von der Ddmpfung D das System 2. Ordnung instabil. Dies heilit ,,statische
Instabilitdt®, weil diese Bedingung K < 0 aus der statischen Wandlerkennlinie bestimmt wird.
Dies wird anhand der nichtlinearen Differentialgleichung 2. Ordnung eines Wandlers n = 1
(6.5-1) erldutert, die von den beiden nichtlinearen Funktionen ux(y,y), x(y,y) abhingt.

1(y,y)- ¥+ x(y,y) = f =konst. (6.5-1)
Die auf Stabilitdt zu untersuchende Gleichgewichtslage yy wird mit (6.5-2) bestimmt.
d./dt=0:y=0,y=0= «(0,y,) = f : Gleichgewichtslagen y,(f) in Bild 6.5-1! (6.5-2)

In dieser Gleichgewichtsruhelage y,(f), »y=0 erfolgt die Linearisierung von (6.5-1)
gemdl (6.5-3) mit der kleinen Abweichung Ay(¢): y(¢) = yo + Av(t), Av(t)/ yo <<1.
V(1) = Ap(0), y(t) = Ay(r) und 1(yy,yo) = (0, y0) = 1o, K(¥0,¥0) = £(0,0) = &y - (6.5-3)
Wir setzen y = A4y, y = 4y in (6.5-1) in die beiden Funktionen u(y,y), x(y,y) ein.
Sie werden linearisiert als Taylor-Reihe bis zur 1. Ableitung im Punkt (o =0, y,).

. d d
1Ay, yo + Ay) = 1(0,y5) + a—j’. + f Ay (6.5-4)
Ho y O,y() y 0=y0
) oK oK
K(4p, vy + 4v) = x(0, yo) + o . Ay (6.5-5)
Ko y anO y O’yO
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Einsetzen von (6.5-4), (6.5-5) in (6.5-1) ergibt mit Vernachlissigung kleiner Werte (6.5-6)

. . . 0 .. 0 . .
WD, o+ ) A5 = iy - A+ Ay M+ Ay Ay A (6.5-6)
0,59 <1 0,9 <<l

die linearisierte Differentialgleichung 2. Ordnung (6.5-7), in der die Gleichgewichts-
bedingung x, = f gekiirzt wird, was (6.5-8) ergibt.

Ho - AV + K +6—K. +6—K - Ay = f = konst. (6.5-7)
oAy 034 oAy 034
. OK . 0K .. .
,uO-Aerﬁ -Ay+a Ay =T - AH+D-Ay+K-Ay=0 (6.5-8)
Y00,y Y10,y
Gemil Kap. 6.4 ist fiir 7 = 1(0,y,) >0 die Ausgleichsbewegung bei
k=0 g (6.5-9)
oAy 0,30

nicht-oszillierend aufklingend (Bild 6.4-3: Fall 1la) = INSTABIL). Diese statische
Instabilitdtsbedingung (6.5-9) wird direkt aus dem Anstieg der statischen Gleichgewichts-
kurve x(0,y) im Gleichgewichtspunkt x(0,y,)=f ermittelt. Fiir jeden Gleichgewichts-

punkt yo wird somit die statische Instabilitdt iberpriift mit (6.5-10).
K- 0k (0, Ay)
o4y

< 0: Instabil; > 0: Stabil; = 0: Grenzstabil (Bild 6.5-1). (6.5-10)
0,9
Zur Untersuchung der statischen Stabilitdt in einem Gleichgewichtspunkt muss daher die
Linearisierung der nichtlinearen Differentialgleichung (6.5-1) nicht durchgefiihrt werden. Es
geniigt, die statische Wandler-Kennlinie x(0, y) gemifl Bild 6.5-1 zu betrachten. Das
grenzstabile (,,indifferente*) Gleichgewicht ist nicht asymptotisch stabil, da nach einer
lokalen Auslenkung Ay aus y, das System nicht mehr nach y, zuriickkehrt (Bild 6.4-1).

| Instabiler & statisch stabiler Gleichgewichtspunkt
- x(0,y)
INSTABIL STATISCH |
! STABIL ! /
ey sy
GRENZSTABIL |
0 .,

0 Yoi Vo2
Bild 6.5-1: Ermittlung der statischen Stabilitdtsbedingung aus der statischen Kurve des Wandlers in drei
ausgewdhlten Gleichgewichtspunkten.

Der Punkt yg, in Bild 6.5-1 hat fiir ,,statische Stabilitit” die notwendige Bedingung K > 0. Sie
ist aber fiir Stabilitit nicht hinreichend, da fiir D < 0 ,,dynamische* Instabilitit gemal3 Bild
6.4-3 auftritt (= negative Dampfung!). Formen der dynamischen Instabilitdt konnen daher mit
dem ,,statischen Test™ (6.5-10) NICHT entdeckt werden.

In elektromechanischen Wandlern und Aktoren werden héufig Gleichgewichtslagen
betrachtet. In einer stabilen Gleichgewichtslage RUHT das bewegliche Wandlerteil.
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Seine Lagekoordinate y = konst., d. h. sein Ort y ist statisch bzw. alle Zeitinderungen sind
Null (d./dt = 0). Deshalb wird die dort ggf. stabile Ruhelage ,,statisch stabil* genannt! Die
Kurve der statischen Gleichgewichtslagen (= statische Wandlerkennlinie) gibt durch ihren
rdaumlichen Anstieg im betrachteten Gleichgewichtspunkt d./dy Auskunft iiber die statische
Stabilitit.

Bei rotierenden elektromechanischen Wandlern (= elektrische Maschinen) gilt als stabiler
,Gleichgewichtspunkt™ ein stabiler Betrieb mit konstanter Drehzahl »n (bei zeitlich linear
zunehmendem Drehwinkel ») und konstantem Drehmoment M. Diesen Betrieb bezeichnet
man wegen der Rotation als STATIONAR (n = (dy/df)/(2w) = konst.), nicht statisch. Der
mechanische Drehwinkel y nimmt stindig zu: y(¢) =2z -n-t+ y(t =0). Die Stabilitét solcher
Gleichgewichtspunkte zwischen z. B. antreibendem E-Motormoment und bremsendem
Lastmoment z. B. einer Pumpe wird mit der Methode der Linearisierung fiir kleine
Drehzahlstérungen An der stationdren M(n)-Kennlinien untersucht. Stabile Betriebspunkte
sind quasistatisch stabil (besser: stationdr stabil).

6.6 Dynamische Instabilitit

Dynamische Instabilitdt kommt wegen D < 0 durch ,,negative Ddmpfung* zustande (Bild 6.4-
3). Die aufklingende Bewegung kann gemél (6.4-14) oszillierend (Fall 2a)) oder nicht-
oszillierend (Fall 1b)) sein.

Beispiel 6.6-1: Wandler mit n = 1 Freiheitsgrad gemal3 Bsp. 6.4-1 T-Ay+D-Ay+ K - Ay =0.
Parameter 7> 0, K >0, D <0 (negative Dadmpfung bei positiver Masse und Federkonstante).

Storung des Gleichgewichtspunkts Ay =0 durch die Anfangsbedingungen A4y(t=0)=0,
Ay(t=0)=A4y, >0.

Fall 2a)

Ay()

Bild 6.6-1: Anfangsbewegung eines Wandlers mit » = 1 Freiheitsgrad y und D <0:
Fall 1b): K < D*/(4T), Fall 2a) K > D*/(4T).

Zu Beginn (¢ = 0) tritt wegen T - A4p(0) + D - Ap(0) + K - Ay(0) =0 die Anfangsbeschleunigung
Ay(0) =—-4y(0)- K /T auf. Das System wird gegen 4y(0) = Ay, beschleunigt (Bild 6.6-1). Mit
wachsender Geschwindigkeit steigt wegen 7 - Ay =—-D- Ay — K - Ay und D < 0 die antreibend

wirkende Dampfungskraft — D - Ay . Das System wird {iber den Punkt -4y, beschleunigt und

kehrt im Fall 1b) nicht mehr um. Bei K > D*/(47) ist die Riickstellkraft so groB, dass das
System zwar immer wieder umkehrt (Fall 2b, ,oszillierend), aber die Abstinde der

Umkehrpunkte von der Ruhelage Ay = 0 nehmen exponentiell zu.
Fiir Fall 1b) K < D*/(4T) sind die beiden Eigenwerte reell und positiv:
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Mit der o. g. Anfangsbedingung ist die Losung der Wandlerbewegung
Ayo Y ]_2.1‘
Ay(t)=—=—|——=-e""" +e .
A ( Z

Der dominante Eigenwert A; bewirkt, dass die Losung gegen -oo strebt.

Beispiel 6.6-2: Wandler mit n = 1 Freiheitsgrad gemal3 Bsp. 6.4-1 T-Ay+D-Ay+ K - Ay =0.
Parameter 7 >0, K >0, D =0 (ungedampft bei positiver Masse und Federkonstante). Stérung
des Gleichgewichtspunkts Ay =0 durch die Anfangsbedingungen Ay(0) =0, Ay(0) = A4y, . Es
tritt eine ungedampfte Dauerschwingung um den Gleichgewichtspunkt auf. Dies ist prinzipiell

ein statisch stabiles Verhalten, aber hiufig technisch unbrauchbar. Es ist positive Ddmpfung
D > 0 nétig, um in den Ausgangszustand asymptotisch zuriickzukehren!

Ay+§-4|y=0,41,2=i”_42']{<7 +j ”42K JANKIT=%j-w,

A (t)— ' O .sin(@-t)+ Ay, - cos(w 1) = Ayg -cos(w-1).
@ 479=0

6.7 Lineares System mit konstanten Koeffizienten: Beispiel

Beispiel 6.7-1: Ungedampfter Aktor von Kap. 6.1 mit Magnetkraft und Feder (Bild 6.7-1):
Die Spule wird mit Gleichstrom i(f) = I bestromt. Die Feder ist entspannt bei x = xo und hat
die Federkraft Fr (6.7-1). Die Magnetkraft F, (6.7-1) hidngt nichtlinear von x ab.

2
Fe) =k (r=x0), ()= 2 2 (6.7-1)
Aus m-x =F_ + Fp folgt bei X =x =0 die Gleichgewichtslage x* gemall Fp(x*)=—F (x*),
die in Bild 6.7-1 graphisch ermittelt ist. Ist die Gleichgewichtslage x* ein stabiler
Arbeitspunkt bei einer kleinen ,,Storung® Ax = x — x*?

L(x)
i(t) - F[«‘
R -F —
u(t) e SRS " _,.M_.J\/I‘{/\_E
x=0 X
X0 -F

» Statische Kraftkurven:

v

0 N X

Bild 6.7-1: Gleichstromgespeister magnetischer Aktor u(f) = U mit dem Freiheitsgrad x (n = 1, siehe Kap. 6.1).

Auf Grund der statischen Kraftkurven (6.7-1) ohne eine Dampfung erfolgt eine statische
Stabilitdtsbetrachtung mit (6.5-10) in (6.7-4), wobei die ,,magnetische Federkonstante* &, (x*)
= dF/dx bei x* verwendet wird.
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m-i=FetFy =m-¥-FaeF, =0, (6.7-2)

mo i+ =9 Al g A (k—k) Ax=0 = T-MF+K-A=0  (6.7-3)
dx o dx X*

ko =—9E| _dFml 4k ()= k >0: GemdB (6.5-10) STABIL!
il dvl. (6.7-4)
k>0 ke (x*)<0

Die resultierende Federkonstante K = k. ist positiv. Daher ist die Gleichgewichtslage x* ein
stabiler Arbeitspunkt bei kleiner ,,Storung® Ax = x — x*. In Ankniipfung an Kap. 6.5 existieren
folgende Entsprechungen mit den dort allgemein angegebenen Funktionen # und «:

2
#0,)-y+x0,y)-f=0 < m-)’é+k-x—I—-M—k-x0=O,
4o 2__dx
x(0,y)
(0,59 85+ 2 0,59 =0 > e+ | ] ) g
K K

Fiir die statische Untersuchung d./dt = 0 erfordert die Entsprechung von x(0,y)— f mit
— Fr(x) - F,,(x) gemilB Bild 6.5-1 die Darstellung Bild 6.7-2. Der fiir statische Stabilitét

notige positive Anstieg K :aaTK(O, o) >0 entspricht im Beispiel dem positiven Anstieg
y

—Fr(x*) = F(x*)>0 bzw. k—k,,(x*)>0 (6.7-4). Das System ist bei x* statisch stabil,
weil gemdl Bild 6.7-2 dort die Tangentenneigung von x(0,y)— f =—Fp(x)—F,(x) im
Arbeitspunkt x* positiv ist.

— Ff(x*) = F (%) > 0

Bild 6.7-2: Graph der negativen Feder- und Magnetkraft (vgl. Bild 2.5-17) zu Bild 6.7-1.

Hiufig erfolgt aber die Darstellung der statischen Kraftkennlinien nicht als Summe
— Iy —F,, sondern getrennt als Fr und —F,, (Bild 6.7-3). Das éndert nichts an der

statischen Stabilititsbedingung, aber man muss umdenken. Wegen &k =—dFy/dx>0
erscheinen in Bild 6.7-3 sowohl der negative Anstieg dFf/dx=-k <0 im stabilen
Arbeitspunkt als auch (mit k,, = dF},, /dx) der negative Wert d(—F,,)/ dx = -k, .
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In Bild 6.7-3 sind die Federn a und b entspannt bei x¢ ;. Bei der kleineren Federkonstante k&
tritt Punkt 1 als statisch stabiler Arbeitspunkt auf, bei der groBeren Federkonstante ist der
Punkt 2 statisch stabil. Die schwichere Feder c ist entspannt bei xp,. Es sind zwei statisch
stabile Gleichgewichtslagen 3 und 5 moglich, wiahrend Punkt 4 statisch instabil ist. Mit £ > 0
ist zusammengefasst

l:k,, <0= k -k, > 0= statisch stabil

2:ky, >0,
3:k, <0=k -k, > 0= statisch stabil
4:k, >0,
5:ky, >0,

Die Masse m bewegt sich aus 4 je nach positiver bzw. negativer Gréfle Ax > 0 bzw. Ax < 0
nach 5 oder 3 und verharrt dort schwingend um die Ruhelage x5 oder x;. Sind diese beiden
Punkte auch dynamisch stabil, d. h. klingt die Schwingung ab?

kin| < k = k — kyy, > 0 = statisch stabil

k| > k = k — ky, <0 = statisch instabil

k| < k = k — ky, > 0= statisch stabil

'F A F]:

m

0 Xo,1 X022

Bild 6.7-3: Statische Kraftkurven des gleichstromgespeisten magnetischen Aktors von Bild 6.7-1 bei drei
unterschiedlichen Federkonstanten & und zwei Federldngen x 1, xo,, so dass sich drei prinzipiell unterschiedliche
Federkraftkennlinien a, b, ¢ einstellen. Die Arbeitspunkte 1, 2, 3, 5 sind statisch stabil, der Punkt 4 ist statisch
instabil.

Die linearisierte gekoppelte Diff.-gleichung (6.3-1) fiir diesen Wandler ist fiir
Gleichspannungsspeisung u(t) = U, Au(t) = 0 mit dem Kopplungsfaktor K, = L'(x*)-i *

2
v+ R Ak-_}_(kres_l_ Ky JAX_F@L Nx L Au=0. (6.7-5)

L(x*) . m  m-L(x¥*) m  L(x*) T m- L(x*) .

Die Bewegung Ax = x — x* des Ankers m induziert die Spule, so dass iiberlagert zum
Gleichstrom i* = [ ein verdnderlicher Strom Ai flieBt, der in (6.7-5) eliminiert ist. Mit

2
by=1,b, = R by = fies Ko , by e R (6.7-5)
L(x*) m  m-L(x*) m  L(x*)

liefert das Hurwitz-Kriterium fiir statisch stabile Arbeitspunkte ks > 0, so dass by > O ist,

wegen L(x*) >0
b, b K?
! 0 = blbz —b0b3 = —0 > 0,

Pi=h >0, De= m- 12 (x%)

b3 2

TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung



Elektromechanische Systeme/Teil Binder 6.22 Dynamische Untersuchung

b by O
D3:b3 b2 bl :blebS_b32b0:bS'(ble_bObS):b3'D2:DZ >O’
0 0 b

dass die Schwingung in den statisch stabilen Arbeitspunkten wegen der liber R > 0 positiven
Dampfung asymptotisch abklingt, also auch dynamisch stabil ist. Bei statisch instabilen
Arbeitspunkten ist K < 0, also gemalB (6.2-18) ist ks < 0 und damit by < 0, so dass das
Polynom mit -1 multipliziert werden muss, damit by, >0 ist. Dann sind b; <0,b, <0,
wihrend b; <0 oder b; >0 sein kann. Es ist weiterhin D, >0, so dass Dy <0 ist. Das

System ist daher mit dem Hurwitz-Kriterium instabil trotz der positiven Dampfung R > 0.

Zusammenfassung:

Die vereinfachte dynamische Untersuchung eines Wandlersystems erfolgt durch
Linearisierung des i. A. nichtlinearen Systems in einem Arbeitspunkt. Wegen dieser
Vereinfachung bei nichtlinearen Systemen ist nur das Kleinsignalverhalten untersuchbar in
der lokalen Umgebung um den Arbeitspunkt. Die statische Stabilitdtsuntersuchung eines
Systems im Arbeitspunkt erfolgt anhand statischer Kennlinien bei Vernachldssigung der
Déampfung. Dabei wurde die ,,magnetische Federkonstante* &, = dF},/dx verwendet, wenn die

Zdhlweise der Magnetkraft in Richtung der Beschleunigung ist gemdBl m-X T,Fm T,
Alternativ ist ¢, = -dFn/dx, wenn die Zdhlweise der Magnetkraft m - X T,Fm 1 ist. Analog
wird in kapazitiven Systemen (sieche Kap. 7.3) eine ,,elektrische Federkonstante* k. = dF'./dx
verwendet, wenn die Zdhlweise der elektrischen Kraft m-)'c'T,Fe T ist. Die dynamische

Stabilitdtsuntersuchung eines linearisierten Systems im Arbeitspunkt beriicksichtigt die
Dampfung. Bei negativer Dampfung tritt ,,dynamische Instabilitdt* auf.
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7. Analyse ausgewiihlter elektromechanischer Wandler

Mit den Vorkenntnissen aus den Kap. 1 ... 6 werden vier Grundtypen elektromechanischer
Wandler Typ 1 ... 4, je zweil magnetisch wirkende und je zwei kapazitiv wirkende Wandler
besprochen und einige mogliche Anwendungen gezeigt.

7.1 Magnetischer Wandler ,, Typ 1%

Beim elektromagnetischen Wandler Typl (Bild 7.1-1) kann der bewegliche, magnetisierbare
Anker mit der Masse m eine vertikale gedampfte Schwingbewegung x(7) gegen die Feder mit
der Federkonstante k ausfiihren. Die lineare Feder ist bei x = xp entspannt. Als el. Ddmpfung
tritt bei Spannungsspeisung u(¢) der Spule mit N Windungen der resultierende Widerstand aus
Spulenwiderstand und Vorwiderstand R auf. Der Spulenstrom i(¢) erregt das Magnetfeld B,
dessen vereinfachtes Feldbild ohne Streufelder (Bild 7.1-2a) nur gemiB der in Bild 7.1-1
eingetragenen Feldlinien verlauft. Durch die konstante Breite der beiden Jochschenkel # und
durch die doppelte Eisenbreite 24 im Anker und Spulenbereich ist B iiberall anndhernd gleich
grof3. Der mechanische Dampfer ist als Luftddmpfer ausgefiihrt, wobei Luft durch Bohrungen
im Dampfer stromen muss und durch die dabei auftretenden Verwirbelungen mit dem
Stromungswiderstand die Bewegung dédmpft. Ein amagnetisches Distanzstiick e auf dem
Eisen verhindert einen ,,magnetischen Kurzschluss* zwischen Anker und magnetisierbarem
feststehenden Joch. Auch die beiden seitlichen Spaltweiten o fiir das dort reibungslose
Bewegen verhindern einen ,,magnetischen Kurzschluss®. Dieser ist unerwiinscht, da bei x = 0
sonst nur die rel. Permeabilitit 4 des Ankers m und des Jochs das Magnetfeld B(0) (7.1-3)
und die zugehorige Magnetkraft bei erregter Spule bestimmen und so eine allfillige,
unerwiinschte Eisenremanenz By verstirkt wirksam wiirde. Beide Parameter z4, Br konnen
von Exemplar zu Exemplar schwanken und damit die Wandlerkraft bei x = 0 stark variieren.

=] Joch
/\Y N\ \\ H o

4 N\ :

A | N

J” R ® ¢ =: ® Spule
j h o i B \
) El. Speisung :

H, =1 == R
Amagn. / I X l‘?'x
Distanzstiick e M é! - X
5’/ m ) S
—Jl
S | )
1

150

r

¥

d 1 X

1 v

Luftddmpfung

po=1 "

k Feder
S P S B S G K ST TR T G g G

Bild 7.1-1: Elektromagnetischer Wandler Typ 1 mit magnetisierbarem Anker mit der Masse m

Wegen der Geometrie mit gleichen flussfiihrenden Querschnitten 4-/ ist die Flussdichte B im
Eisen- und Luftbereich identisch: By, = Bs = B = Hs = B/, Hye = B/ tipe, tire = Lo* L
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Im Folgenden wird daher mit der Annahme eines homogenen Felds B = konst. in allen
Flussabschnitten gerechnet, so dass auch in den Eisenabschnitten s, = konst. ist. Flir den
Durchflutungssatz (7.1-1) wihlen wir als geschlossene Kurve C den Weg einer B-Feldlinie,
deren Abschnitt im Eisen als Flussweg im Joch und im Anker die Lénge /. hat. Im Folgenden
wird mit von B unabhédngigem 4. gerechnet, so dass sich ug. nicht mit x dndert.

§H-ds =N-i=Hg, lp.+ Hy - (x+e+0)

(7.1-1)
C
/= : : _ N-i
N-i=(B/ppe) Ige +(B/ 1) - (x + e+ ) = B(x) G (e ) (7.12)
N-i
B(0)= _
@ (lpe / tape) + (e +0)/ 1) (7.1-3)

Die Flussdichte B nimmt mit steigendem Luftspalt x, wenn sich die Ankermasse m nach unten
bewegt, hyperbolisch ab (7.1-2), und hat ihren Maximalwert (7.1-3) bei x = 0, durch e und &
bestimmt (Bild 7.1-2¢). Wenn der Luftddmpfer unten anschlégt, ist xmaxo erreicht, so dass B
minimal ist.

ICHT
B(x)a
F
1) Annahme: Kein Feld“streuen* " Hiillflziche B(O)
T ]I
ool | F

[T] r, L

: : lﬁ 0 > X

a) i1) Real: Feld ,,streut” seitlich by T ! 2 o) 0 X nax.0

Bild 7.1-2: a) (i) Idealisierter und (ii) realer B-Felderlauf am Luftspalt x, b) Berechnung der resultierenden
Magnetkraft F,, aus den Maxwell-Zugspannungen iiber eine geschlossenen Hiillfliche um den Anker, c)
Luftspaltflussdichte B(x) bei verdnderlicher Luftspaltweite x.

Die Kraft (7.1-4) auf den magnetisierbaren Anker, berechnet aus dem Integral der Maxwell-
Zugspannungen iiber eine geschlossenen Hiillfliche um den Anker (Bild 7.1-2b), ergibt zwei
sich gegenseitig authebende horizontale Teilkrdfte F’, —F" und die nach oben wirkende
Magnetkraft Fi,,. Da am Anker unten kein Feld auftritt, gilt mit Kap. 2.3.2
2
Fo=B o6 -k (7.1-4)
2 41
Die Magnetkraft F,, nimmt mit steigendem x ab. Mit demselben Feld B wird die
Spuleninduktivitdt L(x) (7.1-5) aus der Spulenflussverkettung ¥(x) berechnet. Sie nimmt mit

dem gleichen Kurvenverlauf wie B(x) (Bild 7.1-2¢) mit x ab.
L(x):Yl(x):N-dj(x):N-B(x)'zh'l:,uO-NZ- 2h-1
i i i x+e+0+Ip, - (1o ! tpe)

LO)= g N 2h-1
e+5+lFe'(/u0//uFe)

(7.1-5)

(7.1-6)

Beispiel 7.1-1: Wie grof} ist bei der Ankerstellung 0 < x < xpmax 0 und dem Spulenstrom 7 die im
Eisen und in Luft gespeicherte magnetische Energie Wy, pe, Wi Lusi ?

Antwort: Wegen g = konst. sind magnetische Energie und Koenergie numerisch identisch:
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Wy = L(x) 1% /2 =Wy = ¥ *(x) (2L(x)) = Wy 1yt + Win.pe- GemiB Kap. 2 wird die Energie
aus Energiedichte wy, und Feldvolumen berechnet: Luftspaltvolumen Vi 4 =2h-1-(x+e+9),

Eisenvolumen Vg, =2-h-[-Ig, . Im Luftspaltbereich von x, 6 und e und im Eisen tritt iiberall
derselbe Wert B auf, so dass wy, 5 = B*(x)/(2 Ho) = Wy pe 1st. Daraus folgt:

Wi un =21 (x+ e+ 8)- B2 () (241g) s Wogpe = 21 Ige - B2 () (2t
Deren Summe muss mit W, = L(x)- i%/2 aus (7.1-5) identisch sein.

)
L(x)-i* N-B(x)-2h-1-i*~ 2h-1 5 x+te+d |
Wn= 2 B 2. Wnrus + Winpe =—— B (%) +-Le
"l Ho Hre

Einsetzen von B(x)= N-i fiir B2 (x) ergibt die Identitit!
((x+e+0)/ py) +(re / pre)

Im ungesittigten Eisen g, =1000...50001st wegen [p,/u, <<x+e+o die magnetische

Energie nahezu vollstandig im Luftbereich gespeichert: Wy, p >> Wy, pe -

Beispiel 7.1-2: Séttigungsabhédngig verdnderliche Eisenpermeabilitit:

B(H)-Kennlinien des Eisen- oder Dynamoblechs (Fe-Si-Legierung) und die zugehorige
Permeabilitit g, (Hg,) = Bpe(Hp.)/ Hp, haben den in Bild 7.1-3 gezeigten typischen
Verlauf bei vernachldssigter Hystereseschleife mit einer bei Hp. = 0 kleineren
Anfangspermeabilitit s, (0), einem Maximum g, . bei geringen Eisenfeldstirken Hy,

und einer deutlichen Abnahme von u. bei groBBeren Werten von He auf Grund der Sittigung
mit dem Grenzwert  pp.(Hp, = ©)=y,. Mit dieser Abhingigkeit sind die

Luftspaltflussdichte (7.1-2) und die Spuleninduktivitéit (7.1-5) iterativ aus (7.1-7) zu jedem
Wertepaar (x, i) zu ermitteln, wobei g, (Bg,) = Bpo / Hp.(Bp.) bendtigt wird.

; N-i . 2h-1
Boh=iiors g HED=mN 7.1-7
Fe Xte+S+lpy— 0 (7.1-7)
Ho Hre (B(x,1)) Hre(B(x,1))
liFe II /;fFe
/I /UFe(HFe)
/
H konst
/
) Hpe = konst.
II
> He » H, e
2 0 0 E b) 0 0 F

Bild 7.1-3: a) Typische Bg.(Hg.)-Kennlinie von Dynamoblech, b) Zugehdriger typischer Verlauf von ..
Gestrichelt ist die Vereinfachung g4, = konst. fiir einen mittleren Sattigungszustand eingetragen.

Aus (7.1-7) folgt B(i) fir x = konst. iterativ und ist als typischer Verlauf in Bild 7.1-4a
¥ (x,i) _N. B(x,i)-2h-1  B(x,i) _
; : :

l l

gezeigt. Daraus wird L(i) gemiB L(x,i)= tan

bestimmt (Bild 7.1-4b).
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Der unter dem Winkel « geneigte Strahl schneidet B(i) fiir den gewéhlten Stromwert 7, so dass
der zugehorige Induktivititswert ,,Sekanten*“-Induktivitit heif3t.

B(x,i)  B() fiir g, = konst. L(x,i)  L(x, i)~ tana:
A 5 / 4 ’ ’ ]

Luft:_;"; ,/Eisen B fiir 4, (B,,) ~Sekanten“-Induktivitat

_______ L(i) fiir 4, = konst.

L(i) fiir g (Bg)

0

v
~
v
~

0

a) 0 x = konst. b) x = konst.

Bild 7.1-4: a) Typische Abhéngigkeit der Luftspaltflussdichte B(7) fiir eine bestimmte Luftspaltweite x = konst.,
b) Zugehoriger typischer Sekanten-Induktivititsverlauf L(i). Gestrichelt ist die Vereinfachung ur. = konst. fiir
einen mittleren Sattigungszustand eingetragen.

Wird der Wandler bei Spulen-Gleichstromspeisung iy = konst. mit einem kleinen iiberlagerten
Wechselstromanteil mit der Amplitude Ai/ip << 1 betrieben, so besteht die
Spulenflussverkettung aus einem konstanten Wert i) und einer {iberlagerten kleinen
Wechselgrée mit der Amplitude A%, wie die Taylor-Reihenentwicklung (7.1-8) zeigt.

V(1)) = (g + (1)) ~ P (iy) + dd—f' - 40(8) = L(i) - ip + Lair i) - 4i(1)
io
A¥ (1)

Darin ist Lyy(iy)=d¥'/ ah'|l_0 ~tan f die differentielle Induktivitit im Arbeitspunkt i,
welche die Kleinsignal-Wechselflussverkettung AY in Abhéngigkeit von 4i bestimmt. Sie
wird aus der Tangente an die ¥ (i) -Kurve bei iy ermittelt und ist auf Grund der geringeren

(7.1-8)

Neigung tanf < tana kleiner als die Sekanteninduktivitdt Ly (ip) < L(iy), die fiir die

GroBsignale verwendet wird (Bild 7.1-5). Im Magnetkreis mit verdnderlicher Sattigung wird
somit 1im magnetischen Arbeitspunkt A (¥, i) unterschieden zwischen der
Sekanteninduktivitét L fiir ,,groBe* Signale als nichtlineares Element und der ,,differentiellen*
Induktivitit Ly fiir , kleine® Anderungen A ¥ und Ai im Arbeitspunkt (%, ip) als linearisierte
Induktivitit. Bei . = konst. sind beide identisch: L = Lg;g!

o)) D B B pynoente

; A
L ________ L(i), L ;D) Tiir g4, (By,)

L. 1)

> I 0 == 5 I

0 x = Kkonst.
a) b)

Bild 7.1-5: Fiir eine bestimmte Luftspaltweite x = konst.: a) Aus Bild 7.1-4a ermittelte Spulenflussverkettung
und Bestimmung der Sekanteninduktivitdt und differentiellen Induktivitdt im Arbeitspunkt A, b) Verlauf der
Sekanteninduktivitdt und der differentiellen Induktivitdt in Abhéngigkeit des Gleichstroms i.
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Im Folgenden wird ,,ideal” magnetisierbares Eisen s — o0 angenommen, so dass aus (7.1-5)
die stromunabhingige Induktivitit (7.1-9) folgt, die mit steigendem x abnimmt.

2h-1

He =0 L(x) = Lyjzr (x) = g - N* - ——— = L (x) (7.1-9)
x+e+o
Die Luftspaltflussdichte hingt von x und i ab, die Magnetkraft quadratisch von x und i.
. N2
N My-N-i = (N -0) - -
B(x,)=—"—— ,F,=—py - ————2h-l-e.=—F_ -¢ 7.1-10
( ) YtetdS m Ho 2-(x+e+5)2 X m “x ( )
d L(x)-i°

Gemil (2.4.4-23) kann die Magnetkraft aus F, =—-dW,, /dx = ~7 = —L'(x)-z'2 /2
X

2
berechnet werden (7.1-11), was mit (7.1-10) libereinstimmt. Sie wirkt gegen die x-Richtung
anziehend zum feststehenden Eisenkorper der Spule hin.

L'(x)=—,uO-N2-2h—'12 Lz
(x+e+0) (x+e+0)

Mit der in x-Richtung positiv gezihlten Federkraft Fr = Fg-é., Fp = —k-(x — x) werden die

= Foy =ty - (i-N)* - (7.1-11)

Gleichgewichtslagen x des Ankers ﬁ'm + F“F +m-g-e, =0 (Bild 7.1-6a) bei Spulen-Gleich-
strom i = [ bestimmt. Die Feder ist entspannt bei xp (0 < xr < Xmax0). Die hier exemplarisch
beriicksichtigte Schwerkraft m-g-e, bewirkt eine Federvorspannung um den Weg m-g/k
(Bild 7.1-6b). Mit (7.1-11) ergibt das Kréftegleichgewicht (7.1-12), siehe Bild 7.1-7.

2
o L)z 2h-l=—k-(x—xp)+m-g = x=X: Gleichgewichtslage! (7.1-12)
2-(x+e+0)
Es kann maximal (bei I = 0) X, = Xp +(m- g/ k) <X o erreicht werden.
A
F, F
. 4 )
l z. N Ii: +m-g
N
i . N@ﬂm-g/k) x
< . >
0 :xmax,O
m-gll Fy E
2 b) |

Bild 7.1-6: a) Kraftegleichgewicht am Anker des Wandlers von Bild 7.1-1, b) Federkennlinie (volle Linie) und
Federspannung bei Einfluss der Ankerschwerkraft (gestrichelte Linie).

Bei kleinem Erregerstrom /; ergibt sich ein statisch stabiler Arbeitspunkt 1 beim ,,gro3en*
Lagewert X}, der nur wenig kleiner ist als xp,x auf Grund der Schwerkraftvorspannung, da die
Magnetkraft klein ist. Bei vergroBertem Erregerstrom 7, tritt der statisch stabile Arbeitspunkt
2 beim ,,verkleinerten* Lagewert X, < X) auf, da die Magnetkraft stirker nach oben zieht. Ein
zweiter Arbeitspunkt 2 tritt auf, ist aber statisch INSTABIL. Beim noch groferen
Erregerstrom /3 laufen die beiden Arbeitspunkte 2, 2" aufeinander zu in einen grenzstabilen
Arbeitspunkt 3 bei ,,Minimal-Lagewert* X;. Fiir 0 < x < X3 ist KEINE statisch stabil
Gleichgewichtslage moglich. Dort ist F, > Fp +m-g und beschleunigt die Masse in —x-
Richtung. Die Masse schnappt zum Joch x = 0 (,,pull-in“-Effekt) und klebt dort magnetisch

2
%.2h-l—k-xF—m-g>0-Da‘bei ergibt
(e+

sich fiir positiven und negativen Strom wegen gleicher Magnetkraft dasselbe Resultat ( ~ I %).

fest mit der Klebekraft gemal (7.1-12) g -
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Fir groe Strome / > I3 ist stets F, > Fp+m-g. Es tritt KEIN Schnittpunkt der beiden

Kraftkurven F (x), Fp(x)+m-g auf. Die Magnetkraft nach oben iiberwiegt stets,
so dass die Ankermasse am Joch bei x = 0 , klebt®.

F‘k
37N\ UFnlla) ~ 14
N
N
2 AN IFF+m-g:k-xF+m-g—k-x‘
X N 14 >13 > 12 >[1
\ () ~ 15
S o~ T
z S .
' d
Fo()~ 1] 3 2' = |Fu)~1|
0 ' 1 >
0 g+ O g /)

;E Xl
7X2

> X3
Bild 7.1-7: Kréftegleichgewicht am Anker des Wandlers von Bild 7.1-1 fiir die Gleichstromwerte I, > I; > I, > 1.

Die statische Stabilitdtsbedingung (6.5-10) liefert

. :_d(FF(x;+m-g) .\ dFmd(x,I) —kt FL( D) =k—k, >0, (7.1-13)
X X

2 -(N-1)? - h-1

(X +e)
Hier ist die magnetische Federkonstante k,, = -dF,/dx, denn die Zédhlweise der Magnetkraft ist
m-%T,Fy . GemiB (7.1-13) sind die Arbeitspunkte 1, 2 statisch STABIL, da |Fy,(x,])| < k
ist: K(X))=FL(X,[))+k>0, K(Xy)=F(X5,1,)+k>0.

0 0
Beim Arbeitspunkt 3 (STABILITATSGRENZE) ist K(X3) = Fi(X5,13) +k=0.
Hingegen ist Arbeitspunkt 2" statisch INSTABIL, denn mit |Fr'n (x,1)
K(X5)=F,(X5,1,)+k<0.
T

Die Gleichgewichtslagen werden aus (7.1-12) berechnet, wobei die Paare (/, X) als (/ 2 X)
gemiB (7.1-15) eine Parabel dritter Ordnung 7 *(X) darstellen (Bild 7.1-8).

(X +e+to )2
Cuy N*h-l
Die Berechnung der Pull-in-Lage X3 aus Fj,(X3,/3)+k =0 fiihrt mit der Abkiirzung
¢ =e+06 und (7.1-14) auf den Pull-in-Strom /5
Z,UO-(N-I3)23'h'l P (X3+e2')3 -k ’
(X5+¢€) 2uy-N”-h-1
der auch die Gleichgewichtsbedingung (7.1-15) erfiillen muss, was auf (7.1-17) fiihrt. Daraus

folgt die Losung fiir X5 gemal (7.1-18). Einsetzen von X3 in (7.1-16) ergibt den pull-in-Strom
(7.1-19), der sowohl positiv als auch negativ sein kann, wie oben erwéhnt.

ky, -é. =dF, | dx=(~dF,, | dx)-é, = k, =—dF, /dx= (7.1-14)

>k ist

I (k- X+m-g+k-xp), X>0. (7.1-15)

(7.1-16)
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X;+¢€)? Xy+e) -k
JEC. L. NS S S C. L) L (7.1-17)
Uy N“-h-l 2uy-N”-h-1
2 m-g ¢
Xy==:|xpg+—=—-—1|. 7.1-18
373 (F 2 2) ( )
2xp 2-m-g € 3
— = ——+e€) -k '
132: 3 3k 3 ¢) 313:_1. (xpte +(m-glk)) -k (7.1-19)
2u-N*-h-1 3N 3uy-h-l ’
,If
,]32
_[g
_112
-0
! 0 X3 )CFer;,;g X
\ J\ Y J

Y
X < 0: Unphysikalischer Bereich ~ X'> 0: real verfiigbarer Bereich
Bild 7.1-8: Gleichgewichtslagen des Wandler-Ankers von Bild 7.1-1 fiir unterschiedliche Gleichstromwerte /.

Gemif Bild 7.1-8 entspricht die pull-in-Strom-Berechnung der Maximumberechnung von
di(X) . _dI*(X) _
dX

(7.1-15), da dies der grofte Strom fiir eine Gleichgewichtslage ist: 0= 0.

ax  dx to-N*-h-l
(X+€)-{-2k-X+2m-g+2k-xp—(X+¢€)-k}=0. Da X =—¢'<0 eine unphysikalische
Losung ist (Bild 7.1-8), verbleibt {— 2k-X5+2m-g+2k -xp—(X5+€)- k}= 0, woraus
wieder (7.1-18) folgt. Bei der Losung von (7.1-15) sind Werte x < 0 bzw. X < 0
unphysikalisch und ergeben auch negative Gleichgewichtslagen 3" (zum Strom /3), 4" (zum
Strom 1), 5" (zum Strom /) (Bilder 7.1-8 und 7.1-9). Wird der Strom von [ > I3 wieder
abgesenkt auf / < I3, so bleibt der Anker solange bei x = 0 am Joch kleben, solange die
Magnetkraft grof3 genug ist: F, > Fr + m-g. Bei I < I3 wird die Klebekraft Null:
F(6')=Fm(X=O,[6)—FF(0)—m-g=O.

e |m-g+k-xp
7.1-15): (X =0)=—" | —>—— =1 7.1-20
(151X =0) =1 [REERSE = (7.1-20)

Nun kann sich der Anker wieder 16sen. Der Punkt 6" (x=0,/s) ist statisch instabil:
F (x=0,15)+k <0 (Bild 7.1-9). Daher fillt die Masse m wegen der nun grofleren Kraft
Fr(x)+m-g>F, (x,15) nach unten bis zum nédchsten stabilen Gleichgewichtspunkt 6, wo

auch gilt Fi,(Xs) = Fr(Xs) + m-g (Bilder 7.1-8, 7.1-9). Dort bleibt sie hingen (,,pull-out*-
Effekt).
TU Darmstadt Institut fiir Elektrische Energiewandlung
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(N<D*sh:l
()c+e')2

Fm(]ﬁl) Fin(x, 1) =ty -

[3—)14 —)16<I3

——————————

| x

| >

| - >
el Sad AP < \:F_Fer'g

x < 0: Unphysikalischer Bereich

Bild 7.1-9: Reale und unphysikalische Gleichgewichtslagen des Wandler-Ankers von Bild 7.1-1 fiir
unterschiedliche Gleichstromwerte /.

Es ergibt sich iiber pull-in- und pull-out-Effekt eine ,,Schalthysterese* (X) fiir die
Arbeitspunkte 6 2> 3 > 3" > 6’ 6, indem der Strom von s auf /5 erhéht wird und danach
wieder auf /s abgesenkt wird.

Beispiel 7.1-3: Anwendung der Schalthysterese von Wandler Typ 1 als Schalter (Bild 7.1-10):
Der Anker m des Wandlers Typ 1 wird als Schaltstiick mit dem Hauptkontakt des Schalters
fiir den Hauptstromkreis /i, ausgefiihrt. Der Strom in der Spule des Wandlers Typ 1 ist der
Hilfsstromkreis /y;, iber den der Schalter ein- und ausgeschaltet wird. Die Schalthysterese des
Wandlers s — Is > 0 bewirkt, dass fiir das Ein- und Ausschalten des Schalters eindeutig
voneinander getrennte Schaltschwellen definiert sind (Bild 7.1-11).

IHa
I OF—<—o0

Schalter

!
l
S -

Wandler Typ 1 )

Bild 7.1-10: Anwendung der Schalthysterese von Wandler Typ 1 als Schalterantrieb eines el. Schalters im
Hauptstromkreis mit dem Strom 7y,

1 A
] 1, =1(X3) Ansprechstrom = , Pull-in“-Strom

R e P o e o o R o i S S S S s

I =1(X 50)
Lgrsienere e i S S R R T e
Abfallstram = ,,Pull-out*“-Strom ]
0 5 Zeit ¢
| 1 »
Ly
0 Schalter schlief3t Schalter 6ffnet

Bild 7.1-11: Anwendung der Schalthysterese von Wandler Typ 1 fiir das Ein- und Ausschalten des Schalters von
Bild 7.1-10. Der Hilfsstromkreis ist die mit dem Strom 7 = [5; bestromte Wandlerspule, die das Schaltstiick m
bewegt.
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Léagen Ein- und Ausschaltstrom /3, /s zu nahe beieinander, konnte schon eine geringfiigige /ui-
Stromschwankung infolge irgendeiner Storung ein unerwiinschtes Ein- oder Ausschalten
bewirken.

Die dynamischen Gleichungen des Wandlers Typ 1 sind nichtlinear und enthalten sowohl
eine elektrische als auch eine mechanische Dampfung. Sie werden hier anstatt mit den
Lagrange-Gleichungen mit den Newton- und Kirchhoff-Gleichungen hergeleitet. Fiir die
mechanische Gleichung ergibt das dynamische Kréftegleichgewicht nach Newton

m-Xx=F+m-g—Fpy—F,. (7.1-21)
Die Dampfungskraft wird ndherungsweise geschwindigkeitsproportional als ,,zdhe* Stromung
(Kap. 2) Fp =d -x angesetzt und bremst die Bewegung der Masse m! Daher ist sie gegen die

positive x-Richtung, in die X >0 wirkt, gerichtet, dhnlich wie die Magnetkraft F,, (Bild 7.1-
2). Einsetzen von (7.1-11) ergibt wie, dhnlich wie in Kap. 6.7, den Ausdruck (7.1-22).

.2 ' .2
m-x‘+d-x+k-x—di(%)=m-x+d-x+k-x—ﬂ=k-xF +m-g (7.1-22)
X
Die Kirchhoff-Maschengleichung ergibt die elektrische Gleichung (7.1-23).
u =R-i+d—l/j=R-i+M=R-i+L(x)-i+i-L'(x)-)'c, (a =@,a’=@) (7.1-23)
dt dt dt dx
Der Ausdruck L(x)-i ist die Ruh-Selbstinduktionsspannung und i-L'(x)-Xx~B-v die
Spannung zufolge Bewegungsinduktion. Mit (7.1-9) L(x)= gy N 2 il, folgt mit
xX+e
L'(x)=—py - N* le aus (7.1-22, -23):
(x+¢€)

2 i2-h-l

m-X+d-xX+k-x+pyN"-———==k-xp+m-g, (7.1-24)
(x+ e')
,uO-NZ- ,-l+R'z—,u0-N2-2h-l' ,Z-x:u(t). (7.1-25)
xte (x +e )

Dieses in den Variablen i, x wegen iz/(x+e')2, il(x+e), i-x/(x+e) mehrfach
nichtlineare  gekoppelte  Differentialgleichungssystem  beschreibt das  dynamische
GroB3signalverhalten von Wandler Typ 1 und muss zu den vorzugebenden
Anfangsbedingungen x(0), x(0),i(0) numerisch gelost werden. Es wird in einem der o. g.
Arbeitspunkte (/, X) Bild 7.1-8 linearisiert (siche Kap. 6), um das dynamische
Kleinsignalverhalten von Wandler Typ 1 zu beschreiben.

iO=1+i0), |i/I]<<l; u@)=U+u@t), Ju/U|<<];

(7.1-26)

x(t) =X +x(¢), |x1/X| <<1.
Mit der Abkiirzung X' = X + ¢’ und (7.1-26) folgt fiir die nichtlinearen Terme

. I+i J 1+i—1 J . J .

! = i = I z—,-[1+l—1j-(1—x—1,jz—,-(1+l—1—x—1'j, (7.1-27)
x+e X+x+e X 1+ﬁ X 1 X X I X

2 2 : 2 : 2 2 /.

T 12-(1+’—1—x—l,2z1—2-(1+2’—1—2x—1, =1—2+2-1—2-(’—1—x—1,j. (7.1-28)
(x+e)” X' I X X' I X' X X-° \I X

Mit ¥ =X, X=2%, { =i ergibt (7.1-24) mit (7.1-28) die linearisierte mechanische Gleichung
(7.1-29). Die rechte Seite ist wegen des mech. Gleichgewichts im Arbeitspunkt (7.1-15) Null.
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iy . 2ueN*IPh-1 (i} x UoN*I?h-1
m-X;+d-x +k-x+ Iz T =k-xp+m-g—k-X - R =0 (7.1-29)
Aus (7.1-23) folgt mit u =R -i+d (1 - N2 2h-1- l)/dt und (7.1-27) GL. (7.1-30)
U+u =R (1+z)+— N2.on-1 L 1+‘ L (7.1-30)
1= 1 Ho X 7 X .
worin nach Kiirzen der el. Gleichgewichtsbedingung U = R -1 Gleichung (7.1-31) entsteht.
I (i x

wy = R-ij + pgN* - 2h-1-— | L -1 7.1-31

1 1+ Ho 3% (1 3% j ( )

Bitte beachten Sie, dass die Linearisierung iiber das Vernachlédssigen von Produkten kleiner
GroBen (7.1-32) der Taylor-Reihenentwicklung mit Abbruch nach dem linearen Term (7.1-
33) entspricht.

. = 1 = 1 ~ 1 x1l—
cf<<1-f(§)—(l+§)2 i 2er 2 1422 1-2¢8 (7.1-32)
1 df df -2
E<1: f(&)= ~1+ I = =-2 1-
(R I dfey 1+8). (7.1-33)

(7.1-29) und (7.1-31) sind das linearisierte dynamische Gleichungssystem fiir Kleinsignale zu
(7.1-24), (7.1-25), abhingig u. A. von den arbeitspunktabhingigen GroBlen Spulen-
induktivitdt L(X), magnetische Federkonstante 4;,, und dem Kopplungsterm K (7.1-34).

2
(N 1) hl) x1+/,10§(v—2hl[ll—0

m-X+d-x +(k—2u,

km KO
v N2 (7.1-34)
Mo — 2h-1- ll + Rll - Moy —= 2h-1-1- xl—ul
Cx T X"
L(X):LO KO

Mit der resultierenden Federkonstante K = k., = k —k,, = (— dF: / dx +dF,, / dx)|x: X
schreiben wir fiir (7.1- 34) das lineare gekoppelte Differentialgleichungssystem (7.1-35).
m-)'c'l+d-x1+kres —Ko'il

L()'l:1+R'll =u1+K0-)'cl
a) Fiir eingeprigten Gleichstrom i =/ = U/R = konst. mit u; = 0,7, =0 ergibt (7.1-35) nur
noch eine (mech.) Differentialgleichung 2. Ordnung m - X; + d - x| + k. - x; = 0. Die statische

Stabilitdt im Arbeitspunkt ist gemiB Kap. 6 und (7.1-13) erfiillt bei K = kres >0 bzw. k >k,
bzw. (— dFy/dx+dF,, / dx}x: + > 0. Die dynamische Stabilitdt ist gemal Kap. 6 erfillt, wenn

(7.1-35)

die statische Stabilitdt erfiillt ist und die Dampfung d > 0 positiv ist, so dass statisch stabile
Arbeitspunkte auch dynamisch stabil sind!

b) Fiir eingeprigte Spannung u(¢)=U +u;(¢) muss (7.1-35) betrachtet werden. Durch
Eliminieren von #; in (7.1-35) entsteht eine linearisierte Differentialgleichung 3. Ordnung
(7.1-36), denn es sind drei Energiespeicher (Feder k, Masse m, Induktivitét Ly) gekoppelt.

2
m)C1+ d+£m ').é1+ kres+K0 +£ d R 'kreS'x1=_&'u1(t) (71-36)
L Ly L Lo Ly

Wegen der statische Stabilitdt k.. >0 sind die Koeffizienten in (7.1-36) bzw. (7.1-37)

samtlich positiv (7.1-38): b3 > 0,5, > 0,5, > 0,5, > 0.
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b3-3€i+b2-5él+b1-x1+b0-xl=—(K0/LO)-u1(t) (71-37)
by=m>0, b2:d+£-m>0, b = kreS+K0 +£-d>0, bozi-kres>0 (7.1-38)
Ly Ly Ly Ly

Das Hurwitz-Kriterium
Dy=b>0,Dy =b-by—by-by>0,D5 =b-by by +0+0—-0—-0—b3 -by >0, (7.1-39)
2
Dy = (ke + K0T R) (4 ) gy =l + ) KotRd powso. (7.1-40)
Ly L, L, L, Lo
D3=b3-(b1-b2—b0-b3)=m-D2>0, (71-41)

liefert analog zu Kap. 6.7 die dynamische Stabilitdt zu jedem statisch stabilen Arbeitspunkt
wegen der positiven Dadmpfung d > 0. Auch bei Spannungsspeisung sind alle statisch stabilen
Arbeitspunkte auch dynamisch stabil!

Die mechanischen und elektrischen Ddmpfungsparameter kdnnen mit der Einheit rad/s = 1/s
dargestellt werden geméll wq = d/m und @ = R/L. Wenn z. B. eine bewegte Masse m in ihrer
Bewegung v mit d = konst. proportional zu v gebremst wird, verringert sich ihre
Anfangsgeschwindigkeit vy gemill (7.1-42). Nach der Zeitkonstante 74 = 1/a@y ist ihre
Geschwindigkeit auf vy/e abgesunken (Bild 7.1-12).

m-v+d-v=0, v0)=vy: v()=vy-¢ ', Ty=1/wg=m/d (7.1-42)
Gemil den verallgemeinerten Geschwindigkeiten v und i werden die bewegten el. Ladungen
O mit R = konst. proportional zu i gebremst. Die el. Stromstdrke verringert sich von ihrem
Anfangswert iy gemél (7.1-43) und ist nach der Zeitkonstante 7. = 1/@ auf den Wert iy/e
abgeklungen.

Ly-i+R-i=0, i(0)=iy: i(t)=iy-¢ "', T, =1/, =L,/R (7.1-43)

Es sind somit @y = d/m und oy = R/L, die inversen Zeitkonstanten des Abklingens einer
mech. Geschwindigkeit oder eines el. Stroms auf Grund konstanter ,,Dampfung® durch
mechanische Reibung bzw. el. Widerstand!

0 >

0 /i 4
Bild 7.1-12: Abklingen einer mech. Geschwindigkeit oder eines el. Stroms auf Grund konstanter Ddmpfung
durch mechanische Reibung bzw. el. Widerstand!

Beispiel 7.1-4: Anwendung des Kleinsignalverhaltens von Wandler Typ 1 als Schwingungs-
messer (Bild 7.1-13):

In Bild 7.1-13 ist y; die Schwingungselongation (= Oberflichenbewegung) der hier
untersuchten Maschinenoberfliche z. B. einer Stanzmaschine, relativ zum Fundament, auf
dem sie aufgestellt ist. Das Fundament hat eine so groBBe Masse, dass es nicht schwingt

mpg, —>®©
—~

(mFu'xFu:ijFu:F/mFu —> 0)
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R i)
U l Joch
2 x(7) Wandler

| ™|
2

I 1

.Maschine“: schwingt vertikal
9 y1(f)

Tl S

Fundament (ruht)
Bild 7.1-13: Anwendung des Kleinsignalverhaltens von Wandler Typ 1 als Schwingungsmesser

Mit der Spulen-Gleichspannung U wird der Arbeitspunkts (/, X) der Ankermasse m
eingestellt, wobei X die Gleichgewichtslage der Masse m relativ zum Wandlerjoch ist und
I=U/R, daher i(t)=1+i(¢). Dann ist x;(f) mit x(¢) =X +x,(¢) die Verschicbung von m
relativ zum Joch zufolge der Anregung y;(f) und i#;(f) die Stroménderung zufolge der

induzierten Spulenspannung auf Grund der der m-Bewegung x;(¢). Die Messkette enthélt y,

als primére Messgrofe. Sie bewirkt x;(?), so dass 7;(¢) flieBt. Mit einem Ampere-Meter wird i,

als sekundire Messgrofle gemessen und so die Schwingungsgrofle y, erfasst! Es lassen sich

nur kleine Werte y; messen. Nur dann sind x;/X und i,// so klein, dass der Wandler linear ist,
so dass gilt y; ~ i;. Dies reicht aus, denn in der Realitit treten schon bei kleinem y; wegen der

i. A. hohen Wiederholrate der Schwingbewegung durch die Wechselbeanspruchung

Materialermiidungserscheinungen auf (hohe Zyklenzahl in der Wéhler-Kurve des Materials).

Es ergeben sich folgende praktische Aufgabenstellungen fiir sinusformige Schwingungen:

a) Herleiten der Beziehung zwischen i; und y; im Frequenzbereich,

b) Bestimmen des Amplituden-Frequenzgangs #,()1) im Arbeitspunkt jeweils fiir ,,kleinen*
und ,,grofBen‘ Gleichstrom /, bezogen auf den Stabilititsbereich. Dabei sind folgende
Fragen zu beantworten:

- In welchem Frequenzbereich ist das Stromsignal proportional zur Schwingungsamplitude,
zur Schwinggeschwindigkeit, zur Schwingbeschleunigung oder unbrauchbar?

- Treten im Frequenzgang der Messkette Resonanzfrequenzen ages auf, speziell fiir die
iiblichen kleinen mechanischen Ddmpfungen wq = d/m << ar.s! Wie groB ist der Einfluss
einer ,,kleinen* und ,,groBen* elektrischen Ddmpfung @y = R/L, beziiglich @gres?

a) Herleiten der Beziehung zwischen i; und y; im Frequenzbereich:

Die Ankermasse m bewegt sich gegeniiber dem Fundament mit dem Weg x;(¢)—y;(¢), so
dass die Beschleunigung X; — J; wirkt. Die Spule wird mit u(#) = U + u;(¢) aus einer idealen
Gleichspannungsquelle u = U versorgt, so dass u#; = 0 ist. Die Luft wird im geschlossenen
Wandler mitbewegt, so dass nur x;(f) mechanisch ddmpfend wirkt: d-%;. Aus (7.1-35)
erhalten wir (7.1-44), (7.1-45).

m-(% —31)+d &y + (- dFg/dx+dFy, Jdx) _ x5 ==K -4 (7.1-44)

Lo'lzl‘f‘R'il:Ko'xl (71-45)
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Mit Verwendung der komplexen Rechnung fiir den eingeschwungenen Zustand einer
Dauerschwingung mit der Schwingkreisfrequenz @ bzw. Schwingfrequenz f = w/(27) ist

der Schwingweg der Ausdruck (7.1-46) mit der Amplitude }}1 Seine Phasenlage wird Null
gesetzt, um alle anderen Wechselgrof8en mit ihren Phasenlagen ¢, ¢; auf ihn zu beziehen.

yl(t):fl-cosa)t:Re{XAl-ej‘”t}, 21 :f’l. (7.1-46)
Die Losungsfunktionen von (7.1-44, -45) werden daher ebenfalls komplex angesetzt (7.1-47).
XI(Z)IRG{XI 'ejwt}, Xl :Xl'ej(px; ll(t):Reﬁl 'ejwt}, zl :il_ej¢i . (71'47)

Aus (7.1-44, -45) folgt mit m-X;+d -x; + ko -x; =—K( i +m-y; und (7.1-46, -47) die
gesuchte Beziehung (7.1-48) im Frequenzbereich.

24 - > 2 v
-m-0* X, +jd-0X,+k Xi=—Ky-I,-m-o"-Y

A_l JA £eS 041 41 (7.1-48)
joly-I+R-I; =K, - jo- X,
b) Bestimmen des Amplituden-Frequenzgangs i;(y;) im Arbeitspunkt:
Gesucht ist die Funktion der Abhingigkeit /,(Y,). Dazu wird X in (7.1-48) eliminiert,

~  R+jol, - ) R+ joL

Xl2#'113(—w2'm+1a)'d+kres) # L =Ko Lj—0 m-Y, (7.1-49)
Ko Ko

Wir erhalten den gesuchten Frequenzgang (7.1-50).

fl —®’-m B —a)z

Yl Ko+ R+ jol, (a? m+ jo- d+k.) ﬁ R+ joL, N kres —a)2+ja)~i) (7.1-50)
jo-K m  jo-K, m m

Die Umformung (7.1-51) mit Ky aus (7.1-34), X3 aus (7.1-18), x,x =X +((m-g)/ k) gemal
Bild 7.1-6 fiihrt tiber (7.1-52) auf den Amplitudengang (7.1-53) in Abhéngigkeit von X und /.

Y, L K; ’ 7.151
Y, Lo Ky ‘R ‘1 _(lfres_w2+jw_dj ( )
m-Ly \ jol, m m
2 p—
&: U -, Ko - Lo :%_xmax ;X’ kres — 3k ’ '(X—X3), (7.1-52)
Ly X+e m m X+e m m-(X+¢€)
L1 o’
/) X+ - (X - 7.1-53
Zl ¢ %M_}_ 1+ R . —a)z+ja)-i+3k (X ‘X:?)) ( )
m X+e JjoL m m-(X+eé€)

Das Strommesssignal fl ist proportional zum Gleichstrom /(X), der geméB (7.1-15) von X

abhéngt, und sinkt mit X. Aus (7.1-53) folgt mit @, @, (7.1-54) der Frequenzgang (7.1-55),
der in stabilen Arbeitspunkten (Z, X), Bild 7.1-14, X5 < X < xmax, 0 < I < I3, untersucht wird.
2 3k X - X3 2 2k x -X

of =—- , @y =— —max - 7.1-54
V" m X+e 2T m X+ ( )
L __ 1 o’

Y, X+e (7.1-55)

a)22 +(1+%J-(@2 — +ja)-a)d)
jo

In Bild 7.1-14 wird der Amplitudengang (Betragsfrequenzgang) im Arbeitspunkt 1) bei

kleinem Strom / (X = xy,x) untersucht (Fall bl), wo @ =+k/m, @, =0 ist, und danach im

Arbeitspunkt 2) bei grofiem Strom /= /5 (X = X3), wo @, =0, w, =+ k/m ist (Fall b2).
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Der Phasengang (= Frequenzgang der Phasenverschiebung) zwischen i;j(f) und y(¢)
wird hier aus Platzgriinden nicht untersucht!

Arbeitsbereich:
X3S X<x

max

INSTABIL

| Arbeits- '
0 ! punkt i
| !
0 X, X x

Bild 7.1-14: Stabiler Arbeitsbereich fiir die Schwingungsmessung X3 < X < xp.: 1) Arbeitspunkt mit kleinem
Spulenstrom bei X = x,,,x, 2) Arbeitspunkt mit groBem Spulenstrom 7 = 75 bei X = X;.

bl) ..Kleiner* Gleichstrom / bei X = Xpax:
Der Betrag von (7.1-55) fiir @, =0 ist, bezogen auf 7 /(X + e") = I /(Xmax + €°),

il/[ . a)3-a)L

0, =0 =——"———==1i=

%X +e) ”(;j [(wlz _wz)z +(a)-a)d)2} | (7.1-56)

Die schwingungsabhingige Wechselstromamplitude fl ist maximal (,,Resonanz*), wenn der

Nenner in (7.1-56) N (a)z) = (colz — a)z)z + (a) xox )2 minimal ist, so dass gilt:

SBR[l s @p] 0 2l dhaf o ars
2

f=0t =0t - S@f o=ons= a3 (4] (7.1-58)
m

Die Resonanzbedingung (7.1-57) fiihrt zur Resonanzkreisfrequenz oy, die bei schwacher

mech. Dampfung 1.4 << @ =+k/m etwa durch (7.1-59) bestimmt ist. Die el. Dimpfung

V2 m

oy hat auf (7.1-58) keinen Einfluss!

3k X-X 3k X k
Dpes = @) = \/ 5 z\/ xma"—?=\P (7.1-59)
m X+eé M Xpax +€ m
Bei Resonanz ist der Messstrom etwa
0= Ljir o -(Ly/R) _ o | o
Y /(X +¢) ol d o (7.1-60)
R m a)L

Wir untersuchen im Resonanzpunkt bei schwacher mechanischen Dampfung die beiden
Grenzfille groBer und kleiner elektrischer Ddmpfung w; = R/ L.
(i) Kleine el. Dimpfung: R ,klein“, so dass die Resonanzkreisfrequenz @, >> o = R/ L ist.
(ii) Grofie el. Dampfung: R ,,groB3*, so dass @y << @y = R/ L ist.

Wegen des Spulenwiderstands ist oft die mech. Ddmpfung schwicher als die el. Dampfung:
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d/m=wy << =R/Ly. Der Amplitudengang fiir (i) schwache mech. und schwache el.
Déampfung hat somit eine Frequenzskala gemiBl @y << op << @, (Bild 7.1-151). Aus (7.1-60)

folgt fiir (1) @, >> @ = R/ L, die Stromamplitude (7.1-61).
2

W)/l e, &le, oo, _of _o_o

Y, 2 2 @ ooy oy 4 (7.1.61)

-, :
X+é \/H(wlj - Wy \/(601] @y @ ‘ m
L 28

L | | | -.a)

I ] | ] P
(i) 0 @4 @y, Wy

| ] | | La)

| | | | -
(ii) 0 Wy @, ar,

Bild 7.1-15: Frequenzskala bei kleinem Spulenstrom bei X = x,,,x bei schwacher mechanischer Dampfung und (i)
schwacher el. Ddmpfung, (ii) starker el. Dampfung.
Aus (7.1-56) wird mit den Bedingungen @, =0, @ >> o >> @y (7.1-62) erhalten, wobei
wir @y =0 setzen.
7 3 3
i = 11/1 ~ a)/a)L _ a)/a)L
/
Y /(X +¢) \/1 +(w/op -\/(a)lz —w*)? \/1 +(w/op ‘0)12 —0)2‘

Es ergeben sich somit aus Bild 7.1-15i drei Frequenzabschnitte und dort giiltige zi-Werte.

a’3/ @y o’ 3

(7.1-62)

(1) Orey<o<o iz > 2~ 5@,
0)1 w a)La)l
3 2 2
Q) o <o<op:ix “’/“’g L (7.1-63)
(w/o) (of —07) of —0° o
3 2 2
.. (4 w )
B) o<o i Jo, 2 2=l

C(@lo) (@ -af) -0 o

Das Amperemeter im Messkreis Bild 7.1-13 hat den kleinen Innenwiderstand R;, der im

Gesamtwiderstand R = Rspue + R enthalten ist. Im R; wird die Wérmeleistung P = flz Ry /2

umgesetzt. Die Ordinate des Amplitudengangs dieser Leistung wird im Bode-Diagramm in

dBel, bezogen auf die Leistung Pgesg, und daher der Strom I 1 auf I Bezug D€ZOgen angegeben.

]:20-15{ A J » Tepg :YBezug-L, Ygemue =1 pm (7.1-64)
X+é £

n:IO-lg{

Bezug Bezug

Die Wahl der Strombezugsgrof3e ist willkiirlich und hingt geméB (7.1-56) von }}Bezug ab (7.1-

64), was hier mit )A’Bezug =1 um gewéhlt wird. Fiir die logarithmisch skalierte Abszisse im
Bode-Diagramm Bild 7.1-16 wird als Bezugskreisfrequenz @, gewéhlt (7.1-65).

il(a))
Yoemg /(X +¢€)

7 =20-1g( ), &£=10-1g(w/w) (7.1-65)
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& ZUIgHJ'lldB — = ZUIg{ml ."'I{Ud)
| k =1

(.Fall (1): r':;l‘)?:r r.r)l_m‘

- 201

—40- |
~60-
- 80  ECEEEEEEEREE - lg(w/a)
] { >
| 0 1
—100 5 d?
o=op =0 -5 =0

10-1g(e/ @, )/ dB

L

]
I I
-20 —10 0 10

Bild 7.1-16: Magnetischer Wandler ,,Typ 1 als Schwingungsmesser: Amplitudengang bei kleinem Spulenstrom
bei X = xp.x, schwacher mech. und schwacher el. Ddmpfung (Fall bl (i)), so dass @, >> @y. Das #i-Maximum bei
Resonanz wird mit (7.1-61) bestimmt.

Im Bereich @ > @ ist fl proportional zur Schwingungsamplitude IA’I , flir o <w< @ 1st fl
proportional zur Schwingbeschleunigung y; ~ w? fl .

2 2 . .

% = %Re{zl -e/a’t}: Re{f »° Y, -efwt}z —w? -Y, - cos wt (7.1-66)
t t

Im Bereich 0~ @y <@ <@ ist der Strom von der Beschleunigungsdnderung abhéngig und

damit fiir die Schwingungsmessung, die entweder Schwingweg, Schwinggeschwindigkeit
oder Schwingbeschleunigung erfassen will, unbrauchbar.

Fiir (i1) weiterhin schwache mech. Dampfung d/m = @y << @,, aber grofie el. Dampfung
o) << o gilt oy << o << oy, (Bild 7.1-1511). Aus (7.1-60) folgt fiir (1) @ <<w =R/L,
die Stromamplitude (7.1-67).

he/1 _ o /oy oo _ofleg o _ of
Y o ) o0y oy ooy R4 (7.1-67)
X+e 1+ o $@) 0y Ly m

Aus (7.1-56) wird mit den Bedingungen @, =0, oy <<, << @y (7.1-68) bzw. (7.1-69)
erhalten, wenn wir wieder @y ~ 0 setzen.
a)3 . a)L a)3 . a)]'_,

\/[H(W/WL)Z]'{(@E —w2)2 +(a>-a>d)2} ) \/[1+(a>/a>L)2]-(a>f _w2)2 (7.1-68)
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3
U= @ 9
\/|_1+(a)/a)L)2Ha)12 —a)z‘
Es ergeben sich somit aus Bild 7.1-151i drei Frequenzabschnitte und dort giiltige ii-Werte fiir
das Bode-Diagramm des Amplitudengangs in Bild 7.1-17.

(7.1-69)

3 3
(1) Oza)d<a)<a)1:iiza)/a;Lz a)2~a)3,
Loy oo
a)3/a)L w
2) oy <ow<op = Lo =E~a), (7.1-70)
3
3) o <o :azL“’Lzzl.
(/o) o
deutlich Kleiner als bei Fall (i), denn —--—2 <<
$20-1gii/dB N ) w,
207 : Fall (ii): @<<ay
0__z20»1g(wﬁ Ny, -o,)) i1
I I,‘ﬁli _Js?mm:
_9204-- e '20 dB / Dekade !
;¥ : |
: - 3
: H~a@ ,
: 60 dB / Dekade
— 604! : 10-1g(ew/ e, )/ dB
| 1 | i -
] 1 I | | LA
:—y 0 10 20
~80—+

0] @2 d’ for J k
1= .I‘| - =y = f— —
2m? m =

Bild 7.1-17: Wie Bild 7.1-16, jedoch: Amplitudengang bei schwacher mech. und starker el. Ddmpfung (Fall bl
(1)), so dass @y << @. Das zi-Maximum bei Resonanz wird mit (7.1-67) bestimmt.

Im Bereich @ > @ ist fl proportional zur Schwingamplitude I}l Im Bereich o < w < @y ist

fl proportional zur Schwinggeschwindigkeit y; ~ 0)1}1 .
Cli} :iRe{fl -eja”}: Re{ja).ﬁl -ej”’}: —w-Y, -sin ot
dt dt

Im tiefen Frequenzbereich 0 < w < @, ist fl wie in Bild 7.1-16 fiir die Schwingungsmessung

unbrauchbar.

(7.1-71)

b2) ..GroBer* Gleichstrom /= /5 bei X = Xj:
Gemal (7.1-54) ist bei X = X3 der Ausdruck @, = 0, so dass aus (7.1-55) nun (7.1-72) folgt.

I I 2
=05 . @ — (7.1-72)
Y, X+e oj+(-j(op/w) (-0 + jo- o)
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Der Betrag der bezogenen Grofe i (7.1-74) wird daher mit (7.1-73) berechnet.
P fl/l B (a)/a)L)2
B +€) @/ o) +(@/ o) - (@/0) + (@) o))- (1+ (@) o)

(7.1-73)

(/o )

(=T o] (2) (va)

Wieder werden fiir schwache mech. Dampfung @, /@ <<1 die beiden Fille

(1) kleine el. Dampfung @, >> @; und (ii) grofe el. Ddimpfung @, << @ unterschieden.
(1): Fiir kleine el. Ddmpfung folgt aus (7.1-74) ndiherungsweise

(/o ) ”
> .
0 & oy o @40 \/[a)zz —0?+ a)da)L]z +o* (og+o (1175
St ()
a)L Q)L a)L a)L a)L

Fiir die Berechnung der Resonanzfrequenz muss der Nenner der Funktion # (7.1- 75) minimal

sein: N(o?) = [a)22 - 0)2]2 + 0 - (wg + a)L)2 = Min. Die ist der Fall fiir

dN(w”) _dN(¢) _
da? dé

cf:a)ﬁes = w5 — (o4 +a>L)2/2 bzw.

d[(w% ~ &+ & (g +wL)2]/dé=—2-<a>§ ~&) + (g + @ ) =0,

~o? — (0 12), (7.1-76)

g/ op <<1

Opes =\ @F — (@, +g)* 12

was wegen positivem Ausdruck unter der Wurzel nur fiir @, > @y / V2 =0.707- o, giiltig ist.
Dies passt gut zur Annahme @, /@y >>1>0.707. Die Resonanziiberhdhung (7.1-75) betrigt
2

o _1+(@y/o)’ o 1
) 3 2 22 ®
i (0pey) = ———— - ~ ~—2, (7.1-77)
(H%).\/%_H(wd/%) @ 1 “L
2 2
“L oL 4 wq /oy <<l oL 4 W) >>r,

Fiir schwache el. Ddmpfung ergibt sich die Frequenzskala oy << @y, << @, (Bild 7.1-18i).

(4]

| | | >
! ! 1 "

A 4

(i)

Bild 7.1-18: Frequenzskala bei grolem Spulenstrom / = I3 bei X = Xj;, schwacher mechanischer Ddmpfung und
(1) schwacher el. Dampfung, (ii) starker el. Dampfung.

Der Amplitudengang (7.1-75) fir wy << @ als (7.1-78) ergibt in den drei Frequenz-
abschnitten (1), (2), (3) folgende dominante Werte (7.1-79). Sie sind in Bild 7.1-19 als Bode-

Diagramm dargestellt mit der Bezugskreisfrequenz ;.
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ii ~ o

-t oot e
(1) Oxog<o<o,: i, ~@/0) ~0o,

2) o <o<w,: tU=(o/w 2~a)2,

Q) o SH L Iy ; X (7.1-79)
3) oy<w: di= (a)/a)L) ~(C"/C"L) .y

(o] +@ioy @o’

Im Bereich @ > @, ist I; proportional zur Schwingamplitude ¥;. Im Bereich o <@, ist I,

proportional zur Schwingbeschleunigung w? Yl

420-1gii/dB —=20-1g(w, /@)
L i =1

1
_____________ i P me—— | .4

I

I

Fall (1): o,>>a;

R VTRV AR . -

——————————— 10-1g(e/ @, )/ dB

™

i
-20 -10 0 10

=0 wz\/a)f—a)fm R @,

Bild 7.1-19: Magnetischer Wandler ,,Typ 1* als Schwingungsmesser: Amplitudengang bei grolem Spulenstrom
1= I; bei X = X;, schwacher mech. und schwacher el. Dampfung (Fall b2 (i)), so dass @ >> . Das #i-Maximum
bei Resonanz wird mit (7.1-77) bestimmt.

f
~100—+

(i1) Fiir groBe el. Ddmpfung @, << ey wird aus (7.1-74) die Niherung (7.1-80).

o’ o*

\/[a)22 ~ o’ +a)da}L]2 + o’ (o +a)L)2 \/(—602 + ogop )’ + o - (o +a’L)2

Deren Nenner N wird minimal bei der Resonanz-Kreisfrequenz ages.

U=

(7.1-80)

N(a)z):[—a)2+a)da)L]2+a)2 -(a)d+a)L)2 = w* + @’ -(—2(0% +a)§ +a)f)+a)g+a)§a)f +2a)§a)da)L-

p>0 fir*) q>0

Die Bedingung fiir p > 0 ist *): @, <+/(0f +®])/2, was wegen @, << @y, wy<<ap
erfiillt ist. Daraus folgt mit

2
dN(a; ). sz (“’4+a’2'1?+(1)= (E*+&-p+q)=0=2E+p=0=>0"=—p/2<0
dow dow d& 5
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ein negatives Quadrat einer moglichen Resonanzkreisfrequenz, d. h. es tritt kein Nenner-
Minimum bei positiven Frequenzen auf. Wegen der groflen el. Dampfung treten somit kein
Resonanzereignis und damit keine Resonanzfrequenz auf! Mit @y << @, folgt aus (7.1-80),

linker Term, der Amplitudengang (7.1-81) mit den drei Frequenzbereichen Bild 7.1-18ii.

| 2
ti(@) = ; (7.1-81)
g/ wy<<1 \/(wzz_w2)2+a)2.a}l%
(1) O<w<m, :L’iz(a)/a)z)2~a)2,
2) oy <w<wp:ii= o’ = o’ r o’ =@ w
2 L4~ - ~ - ~w,
Jo'+o® ol ool +ef @O oL (7.1-82)
2 2
3 op<o ir2 =" =1
(-o?)? @
, 20-1gii/dB Fall (ii): <<y
i~a: | ti =1
s 20 dB / Dekade ™™~ 1~->> .
i ~ @ : ’ :

40 dB / Dekade’

——— - - -

m W=
Bild 7.1-20: Wie Bild 7.1-19, jedoch schwacher mech. und starker el. Dampfung (Fall b2 (ii)), so dass o << @y
Es tritt keine Resonanziiberhdhung auf.

Im Bereich w > @y ist I | proportional zur Schwingamplitude }71 . Im Bereich @, <@ < @y ist
fl proportional zur Schwinggeschwindigkeit a)fl Im Bereich w <@, ist fl proportional

zur  Schwingbeschleunigung w? }71 Damit ist die Wandlerparametrierung fiir

Schwingungsmessungen ausfiihrlich untersucht worden und gestattet die Dimensionierung
des Wandlers, um ihn auch tatsidchlich zu bauen.

Um solche Wandler Typ 1 allgemein zu charakterisieren, um sie fiir unterschiedliche
Anwendungen im Frequenzbereich untersuchen zu konnen, wird die Geometrie auf die
Grundziige vereinfacht (Bild 7.1-21a, siche Kap. 5: Grundsysteme). Danach bedient man sich
nach der Linearisierung der ungeddmpften Wandlergleichungen im Arbeitspunkt xo, o, U, 1o,
¥, der Vierpoldarstellung. Im Luftspalt des Wandlers gilt B =y, -H. Es wird die

dquivalente Fldche A, := 4/2 verwendet. Die Feder £ ist bei x = xr > d entspannt.
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Hier ist d die minimale Luftspaltweite (z. B. durch ein amagnetisches Distanzstiick), nicht der
mech. Dampfungsbeiwert! Mechanische und el. Dampfungen sind unberiicksichtigt. Sie
werden spéter hinzugefiigt. Die Linearisierung erfolgt fiir die Ankerkoordinate x, die duf3ere
Kraft F, el. Spannung und Strom u und i und die Spulenflussverkettung ¥ mit (7.1-83).

Yoo

Hpe|—> @

4—— Masse m

e || u(o | b = X0
——>
a) d X b) [e, O

Bild 7.1-21: a) Vereinfachung des Wandlers Typ 1 auf seine wesentlichen Eigenschaften. Es ist hier d die
minimale Luftspaltweite, nicht der mech. Dampfungsbeiwert! b) Magnetisch gekoppelter Kreis.

=
4—_
| EEEEEEEN]
I O |
T T T T T
=
T

o
o

x(t) = xo + x(2), |x1 /x0| <1y F(t)=F+F(@), |Fl /F0| <<
u()=Ug+uy(t), |u/Uy|<<1; i(t)=1Iy+i(t), |iy/Io|<<1; (7.1-83)
w(0) =¥ +yi(0), |y /F|<<1.

Die Spulenflussverkettung y wird aus dem Spulenfluss B- A4, die Luftspaltflussdichte B aus

der Luftspaltfeldstirke H bestimmt. Fiir unendlich permeables Eisen und Vernachldssigung
aller Streufliisse ergibt sich aus dem Durchflutungssatz fiir die Spulenerregung N -i beim
Ankerabstand d + x die Feldstérke

H=N-i/(2-(d +x)) (7.1-84)
und damit die Flussverkettung
. + )
(@+x) 2-(d+x0)-(1+ X ] (7.1-85)
d+x0

Deren Linearisierung gemall Kap. 6 ergibt mit Einsetzen von (7.1-83)

2 . 2
Mo N™- A - I L _ X Mo N™- A -1y
=¥+, A1+ == % 7.1-86
v 0 V/I d+x0 IO d+x0 d+x0 ( )
und daraus die Sekanten-Spuleninduktivitat
2
Ly-1
L —M 5”0/]0 bZW'V/:TO-FleLO'IO-i_LO'iI_ 0 O'XI. (71-87)
d +x d +x
Wir erhalten die kleine Spulenwechselﬂussverkettung und den Wechselstrom
b4 1 Lyl
0= Ly-iy(t) ——2—x; (1), iy(t)~— w(t 020 x(2). _
w1 (t) = Ly - (2) d+xg 1(0), 1) = I, w () + Lo dxg 1(2) (7.1-88)

Die nach links ziehende Magnetkraft auf den Anker, berechnet aus der Maxwell-Zugspannung
B? /(24) an den beiden Flachen 4 ist F,, =24- B? /(2uy) . Die Federkraft driickt bei x > xp

in dieselbe Richtung und wird zur resultierenden Ankerkraft addiert, die der dulleren, nach
rechts positiv gezdhlten Kraft /' das Gleichgewicht hdlt: F = F + F.

F=F +F=(B*/Quy))-2-A+k-(x—xp) (7.1-89)
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N2

P Ho NNk —x), bow. mit (7.1-83): (7.1-90)

to \2-(d +x)

A N Y (e, Y
F=—¢. Ho 0 . 1770 +k-(x0+x1—xF) (71_91)

2/10 d+x0 1+x1/(d+x0)
Die Linearisierung von (7.1-91) fiihrt auf (7.1-92) mit F, im Arbeitspunkt (7.1-93).

2 .
F=Fy+F~ Ao [Ho-N-To| [y, 20 24 +k-(xg—xp)+k-x (7.1-92)
2/,[0 d+x0 IO d+x0
2

Fy=Le | BN Do | e (=) (7.1-93)

2,”0 d+x0

2 . 2

R [HoNdo 20 1y A fHo Nyl 2 (7.1-94)

2/,[0 d+x0 10 2/,[0 d+x0 d+x0

y NI Y | Ly
Mit (7.1-87) ist —=- Ho 01 =_—=0 "0 5o dass anstelle (7.1-94) auch (7.1-95) gilt.
Ly-1 Ly- 1§

Rty ===y () +| =254k |- x (1) 7.1-95
1 dix, d+x) 1 ( )

Mit Ly (7.1-88) und ¥, = L, - I, wird F; in Abhédngigkeit von y; und x; bestimmt (7.1-96).

2
Fle- LI Lo-1o-x +| - Lo 102+k .xlz_ylo .ﬁ+k.x1
d+xg \Ly (d+x0) Ly (d +xg) d+xy L (7.1-96)

h
Umgekehrt wird in (7.1-97) y; in Abhédngigkeit von F und x; dargestellt (7.1-97).

Ly-(d+x
v = (F —kox)- 204 x0) (7.1-97)
#
(7.1-88) und (7.1-96) sind fiir beliebige Zeitverldufe w,(¢), x(¢), (), F(¢#) mit kleiner

Amplitude in (7.1-98) als Vierpoldarstellung mit der Matrix (B) zusammengefasst.

%
I L d L I
1 0 (d+xy)-Ly | [V R ¥ (7.1.98)
)| % k X B X
Der Kopplungsterm zwischen el. und mech. System ist (7.1-99)
/Ly ¥

0L (7.1-99)

d+xy  pyN>4,
so dass bei KoL = 0 die getrennten mech. und el. Beziehungen F| =k -x,i; =y, /L, auftreten.
Koy ist proportional zu Ky ~ ¥ aus (7.1-34) gemil (7.1-99), aber nicht identisch, weil in (7.1-
98) die Variablen x;, y; anstelle x;, i; verwendet werden.
2 2

(X +¢€) X+e X+e X +e Uy N
Neben dem Kopplungsterm Ky wird der Kopplungsfaktor x analog zum Begriff bei
magnetisch gekoppelten Kreisen (Bild 7.1-21b) eingefiihrt. Die magnetische Kopplung wird
dort durch die Gegeninduktivitdt M in (7.1-100) mit x (7.1-101) beriicksichtigt.
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j ' ' ‘ L M) (dildt
uI:Ll-ﬁ+M-d£, u2:L2.d£+M.ﬁ bzw. (uljz( ! j( . j, (7.1-100)
dt

M

N

Hier wird der Kopplungsfaktor mit x (,,Kappa“) anstelle sonst iiblich £ bezeichnet, um eine
Verwechslung mit der Federkonstante k zu vermeiden. Analog zu (7.1-101) wird mit der (B)-
Matrix (7.1-98) der Kopplungsfaktor x zwischen mechanischem und elektromagnetischem
System definiert, hier fiir Wandler Typ 1.

K=

0<k<I, M=0:xk=0; Li=L,=M:x=1. (7.1-101)

N
= (d+x9)- Lo _ # . Beachten Sie: %, =0:x=0. (7.1-102)
\/1 & (d+x0)-yLy -k
Lo

Bei x = 0 sind el. und mech. System entkoppelt! Kopplungsfaktor x und statische Stabilitét
(Kap. 6) hingen zusammen. Mit der mechanischen, dynamischen (ungedimpften) Gleichung
im Arbeitspunkt x¢ als m - X; + F; =0 folgt mit (7.1-95) die Gleichung (7.1-103).

2 2
m X1+(—%—h)2+k)'X1:—LO IO'ilz m ')'él+(—¥/—02+k)'xl
+Xg) d +x, 750 (d +xy)" L (7.1-103)
K
Die Bedingung fiir statische Stabilitét im Arbeitspunkt xy (Kap. 6) K > 0 bedeutet
2 2 2
_—TOZ +k>0:>l<(d+x03 LO:} Tg :K2<1. (71-104)
(d+x0) ‘LO k TO (d+x0) Lok

Wandler vom Typ 1 sind also statisch stabil im Arbeitspunkt +/;, xo, wenn der positive
Kopplungsfaktor 0 < x <1 ist. Bei K = 0 (grenzstabil) bzw. k= 1 tritt der Pull-in-Effekt auf.
Bei welchem Wert xo ist dies der Fall? Aus dem Gleichgewicht der statischen Magnetkraft
und Federkraft Fy = 0 und der Stabilititsgrenze k¥ = 1 (7.1-105) folgt (7.1-106) und der Pull-
In-Strom (7.1-107), der dem Strom /5 des Wandlers Typ 1 aus Bild 7.1-1 entspricht.

LoI? 1,1
2(d + x,) (d+x0) /Lo k
Lok - (d + xp)? 2 ( dj
SO BT k(g —xp) =0 = X puiiie = — | Xp—— |, 7.1-106
L() -2-(d+x0) ( 0 F) 0.Pull-in 3 F 2 ( )
+ 1] d+xypain) Nk 2 (d Ak
_ 0o 1= Lo putiein :i( 0.Pull-in) zi—-M. (7.1-107)
(d+xp)/Ly & JLo 3 JL

Wir vergleichen diese Pull-in-Daten mit jenen des detaillierten Wandlers Typ 1, Bild 7.1-1,
fiir m-g = 0, wobei e’ in Bild 7.1-21a d entspricht. (7.1-18) stimmt dann mit (7.1-106) iiberein.

2 m- ey 2 d
XPyll-in =X3=§'(XF +Tg—5j=§'(x}:—5j (7.1-108)

(7.1-19) wird zu (7.1-109) und daraus mit (7.1-9) fiir Lo (7.1-110), passend zu (7.1-107).

I3=i2-(xF+e tm-glk) |(xp+e)-k+m-g =i2-(xF+d). (xp+d)-k (7.1-109)

4 2-(xp+d) |k
B 3 Ly
Beachten Sie dazu die Beziehung fiir die Induktivitit (7.1-9) Lo(X3) gemal (7.1-111).

I3 = 1o pull-in (7.1-110)
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! N4, ugN?2hl pugN?2hl pgN?3hl ugN*3hi
0,Pull-in — = = = = ’
o X0,Pull-in +d i'(xF_;l)_{_d i'(xF"i'd) XF+d Xpt+e

(7.1-111)

Pull-in-Lage und Pull-in-Strom fiihren fiir beide Wandler Bild 7.1-1 und Bild 7.1-21a zum
selben Ergebnis!

Fiir kleine sinusférmige Anderungen um den Arbeitspunkt 1, ¥, x,, F, gemiB (7.1-112)
iy(1) =1 - cos(art + ¢,) = Re{zl el }, v () = Re{fl e/ },
3 () =RelR, e/ |, F(t)=Relf, - |

miissen auch die Induktionsspannung auf Grund der Ankerbewegung v;(¢) =dx;/dt und der

(7.1-112)

Stromédnderung di;/dt in der Spule und die Wechselgrole der von auflen angelegten
Spulenspannung ul(t)zRe{Ql-ej“”} gemidl (7.1-83) u(t)=U,+u(?), |u1/UO|<<1,

berticksichtigt werden. Mit v;(¢) = Re{ﬁl Y a’t} folgt aus (7.1-98) der Ausdruck (7.1-113) mit
der Matrix (B).

1 _

I : 4 I ¥

= 5];,0 (d430)-Lo | [ £ ] | 4 =(B)-| = (7.1-113)

F,) | o k X, F, X
Einsetzen von (7.1-97) in die obere Gleichung (7.1-98) liefert
ilzﬁ+ L4 -x1=Fl_k'xl-(d+x0)'L0+ L -x; bzw.

Ly (d+xp)-Ly Ly L) (d +x)- Lo
) (7.1-114)
. d + xO d + XO SUO
i~ - F - A k= 5 X
0 b4 (d+x0)* Ly

Die Spannungsgleichung im selben Arbeitspunkt ist ohne ohm’schen Spannungsfall (Uy = 0)
mit (7.1-88)

_ dl//l _ dll . YJO dxl
a T ey dr (7.1-115)
Der Strom wird mit (7.1-95) ersetzt:
2
ulzLO-d+x0-ﬁ—L0-d+x0- - 1}102 Y Ay
b dt % (d+x9)" - Ly dt d+x0 dt (7.1-116)
ooty 4T AR A dy
ylo dt WO dt

Fiir kleine sinusformige Anderungen um den Arbeitspunkt 1, ¥%,, xo, Fy, Up = 0 wird mit
vy =dx; /dt > ﬁl =7- w-Xl aus (7.1-114), (7.1-116) die komplexe Vierpoldarstellung (7.1-
117) mit der komplexwertigen Matrix (7) erhalten, die aus mech. Grof3en el. Gréfen ergibt.

A 1 P ~ A ~

I, | d+x 1 —~ -(k— 0 J F, I F

~ | = - 2, ! S PO B L VA B e 7.1-117
{UJ 7| o U@ Lo)| g | g, (T) o] )
]'C()'LO —Lok

(d +x)* - L
entspricht der magnetischen Federkonstante (7.1-14).

¥l

Darin ist k... =k — 5
(d + xO) . LO

ros die resultierende Federkonstante und k, =
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_ 5”02 _ Lolg _ ,uONzlg - A, _ K -(N~1)2 0 ]
k. ; . o ky S (7.1-117)
(d +)C0) 'LO (d +)C0) (d +XO) (X+€')

Mit der Entsprechung A, = A/2 (der Luftspalt d + x tritt zweimal im Feldverlauf auf, Bild
7.1-21a) folgt: A, < 2h-1, d +x5 < X +¢ . So folgt die Gleichheit fiir &, mit (7.1-14).

7.2 Magnetischer Wandler ,, Typ 2¢

Elektromagnetische Wandler Typ 2 sind mit beweglichen (,,schwingenden®) Spulen aus-
gestattet (z. B. Schwing- oder ,,Tauchspulen®, die in ein externes Magnetfeld ,,eintauchen®),
in die eine el. Spannung durch das externe Magnetfeld induziert wird. Dadurch verhalten sie
sich im Gegensatz zu Wandlern Typ 1 auch fiir Grof3signale etwa linear, so dass die
Linearisierung in stabilen Arbeitspunkten entféllt. Eine Anwendung sind Lautsprecher (Bild
7.2-1). Das elektrische Tonsignal wird in mechanische Bewegung der mit der Spule
verbundenen Membran zur Anregung von Luft-Schallwellen umgewandelt (Bild 7.2-2). Diese
sind longitudinale Druckwellen (7.2-1) mit der Wellenldnge A und Schallgeschwindigkeit
cg=A-f. Die Luftmolekiile schwingen am Ort x in Wellenausbreitungsrichtung mit der

Geschwindigkeit (Schallschnelle) v(x,t)=v-sin(2z - ((x/ A1) — f -t))) mit der Frequenz f".

N < I
Zyllndersymmetrle e Smke] ‘I ‘I | l ‘I ]

|

1

Membran ( Schallabstrahlung
ILuftdampfung d
Abﬂeckkappe

(Feder k)

Geh&use: Vermeidung
des ,akustischen
Kurzschlusses*

FPolplatten
(ferromagnetisch z >> 1)

Schwingspule i
(,Tauchspule®) !

Bild 7.2-1: Magnetischer Wandler ,,Typ 2* als Tauchspulen-Wandler fiir die Anwendung als Lautsprecher
(Quelle: Wikipedie.de).

a) b)
Bild 7.2-2: a) Elektrodynamischer Lautsprecher (Tauchspulenprinzip) mit ,,Lautsprecherkorb® bei entfernter
~2Abdeckkappe, Papier-Konusmembran und Gummi-Sicke als Feder, b) ,,Abdeckkappe (Staubschutzkalotte)
(Quelle: Wikipedie.de).
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Ap(x,t) = p-sin@r - ((x/ A)— f 1)) = Zg - v(x,1) (7.2-1)

Aus den Luftdruckschwankungen Ap(x,t) (,,Schalldruck®) entsteht je Wellen-Querschnitts-
fliche 4 die mit dieser Frequenz f schwingende, in v-Richtung wirkende Schallkraft Fs. In
groflerem Abstand von der Schallquelle sind ebene Schallwellen eine gute Nidherung fiir die
Wellenausbreitung. Fiir sie gilt zwischen Schallschnelle und Druckschwankung im Medium
Luft am Ort x (z. B. x = 0) 4p(¢) = pp -cg-v(¢) = Zg - v(¢) (Bild 7.2-3). Der Faktor zwischen
beiden als das Produkt ,Luftdichte p. x Wellengeschwindigkeit ist die ,,spezifische
akustische Impedanz* Zs. Bei einer Lufttemperatur von 20°C, einem Luftdruck p; = 1 bar =
10° Pa und einer Luftdichte p = 1.29 kg/m’ ergibt sich eine Schallgeschwindigkeit cs = 343
m/s und damit eine spezifische akustische Impedanz Zs = pi - cs = 443 Ns/m”.

G

Ap(i/:\‘(‘ ) Y A—Cq'_
N7 N T ¢

p: Luftdruck

T=1/f v

Bild 7.2-3: Ebene Schallwelle in x-Richtung im elastischen Medium (Gas, Fliissigkeit oder Festkorper) mit
lokaler Schwingbewegung der Molekiile in Wellenausbreitungsrichtung (= Longitudinalwelle) und globalem
rdumlichem Wellenbild von 4p.

Die Schallintensitét Is (7.2-2) ist die Schallleistung Ps (Kraft x Geschwindigkeit) je Wellen-
Querschnittsfldche 4 als Produkt aus Schalldruck und Schallschnelle je Flédche.

Is(t)=Py(t)/ A= Fy(t)-v(t)/ A= (Fs(t)/ A)-v(t) = Ap(t) - (t) (7.2-2)

Die mittlere Schallintensitit /s je Schwingungsperiode 7 = 1/f'in einer ebenen Schallwellemist
demnach (7.2-3).

T T ~ A T A 2
_ 1 1 2 PV _ Dt
Is—?'-([Is(t)'df—?'gp(f)'V(f)'df— - -{sm Q- f 1) dt === pey verr = 7, 023

Das gesunde menschliche Ohr junger Menschen hat bei einem Tonsignal mit der Frequenz f=
1 kHz eine Horschwelle Iy = 1012 W/mz, somit bei Zg = 443 Ns/m® Deff0 = 2-107° Pa und eine
Schmerzgrenze Isjim =10 W/mz, Dettlim = 65 Pa.

-5\2
Petto _(2-107) 10—12W I im = Peittim 65% _10 v

Zg 443 Zg T 443 m?

Die resultierende Schallkraft am Ort x der Welle Fg(t)=Ap(t)-A=Zg -v(t)- A=dg - x(t) ist
iiber den Schalldimpfungsbeiwert ds zur Schallschnelle proportional. Die Bewegung der
schwingenden Lautsprechermembran im schalliibertragenden Medium Luft stellt eine
Dampferwirkung dar, die die Membranbewegung zu bremsen versucht.

Igp =
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Bei einer Lautsprecher-Membranfliche von z. B. 4y = 80 cm’® ergibt sich ein Schall-
ddmpfungsbeiwert

dg=Zg- Ay =443-80-107 =3.54 N-s/m . (7.2-4)

In Bild 7.3-4 ist die vereinfachte Geometrie eines magnetischen Wandlers ,,Typ 2*
(,,Elektrodynamischer Wandler) dhnlich zu Bild 7.2-1 mit Dauermagneterregung fiir das
Magnetfeld dargestellt. Die Tauchspule (,,Voice coil®) ist vereinfacht als konzentrierte
(,,punktformige*) Spule (Masse m) mit N Windungen, dem Innenwiderstand R; und der
Selbstinduktivitdt L; modelliert. Der Spulenstrom i wird gespeist aus der Spannungsquelle u
mit deren Innenwiderstand R,. Die Gummifeder ist als lineare Feder £ modelliert.

, ,—™M Bewegliche Ersatzanordnung

d 2 fir Tauchspule und Membran
Wemhelselﬂ Ay Zylinderkoordinaten
v ;o 4 €;
1| 4w o [~ ® e 3
b \ Hee i 4 é’ _b""
o) | B @
N 8 N _
H; B Dauermagnetring
Iy by o | ; "‘ i
I d Huy
$ &
I Hre

v

I R’
Bild 7.2-4: Vereinfachte rotationssymmetrische Geometrie eines magnetischen Wandlers ,Typ 2
(,,Elektrodynamischer Wandler*) dhnlich zu Bild 7.2-1.

Die Uberlagerung unterschiedlicher Téne als Klang oder Sprachsignal wird durch die
Spannungsquelle u  dargestellt als Uberlagerung von  Sinuswechselspannungen
unterschiedlicher Amplituden und Frequenzen f. Diese Spannung u treibt den Strom 7, der mit
Luftspaltfeld Bs die vertikal wirkende Lorentz-Kraft F,, ~ i erzeugt, die die Tauchspule und
damit die Lautsprechermembran im Takt des Stromsignals bewegt. Dazu sind bewegliche,
biegeweiche (= diinne) Anschlussdrihte an der Tauchspule nétig! Die Lautsprechermembran
verdichtet bzw. verdiinnt die Luft je Periode 7 und fiihrt zur Abstrahlung von Schallwellen als
Longitudinalwellen. Die mechanische Dampfung d = dr + ds umfasst mit dem Beiwert dr die
Reibung bei der Spulenbewegung. Der Beiwert (7.2-4) ds wird durch die
Schallwellenabstrahlung bewirkt und stellt die ,,akustische Dampfungskraft* dar, der von der
Schallfrequenz f* abhingt. Hier wird grob vereinfacht d frequenzunabhéngig konstant
angenommen. Die Analyse des Wandlerverhaltens umfasst:

1. Magnetfeldberechnung,

2. Erstellen der dynamische Gleichungen (hier mit Newton- und Kirchhoff-Gesetzen),

3. Bestimmung der Gleichgewichtspunkte als Arbeitspunkte,

4. Berechnung des Frequenzgangs der ,,Membranbewegung® z(¢) in Abhédngigkeit von u(z).
Erwiinscht ist ein linearer Zusammenhang z(f) ~ u(f), damit das el. Sprachsignal # dem
akustischen Signal entspricht!

Fir die Magnetfeldberechnung werden vereinfachende  Annahmen  getroffen:
(1) Das Eisenjoch ist unendlich permeabel g, — o,
(i1) Streufliisse werden vernachlissigt,
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(111) Der Luftspalt ist ,klein®“: 6 << r,: Damit ist das Radialmagnetfeld Bgs(r) = p - Hs(r)

iiber die Luftspaltweite r, < r < r, + o etwa konstant.
Die zum Einsatz kommenden kostengiinstigen Ferrit-Dauermagnete haben gemif Bild 2.2.2-2
eine lineare Byi(Hy)-Dauermagnetkennlinien im 2. Quadranten der By(Hwm)-Ebene.

Die Flussdurchtrittsflichen sind an den geschlossenen B-Feldlinien, Kurve C in Bild 7.2-4 zu
betrachten. Am Ringmagneten ist Ay

Ay =(R? = (R =by)?)-w=by - (2R —by) - 7. (7.2-6)
Die Zylinderflache in Luftspaltmitte beim Eisenjoch im Spulenbereich A5 ist

As=Q2r+90) 7 1. (7.2-7)
Da keine Streufliisse erfasst werden, herrscht Flusskonstanz @ = B - As = By - Ay;, S0 dass
bei As < Ay wegen Bs =B\ -(4y/As)> By die Flussdichte im Luftspalt Bs gegeniiber
jener im Magneten By, erhoht ist (,,Flusskonzentration*). Dies ist erforderlich, da Ferrite
(Bild 2.2.2-2) nur geringe Flussdichteremanenzen By <0.4T aufweisen. Der Durchflutungs-

satz bei stromloser Spule i = 0 entlang der geschlossenen Kurve C fiir g, — oo ergibt
Hype=0:§H -d5=Hy-5+Hy -hy=0~i=0 = Hg=—Hy -(hy /).

(7.2-8)
C
Bs-As =By -Ay 4By Bespiel: Ba-Ferrit, 20°C
I & hy As Br =0.38 T, wylpg = 1.05,
Bs=py-Hs BM:_”O'_E'T'HM / ol hy =110, Ayl A; =2
Hs-6+Hy -y =0 = B
[ M M i R
Arbeitsgerade
; ; By = Br
Magnetischer Arbeitspunkt 1+:“_M_£_A;M
Ho hy As
Dauermagnetkennlinie B,y =0.31T,B;=063T
‘BM =y H +BR‘ (,Flusskonzentration®)
Hc = 288 kA/m, Hy, = -50 kA/m
-H B,/ 4 'H
c Hy, = R Mo M

Hu e A5
Hy O Ay
Bild 7.2-5: Dauermagnet-Kennlinie im 2. Quadranten und Luftspalt-Arbeitsgerade des Wandlers Typ 2. Als

Beispiel dient Ba-Ferrit, der bei 20°C eine Remanenz Br = 0.38 T und Permeabilitdt za,/1 = 1.05 hat. Als
Geometriedaten gelten hier 0/ hy = 1/10, Ay / A5 = 2.

Das Hy-Feld im Magneten ist bei positiver Luftspaltfeldstirke Hg negativ, d. h. der

Dauermagnet wird tw. entmagnetisiert (reversibel, da die By(Hy)-Kennlinie linear ist) und
wird daher im 2. Quadranten der Byi(Hwm)-Ebene betrieben (Bild 7.2-5). Die vier Unbekannten
Bs,Hg, By, Hy werden mit den vier linearen Gleichungen (7.2-9) bestimmt.

El.-magn. Grundgesetze: Hgs -6+ Hy; -y =0, Bs-As =By - Au»

. (7.2-9)
Materialgesetze: By = - H s, By = tiHy + Br s
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B§ — BR , HM - _ BR /:u0 , BM — BR )
Ay Moy Hyo O Ay Ho My As

Die Luftspaltflussdichte Bs im Arbeitspunkt (Bild 7.2-5) ist umso groBer, je grofer
Ay As, /6 sind, also je breiter und ldnger der Dauermagnet ist.

Die Lorentz-Kraft F, auf die mit i stromdurchflossene, rechtswendig gewickelte Spule (Bild
7.2-6) im Luftspaltfeld §5 =—Bjs ¢, erfolgt durch Integration der Kraft auf ein differentiell
kurzes Spulenleiterstiick ds =r7,, -d¢, das im Sinn der Stromrichtung in Umfangsrichtung
vektoriell positiv gezdhlt wird: ds =r,, -dp-é,. Der mittlere Radius beschreibt die
Luftspaltmitte r,, =7, +(0/2).

2r 2r
F =(N-i-dsxBs= |N-i-r,, - (-Bs)-dp-é,xé.=—N-i-r,, -Bs-(-&,)- |do
m o av o () r av o z
K 0 0

F. =N-i-2z-r,-Bs-é =Ky-i-¢, (7.2-11)

In (7.2-11) ist Ky=N-27-r,,-Bs der Kopplungsterm zwischen mechanischer und
elektrischer Gleichung, wie noch gezeigt wird.

lA/."l T m “z z
Ty

ravq>k ‘ ,_(i,N'i'rﬂ “‘l é
/> €¢ —

It/z Bs;=-Bs-é,

o

—l5 : B,—

Bild 7.2-6: Lorentz-Kraft F,, auf die mit i stromdurchflossene, rechtswendig gewickelte bewegliche Spule

Die Vertikalposition z der Tauchspule erreicht von z = 0 in der Mitte nach oben und unten mit
1/2 jeweils den Rand des Eisenjochs. Die Feder (Federkonstante k) ist entspannt bei z = 0 und
ist zwischen Spule und Eisenkern befestigt. Die Newton-Bewegungsgleichung fiir die Spule
mit der Masse m, deren bewegliche Stromzuleitungen vernachléssigt werden, ist (7.2-12), da
die Magnetkraft bei positivem Spulenstrom i > 0 nach oben gegen die gedehnte Feder — k- z
und gegen die Dampferkraft —d -z der Lautsprechermembran die Masse m beschleunigt.

m-36 =(F,—kz—d )& =>mitd itk z=F,=Ky-i (7.2-12)

Der Schwerkrafteinfluss ist vernachldssigt. Fiir die elektrische Gleichung muss die
bewegungsinduzierte Spannung u;¢ im Bs-Feld berechnet werden, wobei es gemidfl Kap. 2
zwei Moglichkeiten zur Berechnung von u;r bei bewegter Tauchspule gibt: a) aus der
Anderung - yi/dt der Fremd-Flussverkettung s der Tauchspule mit dem Permanentmagnetfeld
und b) mit der bewegungsinduzierten Feldstirke £,. Gemal a) ist die Flussverkettung s (7.2-
15) der Tauchspule mit dem ,,Fremdfeld* Bs und der Spulenfliche A (Flichennormalenvektor
auf ein Flichenelement: dA = dA-e,) aus dem Magnetfluss @; (7.2-13) zu berechnen, der
wegen der Flusskonstanz auch durch (7.2-14) bestimmt ist (Bild 7.2-7a).
@y = [B-dA=[B-d4-¢,=[(-B)-¢,-dA-¢,=-B- 4,
4 4 A
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Dy =—Bs - 2m-1, - ((1/2)-2z2), (7.2-14)
we(z(t))=N-@; =—N-Bs 21 -1,, - ((1/2) - z(2)). (7.2-15)
Aus (7.2-15) ergibt das Faraday-Induktionsgesetz (Kap. 2) die induzierte Spannung (7.2-16).
ui’f =—dl//f/dt=—N'Bé"27Z"l"aV'Z. (72-16)
dAn r A 17 =z éz
@) - Bs 7 | ] _
A WO Y A g PxBs=-v 855,
I dzZI Bé‘ = —B5 e,
— W B — ©® ®
a) N b) Tauchspule

Bild 7.2-7: a) Flussverkettung y4 der Tauchspule mit dem ,,Fremdfeld” Bs und der Spulenflache 4,
b) Bewegungsinduzierte Feldstirke E}, aus v und B;.

Gemal Bild 7.2-7b erfolgt die Berechnung von ;¢ gemif3 b) mit der bewegungsinduzierten
Feldstédrke Ey, in den Spulenleitern. Diese Leiter werden dabei im rechtswendigen Umlaufsinn

ds um den Flachennormalenvektor der Spulenfliche dA durchlaufen. Mit der vertikalen
Spulenleiter-Geschwindigkeit v =zZ-¢_ ist Eb =V X E§ . Die induzierte Spannung ldngs eines
Leiter-Wegelements E, -ds wird mit Bs=-Bs-¢., ds=r, -dgp-e, fur die Spule
aufintegriert.

2 2
iy =N-[(GxBs)-di=N- [2:(-By) 1y dp- (2, x8,) 8, =—N -2 Bs 1 [dop,
s 0 0

Ujg =—N-Z:Bs-27m 1, (7.2-17)

in Ubereinstimmung mit (7.2-16). Kontrolle der Richtung von Ey,: Bei Bewegung der Spule
nach oben v > 0 verringert sich ihre Flussverkettung yt. Ey ist daher so gerichtet, dass es in
der (gedanklich) kurz geschlossenen Spule einen Strom i in Richtung E treiben wiirde, so
dass der von ihm erregte Fluss die urspriingliche Flussverkettung yt aufrecht zu halten
versucht (Bild 7.2-7b). Seine Lorentz-Kraft F ~ i-Bs wirkt dabei gegen v.

Die Selbstinduktivitit L; der Tauchspule wird mit dem idealisierten Feldbild Bild 7.2-8
bestimmt.

d;in l A B N" f‘
) u,ti /
2)-z = { v/
o— 1 [ @ ]
] - }
U2) + 2 7B y
; / I ‘?c&u
! r - =
E‘_ av I

Bild 7.2-8: Idealisiertes Feldbild der Tauchspule, erregt durch den Spulenstrom i, zur Bestimmung der
Selbstinduktivitit L; der Tauchspule.
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Dazu wird das Spuleneigenfeld H. mit dem Durchflutungssatz (7.2-18) berechnet. Im ideal
magnetisierbaren Eisen ist die magnetische Feldstérke Null: g, — o0 Hp, . =0. Auch das
Spulenfeld, dessen Feldlinien sich {iber den Dauermagnet schlieBen, ist vernachldssigbar
klein, da die Dauermagnet-Permeabilitit etwa sy = 1 ist und /sy >> Jist. Daher verbleibt nur
der Fluss innerhalb des Luftspalts, dessen Flussdichte bei unsymmetrischer Spulenlage z # 0
oberhalb und unterhalb der Spule wungleich ist: B, ,#B.,. Daher ist auch

He,o :Be,o//uO # He,u :Be,u/:uO'

§H,-d5=Heo 5+ Hyeg-Spe+ Hey 0 =Hey-0+H,-6=0=N-i, (72-18)
c

Beo 0+ By -0=ypy N-i. (7.2-19)
Aus der Flusskonstanz @, = B, , - 27 - 1, (é - zj =B,y 27 1y (é + ZJ (Bild 7.2-8) folgt
B, o(2) (é - z} =B, ,(2) (é + zj = B, (2) = %5—]\;1 - (é + zj (Bild 7.2-9). (7.2-20)

Ho-N-il |
25 |

— |
-
——— T

L] |,

-1/2 12

Bild 7.2-9: Luftspaltflussdichte des Spulen-Eigenfelds beim Spulenstrom i ober- und unterhalb der Spule B,
und B., sowie die Spulenselbstinduktivitit Z; in Abhéngigkeit der Lagekoordinate z der Tauchspule.

v N-@ N2 I I 271, (12
Li(Z)ZTe: - € Zﬂoé‘ll .Zﬁ.n‘“’(EJrZJ.(E_Zj:’UO.NZ'5—,?'[2_22] (72-21)

1

Die Selbstinduktivitdt Li(z) ist abhingig von der Lage z der Tauchspule (7.2-21). In der
Néherung von Bild 7.2-8 fiir das Spulenfeld wird dieses bei z = +//2 Null, so dass dort auch Z;
= 0 ist. Tatsdchlich muss aber die als ,,Kreisschleife modellierte Spule auBlerhalb des
Luftspalts fiir z >> [/2 immer noch als Grenzwert die Selbstinduktivitit Ljy einer
Kreisschleifen-Luftspule haben. Mit dem Spulenleiterradius  der Kreisschleife ist dieser Wert
(7.2-22) fiir die Geometrie r,, /r >2 (Bild 7.2-9) allerdings klein und interessiert hier nicht,

da wir nur //2 > z > -//2 betrachten.
Lig~ iy N* - 1y, -[In8- 1, /) - 2], giiltig fiir 7, /r>2 (7.2-22)

Die gesamte Selbstinduktionsspannung in der Spule umfasst neben der Bewegungsinduktion
zufolge dz/dt auch die Ruhinduktionsspannung u;. zufolge di/dt. Mit der Kirchhoff schen
Maschenregel folgt die Spannungsgleichung (7.2-24) mit dem Spuleninnenwiderstand R; und
einem dulleren Widerstand R, zur Spannungsquelle u(¢) hin.
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d(Li(z)-i) . dL(z) . di
u, ., =—dy,(t)/dt = —— =—j-—=.z-L(z)-— 7.2-23
ie we(?) i a i(2) o ( )
u@®)+u () =u(@)+uo+tup=(R, +R)i=R-i, R,+R =R (7.2-24)
u(t)zR-i+i-dLi(Z)-2+Li(z)-%+N-z'-Bg-27r-rav (7.2-25)
2
qu-i—yo-Nz-%-i-z-myO-N2-2’;—;“- %—22)-1:+N-Z'-B(5-27r-rav (7.2-26)

Wegen i-z-2 und z2.i ist (7.2-26) nichtlinear. Mit der Vereinfachung fiir kleine

Bewegungsamplituden -//2 << z << [/2 ist L; etwa konstant, und (7.2-26) wird linear (7.2-28).
2 2
l——ZZ zl—:> Li SN .N2 .72.}/'+5Wl:konst.:> dLl(Z) —

u=R-i+Li%+N-2-B5-27z-raV:R-i+Li%H{O-z, Ky=N-Bs-27 1, (7.2-28)

0 (7.2-27)

Der Kopplungsterm K, koppelt die mechanische und die elektrische Gleichung.
m-2+d-z'+k-z=K0-i,qu-i+Li-%+K0-z' (7.2-29)

Die Gleichgewichtslagen Z zum nichtlinearen System (7.2-12), (7.2-26) werden mit d./dt =0
erhalten. Dann gilt u(¢) =konst.=U, z(¢) =konst.= Z, i(¢) =konst.= . Aus (7.2-12), (7.2-
26) folgt (7.2-30): Die Gleichspannung U treibt den Gleichstrom 7 in der Spule, der mit dem
Dauermagnetfeld eine konstante Lorentz-Kraft erzeugt, die die Spule gegen die Federkraft aus
z =0 in die Lage Z schiebt. Bei U > 0 wird die Spule nach oben gezogen (Z > 0), bei U <0
nach unten: Z < 0.
k-Z=Ky-1I, (Ry3+R)-I=U = Z:ﬁ- v fiir —LSZSL. (7.2-30)

k R, +R 2 2 '
Im Gleichgewicht (d./dt = 0) ist das nichtlineare System (7.2-12), (7.2-26) LINEAR. Die

nichtlinearen Terme i-z-2 und z>-i verschwinden. Die Gleichgewichtslage Z ist
proportional zur angelegten Spannung U!

Bild 7.2-10: Anwendung zu Wandler Typ 2: Gleichspannungsmessung U bzw. Gleichstrommessung / im
Drehspulinstrument iiber den stationdren Drehwinkel y der Spule.

Beispiel 7.2-1: Eine Anwendung dafiir ist die Spannungsmessung bzw. Strommessung im
Drehspulinstrument (Bild 7.2-10), wo die Spule drehbar gelagert ist, so dass anstelle der
Linearbewegung z die Drehbewegung mit dem Drehwinkel y auftritt. Dieser Drehwinkel ist
gemal (7.2-30) gemédll y ~U ~ I proportional zur angelegten Spulengleichspannung U bzw.

zum Spulengleichstrom /, so dass beide iiber y messbar sind.
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Statt der Linearbewegung z des Wandlers ,,Typ 2* tritt nun die Drehbewegung z =y -r auf.
Dabei ist die Umfangsldnge der Spule des Wandlers Typ 2 im B-Feld 2z -r,, zu ersetzen
durch die Lange der Spulenseiten 2-/ im B-Feld. Daher ist die bewegungsinduzierte
Spulenspannung anstelle (7.2-16) up =—N-Bs 2l-z=-=N-Bs-2l-r-y. Mit der Lorentz-
Kraft je Spulenleiter einer Spulenseite F,, =N-i-/-Bs; wird mit M, =2F, -r das
Drehmoment auf die Spule bestimmt M, = N-i-2/-Bgs-r. Mit dem zu K entsprechenden
Kopplungsfaktor Ko =2-N-Bs-l gilt u; s =-K'gr-y, My, =Kq-r-i. Mit der Masse m je
Spulenseite (inklusive Stirnverbindung) wird die Spulenmasse 2m erhalten. Damit wird die

mechanische Gleichung des Wandlers Typ 2 m-Z+d-zZ+k-z=F, umgerechnet in die
Drehbewegung (7.2-31) des Spulenkorpers in Bild 7.2-10.

2m-r* -y +2d-rt g+ 2k-rt oy =2F, r=M, =Kj-r-i (7.2-31)

In (7.2-31) ist J=2m- % das polare Tragheitsmoment der Spule um die Vertikalachse,
d'=2d-r* die entsprechende Dimpfung der Bewegung und k'=2k-r? die
Drehfederkonstante.
J-y+d -y+k-y=Ky-r-i (7.2-32)
Anstelle (7.2-28) wird die elektrische Gleichung (7.2-33) fiir die Drehbewegung ermittelt.

di di .
(R,+R)-i+L -Zizu(z)mi,f = (R, +R)-i+L 7;+K() ey =u(t) (7.2-33)

Die Winkellage der Drehspule fiir statisches Gleichgewicht folgt mit d./df =0 aus (7.2-33)
gemal (7.2-34) und erlaubt so die Gleichspannungsmessung U bzw. Gleichstrommessung /.
Ky-r U
d/dt=0—>u(t)=U:y==""—. S>y~U~1I ;
u(t) rE e R ar (7.2-34)

a 1

Beispiel 7.2-2: Frequenzgang des Wandlers Typ 2 als Lautsprecher im Arbeitspunkt (U, 1):
Da der Wandler Typ 2 mit (7.2-27) etwa linear ist, entfdllt die Notwendigkeit der
Linearisierung im Arbeitspunkt. Der Frequenzgang wird arbeitspunktunabhéngig, solange

gilt: |z| << [/2 . Mit der Vorgabe der Gleich- und tiberlagerten Wechselspannung
u(z)=U+U-coswt=U+Re{0-ef”f} (7.2-35)
folgt der zugehorige Gleichstrom und um ¢ phasenverschobene Wechselstrom allgemein
i(ty=1+1-cos(wrt+p)=1+ Re{i Lel? eI }= I+ Re{j el } I=1-¢/%. (7.2-36)

Die um den Arbeitspunkt Z iiberlagerte oszillierende Spulenbewegung ist um den Winkel o
zur Spannungslage phasenversetzt.

2(0)=Z+7 cos(@t +a) = Z +RelZ e/ e |2 Z 1 RelZ e/} 7 =7 eI (7.2-37)
Mit dem resultierenden Spulenwiderstand R =R, + R; ergibt das Einsetzen von (7.2-35),
(7.2-36), (7.2-37) in (7.2-29) nach Kiirzen von U=R-1, k-Z =K, -1 den Gleichungssatz
(7.2-38). Dessen Losung mit der Cramer’schen Determinantenregel ist (7.2-40), (7.2-41).

(~0* -m+ jo-d+k)-Z-Ky-1=0, jo-Ky-Z+ R+ jo-L)-1=U bzw.

—0? m+jo-d+k -K, ALK (7.2-38)
( jo- K, R+ja)-LJ'(ij_(0j
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— 20 / . —
Det=| @M@tk Ko o (Co? m+ jo-d+k)-(R+ jo-L)+ jo-K? (7.2-39)
ja)'KO R+]a)L1
. 1 o =K K,-U
Z=—|, 0= 0 5 (7.2-40)
Det U R+ jo-L| (0" -m+jo-d+k)-(R+jo-L)+ jo-Kj

i_ 1 ot mjo-d+k 0f_ (~0” -m+ jo-d+k)-U (7.2-41)
= Det jo-K, U (-0* -m+jo-d+k)-(R+jo-L)+ jo-K; '

Aus dem Frequenzgang fiir die Spulenschwingungsamplitude Z und die Stromamplitude I
wird die Spuleneingangsimpedanz Z, = U/i=0/1 (7.2-42) berechnet.
jo-Kg

—a)z-m+ja)-d+k

ja)'Ko‘Z

R+ jo L+ =R+ jo-L+ =Re{Z }+ /- Im{Z.} (72-42)

oK} -d+ jo-K§-(k—o® -m)
(k- a? -m)? +o* d?
Der Realteil Re{g e}: R+ Rg umfasst neben den ohm’schen Verlusten im el. Widerstand R

die Reibungsverluste und die akustischen ,,Verluste* der abgestrahlten Schallleistung, die
durch den ,,akustischen Strahlungswiderstand* Rg (7.2-44) erfasst werden.

~ w* K§-d @K /(m-7)
k-0 m) et -d> (@f -0 +(olT)
In (7.2-44) sind als Abkiirzungen (7.2-45) die mechanische, ungeddmpfte Eigenkreisfrequenz
ay der Spule bei i = 0, die Dampfungszeitkonstante 7= 74 = 1/@wy und ax verwendet.

og=kim, t=ml/d=1/w5=Ty, ag =Ki/(R-m) (7.2-45)

=R+ jo-L;, +

=R+Rg+j- (oL + Xg) (7.2-43)

I~ S 1~ S

Rs (7.2-44)

Der Imaginirteil Im{Z }=w-L; + X5 umfasst neben der Spulenselbstinduktivitit L; die
w3trahlungsreaktanz® Xs (7.2-46).
a)-Kg-(k—a)z-m) a)-(a)g—a)z)-(Kg/m)
Xs = 2 2, .2 2 2 22 2
(k-0 -m)y+0°-d () —o”) +(w/7)

Diese Strahlungsreaktanz X ist fiir kleine Kreisfrequenzen @ < ay wegen Xg(w)>0 eine

frequenzabhingige Induktivitit Lg(a’) = X/ @ (7.2-47).
2 _ (@ —0”)-(Kg/m)

Ls(@T)="——55 2

(wy —0”) +(w/7)

Fir hohe Kreisfrequenzen @ > @ ist Xg(w)<0 wund entspricht daher einer

(7.2-46)

(7.2-47)

frequenzabhingigen Kapazitit Cs(a?) = -1/(X5).
(a)g — a)z)2 + (a)/r)2

o (@ - ) (Kg I m)

Der akustische Strahlungswiderstand Rg ~d verschwindet bei d = 0 = dr + ds. Bei reibungs-

freier Bewegung dr = 0 verbleibt nur die Dadmpfung durch Schallabstrahlung. Die
abgestrahlte Schallleistung Ps ist daher bei reibungsarmer Bewegung dr << ds proportional zu
Rs ~ ds (7.2-49). Sie wird mit der Schalldimpfungszeitkonstanten 75 = m/ds durch (7.2-50)

bestimmt und wird auf die ohm schen Verluste UZ; /R bezogen.

Cs(0?) = (7.2-48)

w* g - (R/1g)

R =
S (a)g - a)z)2 + (a)/rs)2

(7.2-49)
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A2 A2 A2
.72 Rq-|l Ro-|I| /2 Re-|ll ‘R
PS:RS'Igff:RS 1 _ s H :pS:UeZZS/R: (S]ez‘ff‘/R _s (Uz

(7.2-50)

2 2
Die Berechnung dieser ,,normierten Schallleistung ps des magnetischen Wandlers ,, Typ 2
als Lautsprecher erfordert das Einsetzen der Stromamplitude (7.2-41) in (7.2-50). Mit den
Abkiirzungen (7.2-45), der charakteristischen Kreisfrequenz oy (7.2-51) und 75 folgt aus (7.2-
41) der Ausdruck (7.2-52) bzw. (7.2-53).

oL =R/L;, =1/T;, tg=m/dg (7.2-51)
22y $
(7.2-41y: [ = (@ —@)+ ] (@/75) i .%
@+ =)+ j- P )t jo- RO
Tg R R-m
. (@5 —@*)+j (0] 15) U
- (wg+j'2—w2)-(l+j-£)+ja)-a)K R (7.2-52)
Ts Wy,

i (@ — @) +j-(@/75) U
N 2_w’ R 7.2-53

@ -0 (14— Nt jo-(og + -+ D" (7.2-53)

W Tg s
Daraus folgt sofort das Betragsquadrat (7.2-54), das mit (7.2-49) in (7.2-50) eingesetzt wird.
a2 (@ — ) +(0/15)° U
2 2 2) R 7.2-54
(wg—wz-(1+ )] +a)2-(a)K+1+wO @ J ( )
w7y Ts W
Nach Kiirzen von (a)g — a)z)2 + (a)/rS)2 und U?/R? wird (7.2-55) erhalten.
Ps = 02 - 2 | NS (7.2-55)
(a)g—a)z-(ﬂ )] +o | o +—+ 0" '
LT 7s WL

Da die Spulenselbstinduktivitdt L; ~ g (7.2-21) i. A. sehr klein ist, ist die elektrische
Déampfungskreisfrequenz a = R/L; ~ 1/L; 1. A. deutlich grofer als die mechanische

Eigenkreisfrequenz @, = vk/m << oy (Bild 7.2-11).

| | l -
| | | T

0 @y @,
Bild 7.2-11: Typische Frequenzskala des akustischen Wandlers Typ 2

Es werden demnach die drei Kreisfrequenzbereiche 0<w<<awy, @y<o<wy, o <<o
unterschieden, fiir die ps zu bestimmen ist (Bild 7.2-13).

2 2 2 2
DO0<w<<awy: <2 %X __ 2 .ﬁ.&_w?ﬁ,(zﬂ"”av'N'Bé) 7956
OIS s (kim? m Rem © R 2 > (7239)
wy T8 (k/m)” m K-m k
2 2
0" - og /T, o g T
Dwy<ow<aop:ps~ ; 1 za)K 2S lzz ; lesz’
o -(l+—) "+ (g +—) o -(1+ )
T,

S s WLy
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, ot oglts  wg 1 dg K§ 1 dg (uer,-N-By)® K (.25
o = _ __ 1 4 Bo _ 1 4 X .
w* w?1g @ m R-m @* R k* m?
2 2 2 2
o g /T cog I T 1 R dy K
Nw>>wp:pg~ ; wl; s __“L a)4K S:_4._2._S.R_0’
w -(—a) /a,L)Z w w L m -m
1 R-dg 2z-r,-N-Bs)*
pPs ¢ ' : (7.2-58)
o' I} m?

Fiir kleine Frequenzen steigt die Schallleistung mit ¢, sinkt dann zunéchst mit 1/&* und bei
hohen Frequenzen mit 1/&', weil die trige Masse der Tauchspule der raschen Stromfrequenz
des akustischen Tons nicht mehr ausreichend schnell folgen kann. Das Maximum der

,hormierten” Schallleistung ps fiir eine Frequenzskala gemif Bild 7.2-11 liegt bei @ << @y
und wird aus (7.2-55) mit der Ndherung @, << @y ,1/7g << o; gemdl (7.2-59) bestimmt.

2
~ (4] 'a)K/TS _ 2\
wy —0° | +o° (g +—) ¢
s
Mit A =wg +i und pg(&) ~ f(&) = 3 = dps =0 und der Nebenrechnung
s (2-cf+ca 45
d _,_ 1 S (2@ -9+ A)

€ g -efvea (@f-07 e af

folgt die Bedingung (a)g - 5)2 +&-A-&E-(-2- (a)g - &)+ A)=0, aus der sich nach Kiirzen
von &-A4 die Beziehung ((a)g -&)+28)- (a)g -&)= (a)g +&)- (a)g - &) =0 ergibt. Daraus
folgt die Losung & :a)g bzw. @? :a)g bzw. @ = @,. Das Schallleistungsmaximum des
Lautsprechers ps max tritt fiir ey << @ bei der ungeddmpften mechanischen Kreisfrequenz

® = ay auf! Bei mechanischer Resonanz o = a erfdhrt die Spule die grofite
Schwingungsleistung, daher ist dort auch die Schallleistung ps maximal!
wg /T Wy T
(7.2-59): ) << &L P pay = Ps(@=y) =— 15 AR 60
(a)K-I-—)Z (a)K-rS+1) (7.2-60)
s
_ (Q@-ry-N-Bg)*/(R-d)
= PS,max Wy<<a| - (7.2-61)

(((2;; 1y - N-Bs)? (R-dy)) +1)z

Wie miissen die Parameter des Lautsprechers N, Bs, R, ray, ds gewdhlt werden, dass die bei an
auftretende Maximalleistung psmax als psopt MAXIMIERT, d. h. optimiert wird? Es héngt
Ps.max (7.2-60) vom Produkt a = wy - g ab. Daher erfordert die Optimierung

d, d,
Psman _ Wsman gy 4f_@ |1 24 __g (7.2-62)
d(og -75)  da da\(a+1y ) (a+1f (a+1)
Aus (7.2-62) folgt die Losung a+1-2a =0 bzw. a = wg -7 =1. Somit gilt fiir eine optimale
2 2
Maximal-Schallleistung die Bedingung wy -79=1 _ Ko om_ Ko bzw. Kg =R-dg

R-m ds Rds
bzw. (2z-r, N -B(;)2 =R-dg (Bild 7.2-12). Es tritt die maximal mogliche abgestrahlte

Schallleistung (7.2-63) bei diesem optimierten Lautsprecher auf.
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Sie betrigt V4 der fiktiven ,,Normierungsleistung® (Uss)*/R!
1 1 _ F S,opt

2
Ps,opt = Ps,max (@k -7 =1)= W iU R Fs opt = Uty /(4R) (7.2-63)
eff
Wegen
2
o -wy - (R/T
Rg(ay) = o (RIzs) | =y (R-75)=R-(wg -75)=R-1=R (7.2-64)

2 232 2
(@ -0 +(@/75)° |,
ist die Optimierungsbedingung @y -7q =1 identisch mit der ,,Leistungsanpassung*

R =R; + Ry = Rs(an). (7.2-65)

Ps,max

4

wy<<ay

1 —
0.254
0 >
0 1 Wy Ty

Bild 7.2-12: Abhéngigkeit der maximalen Schallleistung von dem Parameterprodukt ax zs.

20-1g pg /dB

Ao 1 4
0——____‘ _____________ . BeJSQ’e’: ICUOTS =1: a)g TS wgrsz
i ‘ ' A
: , Verlauf mit Naherung o, >> @,
7 (RN RS, AR B QL b i e o

2

40 dB / Dekade pg ~ & -40 dB / Dekade pg ~ Vo

——————————————————————————————————————————————

— 80+

N
L —10
~100—+

f — - 10-1g(@/ @)/ dB
0 10 =g \20
=@ 80 dB / Dekade pg ~1/o*

Bild 7.2-13: Magnetischer Wandler ,,Typ 2“ als optimierter Lautsprecher: Frequenzgang der normierten
Schallleistung ps bei kleiner Tauchspulen-Selbstinduktivitit @y >> ay und dem Beispiel ayzs = 1.

In Bild 7.2-13 ist der Frequenzgang der normierten Schallleistung fiir den optimierten
Lautsprecher R; + R, = Rs(an) bzw. @y -7g=1 als Bode-Diagramm fiir eine ,kleine*

Spulenselbstinduktivitit gemdl @ >> an dargestellt. Im Bild endet die Niherung
ps(@) ~ w® fir 0<w<< @y (7.2-56) bet w=w, mit dem Wert pg = vy /(a)g -7g) . Fir das
Beispiel @) =1/7g hat dies den Zahlenwert pg = wy -7g =1 bzw. 0 dB.
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Das logarithmierte Leistungsmaximum (7.2-60) bei @ = axy betrdgt um 12 dB weniger:
20-1g(ps opt) =20-1g(1/4) =-20-1g4=-12dB.

Der Amplitudenfrequenzgang der Membran-Schwingamplitude, bezogen auf die
Spannungsamplitude des Tonsignals, ist mit (7.2-40) und den Abkiirzungen (7.2-51)

é = 5 S K /KO‘ : bzw. (7.2-66)
O] (@) -+ j-(@/s)-(1+ (@) o ) + jo- o
g_ wx | K
U 2_ 2 7.2-67
\/(a)g—a)z-(lJr1))2+a)2-(a)K+1+w0w)2 ( )
7s 73

Mit der o. g. Annahme @, << @; wird (7.2-67) fiir die drei Frequenzbereiche gemif Bild 7.2-
11 ausgewertet.

/ K K
DO0<wo<wy: ész/ 0 _ a)Kzz 0 — konst. (7.2-68)
oaf Rl kR |
0
Z /K ) K
Doy <w<ap: |Hr- KL K- 0 (7.2-69)
U (-0*)? Ko oo Rmo

A

o wy /Ky _oxop K
Fiir @y << @, kann (7.2-67) auch als (7.2-71) vereinfacht werden, und ist in (7.2-72) an der

U

o <<w:

T (7.2-70)

Stelle @, ausgewertet.

z wg /Ky
oo 1 (7.2-71)
\/(a)g—a)z)2+a)2-(a)K +—)? '
s
é’\ N a)K /KO _ Q)KTS /KO g N ;
S o - 7 - . ' 7.2-72
Ulp g (o +i) wy - (g g +1) Ul oreat 220 Ko ( )

s
Beim optimal ausgelegten Lautsprecher mit awx 75 = 1 ist ‘Z (wg)/ U ‘ ~1/(2wyK). Werden die

Parameter £ und m so gewidhlt, dass @, =+k/m :a)K:Kg /(R-m) (7.2-51) ist (siche

Beispiel Bild 7.2-13), so erhalten wir die Bedingung R-Vk-m :Kg. Wegen wygrg=1 ist

auch @,yrg =1 (siehe oben). Daher ist (7.2-72) auch
N 1 . TS

op.oxts=l 2wy Ky 2-K,

Somit wird die horizontale Asymptote des Amplitudenfrequenzgangs fiir @ << ay (7.2-68)

/U

N>

(7.2-73)

VA g 1/7g 1 g V4

—| = 7 = > = X :K— ~ —_ (72-74)
U KO o KO Q) 0" Ts®y * Wy 0 P
Die Asymptote an den Amplitudenfrequenz fiir ap > @ >> ay ist geméiB (7.2-69)

A A

Z

e g

~

Ko-a)2

~
~

~ 'S (Bild 7.2-14).

und betrigt bei w= ay wie (7.2-74) auch 5
KO -y KO

(2]

U
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20-1g—= /dB Wy Tg =1
N0 /K, s
Verlauf mit Naherung e >> oy
6 P N —201g(1/ D)= 20-1g2 =6 |
~20+ ! !
-40 dB / Dekade
) Ll
I e T C e [
L -1---1-
_80__
~100—+

Bild 7.2-14: Zu Bild 7.2-13: Magnetischer Wandler ,,Typ 2 als optimierter Lautsprecher: Frequenzgang der
normierten Membran-Schwingungsamplitude bei kleiner Tauchspulen-Selbstinduktivitdt o >> @y (= fiir grofie
elektrische Dampfung) und den Fall ayzs = 1.

In Bild 7.2-14 ist die Membran-Schwingungsamplitude Z auf U - 75/ K bezogen, so dass fiir

kleine Kreisfrequenzen @ << ay der Wert 0 dB auftritt. Gemal (7.2-74) tritt bei ® = a fiir
das Beispiel amzs = 1 der Wert -6 dB auf. Im Bereich quadratisch mit der Frequenz f
zunehmender Schallleistung Ps (Bild 7.2-13) ist die Schwingungsamplitude der Membran als
Weg z(¢) gemidll Bild 7.2-14 direkt proportional zur Amplitude des Tonsignals u(?). Ist der

Lautsprecher z. B. fir f; = 1 kHz bzw. o, =27-10° = 6383/s ausgelegt, betrdgt fiir das

Beispiel ayzs = 1 die Schalldimpfungszeitkonstante 7q=1/@;=0.157ms. Bei einem
Auslegungswert 7/ Ky =0.125mm/V wird fiir ein Tonsignal U=1V bei 1 kHz eine
Amplitude der Membranschwingung von nur Z (wg) = U- 74 /(2K;)=62.5 ym auftreten.

Zusammenfassung:
Im Vergleich zum magnetischen Wandler Typ 1 ist beim Wandler Typ 2 nicht eine Kraft auf
magnetisierbare Korper ma3gebend, sondern die Lorentz-Kraft auf stromdurchflossene Leiter.
Es tritt daher kein instabiles Verhalten bzw. kein Schnapp-Mechanismus auf. Die
Bewegungsgleichungen sind bei konstanter Spuleninduktivitdt L; LINEAR, so dass keine
Linearisierung und Kleinsignaltheorie erforderlich sind. Als zwei typische Anwendungen
wurden das Drehspul-Messinstrument und der elektrodynamische Lautsprecher behandelt.
Um solche Wandler Typ 2 allgemein zu charakterisieren, um sie fiir unterschiedliche
Anwendungen im Frequenzbereich untersuchen zu kénnen, wird wie beim Wandler Typ 1 die
Geometrie auf die Grundziige vereinfacht (Bild 7.2-15). Danach bedient man sich wieder der
ungeddmpften Wandlergleichungen im Arbeitspunkt xo, Fo, Uy, lo, ¥ mit der Vierpol-
darstellung. Dabei wird angenommen, dass die Luftspaltflussdichte Bs vom Permanent-
magnet konstant eingeprégt ist, die Feder & bei x = 0 entspannt ist, die Tauchspule durch eine
konzentrierte N-windige Rechteckschleifenspule modelliert wird, deren rechteckiger
Querschnitt die axiale Lange / hat. Die Spuleninduktivitéit heifit im Folgenden anstelle L; wie
bei Wandler Typ 1 Ly und wird unabhéngig von der Spulenposition 0 < x < 4 angenommen.
Die Spulenflussverkettung mit dem PM-Feld ist maximal bei x = 0 mit ¥, =N -2h-1-B;.
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Diese Spulenflussverkettung mit dem PM-Feld hingt von x ab gemaB (7.2-75).
Yo(x)=¥,-(1-(x/h)), 0<x<h. (7.2-75)

Bewegliche Anschlussleitungen Fl

i, A [

Br)'
i e ,UFE_> 09- ----- e
h 5 o
a{enk
Fm:‘fz éﬂM z;ul) F.m';2
s
el e et . — e
.ch_>OO

Bild 7.2-15: Vereinfachung des Wandlers Typ 2 auf seine wesentlichen Eigenschaften mit einer konzentrierten
Rechteckschleifen-Tauchspule.

Die Spulenbewegung x(f) =x, + x;(¢f) um den Arbeitspunkt x, erfolgt so, dass sowohl der
Arbeitspunkt als auch die aktuelle Spulenposition innerhalb des Luftspalts liegen: 0<x, <4,
0<x<h. In gleicher Weise werden mit F(t)=Fy+F @),y ()=% +y,(@),i(t)=1y+i()
die Abweichungen von Kraft, Flussverkettung und Spulenstrom vom Arbeitspunkt
beschrieben. Da der Wandler Typ 2 mit L, = konst. linear ist, ist eine Beschrinkung auf kleine
Bewegungen x;(f) << x, nicht nétig, solange 0<x</# eingehalten wird. Die resultierende

Spulenflussverkettung aus dem Spuleneigenenfeld und PM-Feld ist dann
Osx<h: y@)=y(x(),0)=Ly-i()+¥,-(1-(x/h))  mit (7.2-76)
. . 2] Tp * X1 /h
SUO :LO '[0 +5Up (1—(XO/]’I)), /4] :LO il _S[/p 'xl/h:ll =t
Ly Ly
Mit der gesamten Spulenleiterlinge /,:=N-2-/ im PM-Magnetfeld, also ohne

(7.2-77)

Stirnverbindungen zwischen zwei Spulenleitern, ist der verdnderliche Spulenstromanteil
ﬂ+N-2h-l-B5-x1/h :ﬂ+N-2-l-Bg-x1 :ﬁ+le-B5 X
Ly Ly Ly Ly Ly Ly

Die Lorentz-Kraft auf die gesamte Spulenleiterlinge im PM-Feld F,, =N -2-1-Bs-i und die

i = (7.2-78)

Federkraft Fy =k-x ergeben die resultierende Kraft F auf die Spule, die in den konstanten
Anteil Fy und den zweitabhingigen Anteil F'(¢) zerlegt wird (7.2-79), (7.2-80).

F=F,+Fg=N-2-1"Bs-i+k-x=N-2-1-Bs-(Iy+i)) + k- (xo+x))=Fy + (7.2-79)
F():N'z'l'Bé"]O“r‘k'X(), Fl(t)zN-2-l-B5-il(t)+k-x1(t)=le-35-i1+k-x1 (72-80)
Mit i; aus (7.2-78), eingesetzt in (7.2-80), wird die verdnderliche Spulenkraft F; erhalten.
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B - B - 2p2

Fi=1Byij+k-x =1 By (ValeBsxy g e Bsvn [ LBs 4 (7281
Ly Ly Ly 0

Die Spulengeschwindigkeit v;(¢) =dx; /dt wird in (7.2-81) berticksichtigt gemiB (7.2-82), so

dass der Strom i; in Abhangigkeit von F; und v, ausgedriickt werden kann.
F.(0) k-jvl(z)-dr

Fi=I1,-Bs-ij+k-|v-dt = ()= (7.2-82)
1=l Bs iy J.l 1) I B I B,
(7.2-78) und (7.2-81) sind in (7.2-83) als (B)-Matrix angeschrieben.

1 LB

I Ly Ly ('/’1)
= 5 : (7.2-83)

(Flj le-Bs (.- Bs) s X1

Ly L

Der Kopplungsterm zwischen mechanischem und elektrischem System Ky =/, -Bs/L,
entspricht dem Ausdruck K, =N-27-r,, -Bs aus (7.2-11), jedoch dividiert durch die
Spulenselbstinduktivitét Ly. Ohne diese Division gilt

Ko=Kop-Lo=le-Bs=N-2:1-Bs < Ko=N-27 1, -Bs =1 - B, (7.2-84)

denn die dem PM-Feld ausgesetzte Spulenleiterlinge des rotationssymmetrischen Wandlers
Typ2inBild 7.2-4ist [, =N -2x-r,, . Bei Ko =0 bzw. Kop =0 1st i; =y /Ly und F| =k - x.
Wie in (7.1-102) wird der Kopplungsfaktor x berechnet (7.2-85), der ohne PM-Magnetfeld
natiirlich Null ist.

lo-Bs/L l.-B
K= ¢ 00 = ¢ 9 . Beachten Sie: BeiBs; =0:x=0.

\/1 .(MJr ) Ve Bs)? + Lok (7.2-85)

Beim magnetischen Wandler ,,Typ 2* ist mit der Feder £ > 0 stets statische Stabilitit
vorhanden. Mit der magnetischen Kraft und der Federkraft F| =/, - Bs -i; + k- x; (7.2-80) wird
mit dem 2. Newton-Axiom die dynamische Gleichung (7.2-86) flir ungeddmpfte Bewegung
im Arbeitspunkt xo, +/y, F erhalten.
mx1+Fi :ijxl+le B5l1 +k-x1 =03mx1+&x1 :—le B5 ll (7 2_86)
T K ’

Die Bedingung fiir statische Stabilitdt im Arbeitspunkt x, ist (Kap. 6) K >0, was wegen
K =k >0 stets erfiillt ist. Da der Wandler Typ 2 stets statisch stabil ist fiir alle Arbeitspunkte
11, X0 (0 < x < h), tritt KEIN Pull-in/Pull-out-Effekt wie bei Wandler Typ 1 auf! Die in (7.1-
104) korrespondierende Bedingung fiir statische Stabilitét k2 <1 wird vom Wandler Typ 2
wegen 0 < k<1 (7.2-87) erfiillt, solange eine mech. Feder & > 0 vorhanden ist!

l,- Bs
\/(le ‘Bs)’ +Lo-k
Sind die zeitlichen Anderungen um den Arbeitspunkt sinusformig gemif (7.1-112)
(1) = Iy -cos(@t + ;) = Rell, - €™ [, yy (1) = Rel#, - |, x(1) = Relk, -¢/' |,
Fy(t)=RelF, -/}, wird aus (7.2-83) cbenfalls die (B)-Matrix erhalten (7.2-88).

Die Spannungsinduktion in die Tauchspule erfolgt bei a) Stromédnderung in der Spule
(Ruhinduktion) u;, und bei b) Spulenbewegung im PM-Magnetfeld u;; um den Arbeitspunkt

O<x=

<. (7.2-87)

xo (Bewegungsinduktion, siehe Kap. 2 Grundlagen).
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s l.-Bs

I L L ' '

L) 1 % 1 302 1= =(8) & (7.2-88)
L L

Zusammengefasst ist die gesamte Anderung der Spulenflussverkettung Ursache fiir die
induzierte Spannung u;(t) =-dy(x(¢),t)/dt. Mit der angelegten Spulenspannung
u(t)=Uy+u(t) und der Kirchhoff-Maschengleichung fiir die Spule bei hier nicht
beriicksichtigter elektrischer Démpfung (R = 0) ist u(®)+u;(t)=R-i(t)=0 bzw.
u=—u; =dy/dt.Es folgt mit Uy = R-Iy = 0-Ip = 0: u(?) = u1 (). Mit (7.2-77) folgt

dy(x(1),0) _dy '@_‘_d_w:ﬁ' dx LI di

u(t) = — — = Ui — Ui, 7.2-89
® dt dc dt  dt  h odt g e ( )
Y dx di
H=—2>LZL - =Uy +uy (1) = uy(2), 7.2-90
u(t) o di 0 Jt o Tu () =uy (1) ( )
dx N-2h-1-B di di
Uy=0, P1_y @)= 0 g B g By 4L 2 7.2-91
0 i uy (1) P vitlo— e Bsvitlo— ( )

Mit (7.2-82) wird der Spulenstrom i; durch £ und v, ersetzt.
Ly dF Lykv_ Ly dF  k @ +1§-B§
I,-Bs dt I.-Bs I.-Bs dt [, -Bs

€

w =—1,-Bs v + )y, (7.2-92)

Fiir sinusformige Anderungen um den Arbeitspunkt x,

u (1) =Rel0), ¢/ |, v (1) =Re, -/ | (7.2-93)

werden (7.2-82) und (7.2-92) als lineares komplexes Gleichungssystem 2. Ordnung mit der
(I)-Matrix (7.2-94) dargestellt.

1

i 1 o I i P
(—JJ: - B -[—JJ, (T1J=(Z)-{le (7.2-94)
U,) l.-Bs jrw-L _k.(LO_,_%J vy U, v,

k

7.3 Kapazitiver Wandler ,,Typ 3¢

Der bereits in Kap. 2 besprochene Kondensator mit beweglicher Plattenelektrode 1 (Masse m,
Plattenfliche A4.), die iiber eine Feder (Federkonstante k) fixiert ist, wird nun als Wandler
,»1yp 3*“ behandelt (Bild 7.3-1). Bei x = xp ist die Feder entspannt. Eine elektrisch isolierende
Distanzscheibe mit der Dicke e, Permittivitit & vermeidet einen Plattenkurzschluss. Das Feld

E= E.-e, =—E-e, zwischen den beiden Platten wird vereinfachend als homogen betrachtet,

so dass die seitlich ausufernden Randfelder vernachléssigt werden (= keine ,,Randeffekte®).
Dies ist zulédssig, solange der maximale Plattenabstand Xp,x deutlich kleiner als die

Plattenbreite und Plattenldnge b,/ ~, /A, sind. Das fliissige oder gasformige Dielektrikum
zwischen den beiden Elektroden sei linear polarisierbar, so dass mit D = ¢ E die Permittivitit

¢ konstant ist. Durch die Bewegung der Platte 1 im Dielektrikum mit der Geschwindigkeit v
und durch ein zusitzliches Dampfungselement erfihrt sie eine mechanische bremsende

Dampfungskraft Fj =v-d . Zwischen beiden Plattenelektroden wird iiber einen ohm’schen
Widerstand R eine el. Spannung uc aus einer idealen Spannungsquelle « angelegt.
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Die Parameter R, m, k, d sind konstant angenommen!

Dieser
EEXS N e Xpax =Xp—(m-glk) K él-ll-ld Bereich
AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA ist mit u
R ; nicht er-

—I:I—»—/\I m I reichbar!

Elektrode 1

(beweglich) & 4 x| (X,
u U x
e I I |

Bild 7.3-1: Wandler ,,Typ 3“ ist ein Plattenkondensator mit beweglicher Plattenelektrode 1, die iiber eine Feder £
und einen mech. Ddmpfer d im Rahmen befestigt ist.

Wir zdhlen den Plattenabstand x von der Oberseite der unteren Platte 2 nach oben zur
Unterseite der oberen Platte 1. In diese Richtung werden auch die auf die obere Platte 1

wirkende Federkraft F =k - (xp — x)- &, Schwerkraft ﬁg =-m-g-e, und el. Kraft F positiv

gezdhlt. Wegen der Distanzscheibe ist xni, = e. Bei spannungslosem Kondensator # = 0 wird
die obere Platte nur durch F, nach unten gezogen und dadurch die Feder gedehnt. In dieser

Gleichgewichtslage X,y ist
Fp+F,=0=k-(xp—x)—m-g=0=>x=X,,, =xp —(m-g/k), (7.3-1)

so dass sich die obere Platte 1 infolge einer anliegenden el. Spannung und damit
plattenanziehenden el. Kraft F, nur im Bereich e<x<JX_,,, bewegen kann. Die

Maxwell sche Zugspannung p. auf die Elektrode 1 fiihrt zur anziehenden el. Kraft F,, (Kap. 2).

- g-Ef - g E* = g-E* A, _
pe’x = — 2 -ex = — 2 -ex —)Fe :—Te-ex (73'2)
Mit der Polaritit der el. Spannung u gemif3 Bild 7.3-1 ist Elektrode 1 mit Q > 0 positiv
geladen. Mit der geschlossenen Hiillfliche O um Elektrode 1, wo die Ladung Q ihren Sitz hat,
ergibt die vierte Maxwell-Gleichung (,,Satz vom elektrischen Hiillenfluss*) (7.3-3).
QO=§D-dd=[D-dA=D- A, =E -5 4,

0 Aq

(7.3-3)

Die el. Spannung uc zwischen den beiden Elektroden von 1 nach2 mit 1 > 2:ds =—ds-e,

S=X X X
Uc = jE-cﬁ:j(—E-éx)-(—ds-éx):jE-ds:E-x>0,1—>2, (7.3-4)
5=0 0 0
ergibt mit (7.3-2) die el. Kraft in quadratischer Abhédngigkeit von tuc unabhingig von der
Plattenpolaritét.
2
oo & Uc A - _
Fe ——Te-ex. (73 5)
Die Newton’sche Bewegungsgleichung fiir Elektrode 1 ist demnach
2
m-x-éx:(xF—x)-k-éx—d-x-éx—m-g-éx—gzc—z‘%-éx bzw. (7.3-6)
X
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m-i+d-3+k-x=xp-k—m-g—(&-ud-4,/(2x%))
und mit der Kirchhoff schen Maschengleichung u =R -i +uc
g-(u—i-R)? - A4,
2x? .
Mit der elektrischen Ladung Q auf Elektrode | OQ=E-¢-4, =uc-&-A,/x=C-uc wird die

Kapazitit C(x)=¢-4,/x in Abhidngigkeit von x (sieche Kap. 2) erhalten. Die Ladungs-
dnderung dQ/dt ist der Ladestrom 7 (7.3-8).

m-X+d-x+k-x=xp-k—-m-g— (7.3-7)

F= Qi =d(C() e ar = e )+ Clat) -,
dC( ) d. du & - Ae . < Ae du
(f)— xx d)tc Uc C( ) tC — x2 “X-uc + . th (73-8)

Daraus wird mit u = R-i+uc die elektrische dynamische Gleichung (7.3-9) fiir i, x erhalten.

i(t):-g'fe-x-(u—R-i)+‘9'Ae (d” R- d’j bzw.
X X

dt dt
A, R 4. R A A
& dl (l—g )'c)z—g I S e du bzw.
X d x? x? x odt
ﬂ‘i‘l( X _i —_i.i_{_l.ﬂ 7.3-9
dt' e AR x xR R dt’ (7:3-9)

(7.3-7) und (7.3-9) bilden ein nichtlineares Differentialgleichungssystem dritter Ordnung,
denn es sind drei gekoppelte Energiespeicher beteiligt, ein kinetischer (m), ein mechanisch
potentieller (Federspeicher k) und ein elektrisch potentieller Speicher (elektrostatischer
Speicher C). Die statischen Gleichgewichtslagen des kapazitiven Wandlers ,,Typ 3*“ werden
daraus mit d./dt = 0 ermittelt. Aus (7.3-9) folgt mit i=x=u=0 fiir x#0
X

g-A,-R
Bei u(f) = U = konst. flieit KEIN Strom tiiber die Kapazitit C; die Ladung Q je Elektrode ist
im statischen Fall konstant, und es ist u =U =U =u eine Gleichspannung.

i-

=0=i=0=dQ/dt = Q =konst. (7.3-10)

i=0: 0=C(x)-Up=(¢-4,/x)-Uq=(e- A, /x)-U (7.3-11)
Aus (7.3-7) folgt mit X=x=i=0
2
k-x:xF-k—m-g—“zj—er. (7.3-12)
X

Mit den Gleichgewichtslagen x = X wird aus (7.3-11), (7.3-12) die statische Kennlinie U*(X)

(7.3-13) ermittelt, deren drei Nullstellen U(X) = 0 durch (7.3-14) X, X,, X,,.x gegeben sind.
2k m- .
y X2 (xg —Tg—X) (Bild 7.3-2), (7.3-13)

€

X\ =X,=0, X =xp—(m-glk). (7.3-14)

U(X)=
&

Die Kennlinie (7.3-13) hat ein Maximum bei X5 gemill U(X3) = Unax = Us. dU 2/dX =0
liefert2X - (xp —(m-g/k))— 3X?% =0 und daraus die beiden Losungen X =0 und (7.3-15).

X3 =(2/3)-(xp —(m-g/k) = (2/3) X (7.3-15)
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} | ; R
¥ I
Distanz-
S e : ax : k
scheibe )

real verfiigbarer Bereich

Bild 7.3-2: Kapazitiver Wandler ,,Typ 3*“: Kennlinie der Gleichgewichtslagen (d./dt = 0) und Schalthysterese.

Die Losung X = 0 ergibt das Minimum U(0) = 0 als Plattenkurzschluss, das wegen der
Distanzscheibe e nicht eingestellt werden kann. Die Berechnung von U, ,, =U(X3) =U; mit

(7.3-13) ergibt

2 2 8-k m-g.3
Us =U"(X3) 75 A (=== (7.3-16)
Es stellt sich stabiles und instabiles Verhalten wie bei Wandler 1 ein, so dass ein
elektrostatischer Schalter mit diesem ,,Schnappverhalten (Pull-in und pull-out) mit
Spannungssteuerung gebaut werden kann. Die Funktion dieses Gerits ist wegen des
Einflusses von g lageabhingig. Die ,,Schalthysterese U*(X) ergibt sich fiir die Arbeitspunkte
6 >3 > 37 > 6> 6und ist in Bild 7.3-2 eingetragen. Bei Erreichen des grenzstabilen
Arbeitspunkts 3, von 6 her kommend, schnappt die obere Elektrode in den Punkt 3" an der
Distanzscheibe, wo sie dank der gegeniiber der Federkraft groBeren elektrostatischen Kraft
und der Schwerkraft kleben bleibt (pull-in). Durch Absenken der el. Spannung wird der
statisch instabile Arbeitspunkt 6" erreicht. Hier ist die resultierende ,,Klebekraft* Null, so dass
jede weitere geringfiigige Spannungsabsenkung wegen der nun nach oben resultierend
wirksamen Kraft die oberen Elektrode zur statisch stabilen Position 6 hin“schnappen® lésst
(pull-out), wie nun erldutert wird. Die Gleichgewichtsbedingung F, = Fp —m - g fiihrt auf

£ A,

= U?=k-xp—k-x-m-g. (7.3-17)

F,=F-m-g=
2x
Fiir statische Stabilitdtsuntersuchungen wird (Kap. 6) die Dampfung vernachléssigt d = 0. Die

ungeddmpfte dynamische Gleichung (7.3-7) m-X=-F,+Fz—-m-g wird fiir kleine
Storungen des Arbeitspunkts X gemiB x(¢) = X + Ax(¢), |Ax/ X | << 1 untersucht und fiihrt auf
m-AX+ K - Ax =0 mit

K:_d(FF(X)—WI'g) + dFe()C,U) :k—ke.

(7.3-18)
dx dx
Die statische Stabilititsbedingung im jeweiligen Gleichgewichtspunkt X ist daher
Kir=x)=—2Us0=m-g) dF(cU) 4 4 (7.3-19)

dx dx
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Dabei ist k, = —dF,(x,U)/dx die elektrostatische Federkonstante, da m-% T,F, { gezihlt

wird (Kap. 6.7). Mit (7.3-12) ist das Kriftegleichgewicht zwischen elektrostatischer Kraft,
Federkraft und Schwerkraft in Bild 7.3-3 in Abhéngigkeit unterschiedlicher Gleich-
spannungen U tber der Position x von Elektrode 1 aufgetragen, um mit den Schnittpunkten

von —k-x+xp-k—m-gund &-U 2. R /(2x?) die Gleichgewichtslagen X zu ermitteln.

F
\
6 A\
N Frmmeg =k = (m-g 1) =)
~ et e el b gl B 1
Vi F,(Us)~ U3 I x*
~ ..,_‘h“'-/‘_ 6
o T
t >
¢ Xmax =xp—(m-g/k)
Distanz- .o Xi
scheibe » X, X%

Bild 7.3-3: Kapazitiver Wandler ,,Typ 3“: Kréftegleichgewicht zwischen elektrostatischer Kraft, Federkraft und
Schwerkraft bei den Punkten X in Abhéngigkeit von U.

Die Arbeitspunkte 1, 2, 6 sind statisch stabil wegen K(X;)=dF,(x,U;)/dx+k>0,
K(X,)=dF,(x,Uy)/dx+k >0, K(X¢)=dF,(x,Ug)/dx+k >0. Der Arbeitspunkt 3 ist die
statische Stabilititsgrenze wegen K(X3)=dF,(x,Uz)/dx+k=0. Die Arbeitspunkte 2", 6

sind mit K(X, ) =dF,(x,U,)/dx+k <0, K(X¢)=dF,(x,Ug)/dx+k <0 statisch instabil.

Die Ladungen Q, -Q auf den Elektroden 1, 2 dndern sich lageabhingig und werden von der
Spannungsquelle nachgeliefert oder aufgenommen. Mit (7.3-13) fiir U(x) folgt

Q:(g-Ae/x)-U=(8-Ae/x)-x-\/2-(k-xF—m-g—k-x)/(g-Ae) bzw. (7.3-20)
O(x)=+2-6 Ay -(k-xp—m-g—k-x) =2 & Ao k(X ppax — %) (Bild 7.3-4). (7.3-21)
o) “Q(O) = \/2 -£-A,-(k-xp—m-g) Gilt OHNE Plattenkurzschluss
0(0)] :
Platten- :
kurzschluss INstabil
muss < L > .
vermieden o ! stabil
werden ‘ : a >
Distanz- : ] :
scheibe ! : \:
0 e e - .
0 e Xy =(2/3) X,y b o

Bild 7.3-4: Kapazitiver Wandler ,,Typ 3“: El. Ladungen Q, -Q auf den Elektroden 1 und 2
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Mit sinkendem Plattenabstand x muss iiber die, bis X3 zunechmende, von auflen angelegte
Gleichspannung U mehr Ladung Q, -Q getrennt werden, um die erhdhte Kraft F, gegen die

sich spannende Feder k aufzubringen (Bild 7.3-4). Q(0) = \/ 2-¢-A,-k- X, istals kurz vor
dem Plattenkurzschluss auftretender Wert zu verstehen, der real wegen der Distanzscheibe
nicht auftreten kann, so dass maximal Q,,,, = 0(e) = \/ 2-- A, k- (X —e) auftritt.

Die linearisierten geddmpften dynamische Gleichungen im Arbeitspunkt (i = 0, x = X) bei

u(t) = U folgen mit i(t) =0+ Ai(t), x(t)=X + Ax(t),|Ax/ X|<<1 und =A%, i=4i, =0
aus (7.3-9) gemil

i L. Ui =2,
dAi+Ai-X+Ai-Ax_Ai-A>'c__ Ax g+ld_U~_§g (7.3-22)
dt &-A,-R X+M4 X+A R R dt X R’
i AiX _ AU 33
dt & A4,-R X R’ (7.3-23)
und aus (7.3-7) gemal
2
e Aird A4k Ak X =xpk—meg - & U ZAR) . Ae (7.3-24)
2-(X + Ax)
nach Kiirzen der Gleichgewichtsbedingung (7.3-17)
2 .
medird ik s S YA A U RAL (7.3-24)
X X
Mit der el. Federkonstanten
2 2
k=) oA U7 d (1, &4 U (7.3-25)
dx 2 dx X X
werden die beiden linearisierten dynamischen Gleichungen mit den Variablen Ax, Ai
-4 -R-
m-Aié+d-Ax+Ax-(k—ke):#-Ai:Ko-Ai, (7.3-26)
X

A -R? - A -R.

A RT dAi g pi— &4 RU o kioav) (7.3-27)
X dt X2

Darin ist (7.3-28) dhnlich wie bei den Wandlern Typ 1 und 2 der Kopplungsterm.
Ky=¢-4,-R-U/X? (7.3-28)

Durch Einsetzen wird Ai eliminiert. Aus (7.3-26), (7.3-27) entsteht eine dynamische
Gleichung (7.3-30) mit by, b1, by, b3 als linearisierte gewohnliche Differentialgleichung 3.
Ordnung (7.3-29), da drei Energiespeicher im Austausch sind, ndmlich m, k, C(x).

2
me A% +(d +—— ad )-Aic‘+(k+—d at )+ AX + X U7 ) o (7.3-29)
£ A, R £-A,-R e A4.-R X2.R
by A +by - Ai by - Ak + by Ax =0 (7.3-30)

Wihrend, wie oben gezeigt, die statische Stabilititsbedingung (7.3-19) fiir einen stabilen
Arbeitspunkt gelten muss (K =k, =—k, +k>0), muss noch gepriift werden, ob diese
Arbeitspunkte auch dynamisch stabil sind. Das Hurwitz-Kriterium muss erfiillt sein, damit
dynamische Stabilitét erreicht wird, also Stérungen gedampft abklingend! Es ist dabei by > 0
(7.3-31), wenn statische Stabilitét erfiillt ist!

X X
Bo = —— (k= kg )= — =K >0 :
P TRT (k= res) AR (7.3-31)
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Dann miissen flir dynamische Stabilitdt (Kap. 6.4) alle drei Hurwitz-Determinanten D, D;, D5
positiv sein fiir, was auch gemal (7.3-32) ... (7.3-35) der Fall ist.
d-X

D, =b k+—>0 -
1=01= &4, -R (7.3-32)
b : : : 2 7
Dy =" O by — by = (k= gy (X UTS (7343
b, b2 £ A, R AR R & d, x°
2 2
D,=k-d+ X  , dm X2+m U2>0 (7.3-34)
g-A4,-R (6-4.-R) R-X
by by O
D3 =\bs by by|=bbybs —bsbsby = by - (biby —b3bg) = b3 - Dy =m-Dy >0 (7.3-35)
0 0 b

Das Gleichgewicht ist in einem Arbeitspunkt auch dynamisch stabil, wenn es statisch stabil
ist.

Wie bei den Wandlern Typ 1 und 2 soll auch fiir den kapazitiven Wandler , Typ 3*
abschliefend der ungeddmpfte Grundtyp des linearisierten Wandlers (Bild 7.3-5) in
Vierpoldarstellung angegeben werden.

i Q
o—r—
Ungedampft!
u
& |4,
AN
o R —_—
D
— ‘4’xF
" | S—
d

Bild 7.3-5: Kapazitiver Wandler ,,Typ 3 als ungeddmpfter Grundtyp fiir die Vierpoldarstellung

Bei x = xp ist die Feder k£ in Bild 7.3-5 entspannt. Die Mindestdistanz d entspricht der el.
isolierenden Distanzscheibe e von Bild 7.3-1 und vermeidet den Plattenkurzschluss (Achtung:
d nicht mit dem Dampfungsbeiwert verwechseln!). Das D-Feld ist wie in Bild 7.3-1 homogen.
Es werden wie in Bild 7.3-1 keine Randfeldeffekte beriicksichtigt. Die Linearisierung des

Wandlers erfolgt mit |Q1 / F0| <<1 im Arbeitspunkt xo

der verschobenen rechten Elektrode. Mit der Kapazitit C(x) aus Bild 7.3-5 folgt die el.
Ladung Q auf der z. B. positiv geladenen Elektrode.

A,
Q) =C(x)- u(t)——() u(t) = 0() =09 +Q1(t)—m (Up +uy (1)) (7.3-36)

Die Linearisierung ergibt mit der ,,Arbeitspunktkapazitit C, = & - 4, /(d +Xp)

(d_i_xo).(l_‘r_L) UO d+x0 d+X0 UO
d+x0

_ s
0)(1+ —) =0y (1 d o Uo)'

Qo+ O = CUy - (1-
— d
9o
Ladungs- und Spannungsénderung im Arbeitspunkt sind demnach
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le_Qo'lerQo'ul N ulz&+ Qx5

d+x0 UO CO (d+x0)-C0
Die Berechnung der nach links gerichteten elektrostatische Kraft F, (7.3-38) aus der Maxwell-
Zugspannung (Kap. 2.3.1) liefert mit D=0/ 4,

_ D ’ Ao _ Q2
C2¢, 26y A,
Die duBlere, nach rechts gerichtete Kraft F (7.3-39) ist mit der el. Kraft und Federkraft
F, + Fr im Gleichgewicht, die nach links als — (£, + Ff) - €, wirken.

0’ +k-(x—xF)=F0+Fl:M+k-(xo+xl)—k-xls. (7.3-39)
&y A 280 - A,
Die Linearisierung von (7.3-39) im Arbeitspunkt x,

(7.3-37)

F,

€

(7.3-38)

F=F,+F=

2 2
Fy+F = % -(1+ﬁ)2+k~(x0+xl—xF)z % ~(1+2-ﬁ)+k-(xo—xF+xl)
2&0 - A, Qo 260 A, Qo

liefert den zeitlich konstanten Anteil Fy und den kleinen Wechselanteil F; (7.3-40).

2
Fy= o +k-(xg—xp), F() zMka-xl(t) =M+k-xl(t) (7.3-40)
280 ‘Ae &o 'Ae (d+)C0)‘C0
(7.3-37) und (7.3-40) konnen als Matrixgleichung (7.3-41) mit (B) geschrieben werden.
L &
u :
Hlol G (d+x0)-Co | [Q]_(p).[O (7.3-41)
& 9o k X1 X
(d + XO) : CO
Der Kopplungsterm Kyc (7.3-42) zwischen mechanischem und elektrischem System
U

K¢ 2 =0 (7.3-42)

T d+x)Cy d+x
steht wie Wandler 1 und 2 in der Nebendiagonale. Er unterscheidet sich vom Kopplungsterm
Ko (7.3-28) des Wandlers von Bild 7.3-1, da dort die Variablen i, x; und nicht O, x

verwendet werden, und auch Dampfung (R > 0!) beriicksichtigt wird. Ohne diese Kopplung
Koc = 0 zerfillt der vereinfachte Wandler Typ 3 von Bild 7.3-5 in ein getrenntes
mechanisches und  elektrisches System mit den voneinander unabhidngigen
Systemgleichungen u; =Q,/Cy, F; =k-x;. Wie bei den Wandlern 1 und 2 wird wieder der

aus der (B)-Matrix abgeleitete Kopplungsfaktor x (7.3-43) eingefiihrt.

) \/C_O'UO

K= = 7.3-43
(d+x0)-Jk-Cy (d+xp)-k ( )
Aus (7.3-40) folgt Q) =(F] —k-x;)-(d +x7)-Cy/Qy und wird in (7.3-37) eingesetzt.
p P Qo 1 g gy fo ke, Qon
Co (d+x9)-Cy Gy Qy  (d+x0)-Cy
2
ulzd+x0_Fl_d+xo_ e Qo2 Cx (734
Qo Qo (d+xy) -C IVTdt

Dabei ist x; das Integral der kleinen Geschwindigkeit v, der rechten Elektrode in Bild 7.3-5
im Arbeitspunkt. Die Anderung der kleinen Ladung O, ist der kleine Ladestrom i (7.3-45).

&4 . dO dF Cy-(d+xp)

le(Fl_k'xl)' 0 6311:—1:(_1_/""1)'M
Qo e\ dt Qo
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Fiir kleine sinusformige Anderungen der Betriebsgrofen im Arbeitspunkt

uy (t) = Re{Ql el } x ()= Re{Xl el } O(t) = Re{Q1 el } (1) = Re{z1 -ef”’} (7.3-46)

F(t)= Re{ﬁ1 -ef“”}, (1) = Re{ﬁl -ef”’} (7.3-47)
liefert (7.3-41) die Matrixgleichung (7.3-48) mit der (B)-Matrix

A 1 Qo i X

U C d -C

== 0 @+x0)-Co |1 215 4], (7.3-48)

Fr) | % k X, X,

d+ xO) . CO

und (7.3-44), (7.3-45) die (7)-Matrixgleichung (7.3-49).

U ) d+x 1 B k—Q—g F E

“==—=0. jo Co-(d+x)? )| 5 [FD:| 5| (7.3-49)

I, Q| . v v

J @ CO k- CO

Die el. Kraft (7.3-38) ist linearisiert F, = F,, + Fy
oo 0> CW &4 Upru)’ _ £4Us oot 5 X

¢ 2604y 260 Ac 2-(d+xp+x)>  2d+x)° Uy d+xy)

AU} AU, AU CoU,
FeO:gO—eOzﬂ Fe1=go—e°2-u1—go—e°3-xl=M-u1—ke-xla (7.3-50)
2(d + x) (d +x) (d +xq) d + x
worin
2 2 2

Cdrx)’ drx) Ce(d+xy)
die el. Federkonstante (7.3-25) ist, die auch in (7.3-49) erscheint.

N 1 A A
(QJd_ L .(@IJ:@).(@IJ (3.2

I, QD |0 —k-C, v v

Aus (7.3-41) erhalten wir fiir die kleine Wechselkraft 7} und el. Spannung u; mit 9, = CyU,,

U 0 U

F=—9 .0 +k-x, uy==-L+—9% .x -
e o) R R (7.3-53)
und daraus durch Einsetzen von U in F; die Summe aus kleiner el. Wechselkraft F.; und
kleiner Federwechselkraft Fg;, mit Ubereinstimmung fiir F.; gemal (7.3-50).

UoC CoU? UyC
F=—00 oy + (0 kyoxy =50 o+ (k= k)% = Fyy + Fyy, 7.3-54
1y ((d+x0)2 )X dix (k—ke)-x =y + Fpy ( )
Uy,C
Fo=—09 oy — k. -x, Foy=k-x. -
el d +x, 1~ Ke X1 LR 1 (7.3-55)

Die mechanische dynamische Gleichung des ungedampften Wandlers Typ 3 im Arbeitspunkt
X0 (7.3-56) ist m-X; -e, = —(F,; + Fpy)-e, bzw. m-X; + F; =0.

UOCO .

———uyy=m X+ (k—k,) x

d+x, ' o Lzéi) ! (7.3-56)

Statische Stabilitit im Arbeitspunkt xo erfordert K > 0 (Kap. 6.5), und mit (7.3-43) &* < 1,
woraus (7.3-57) folgt.

m-jé1+(k—ke)-x1=—
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2 2
K>0: k—k,>0=>k>k, NI I e VAL [/ S (7.3-57)
ko ke CU;  (d+x0)k

Der vereinfachte kapazitive Wandler Typ 3 (Bild 7.3-5) ist somit statisch stabil im
Arbeitspunkt Uy, x fiir Werte des positiven Kopplungsfaktors 0 < x < 1 wie beim
Wandler Typ 1 (vgl. (7.1-104)). Bei K = 0 (grenzstabil) bzw. x =1 tritt der Pull-in-Effekt auf.
Der Pull-in-Effekt bei x =1 bzw. K = 0 tritt bei jenem Arbeitspunkt x, als Gleichgewichtslage
zwischen statischer Coulomb-Kraft und Federkraft auf,

I PN ¢ S SN _
_250-Ae+k (X XF)—2CO'(d+x0)+k (xo—xp) =0, (7.3-58)

0

JCo U,
bei dem die Stabilititsgrenze & = 1 bzw. k=+—34"0 "0 4] (7.3-43) erreicht wird.
(d +xp) -k

Einsetzen von (7.3-43) in (7.3-58) ergibt mit Of = C, -COU(%‘ L, =Cor(d+ xo)? -k die Pull-
K

in-Lage Xo pull-in-

Cok - (d + x,)* d +x, 2 ( dj
+k-(xg—xp)=0=> =Xp — X9 = X0pull—in = = | Xp —— 7.3-59
Co-2-(d+xy) (xo = xp) F X0 = Yopull-in =37 F 75 ( )
+ CoUp pull—i
Aus (7.3-43) folgt die pull-in-Spannung Up pyi-in WeEgen x = 0™ 0.pull-in ==l

(d+ xO,pull—in) \/CO -k
(d + X0 pull=in) - JE 2 d+ xp) -k

UO,pull—m e \/C—O e 3 \/C—O (7.3-60)
Bei positiver und negativer Spannung (7.3-60) tritt gleichermaBlen der pull-in-Effekt auf, da
die elektrostatische Coulomb-Kraft wegen der ungleichnamig geladenen beiden Elektroden
stets anziehend wirkt. Wegen der i. A. kleinen Distanzscheibendicke d << x tritt der pull-in-
Effekt bei einem Plattenabstand von ca. 66% der Lage des linken FuBBpunkts der ungedehnten
Feder auf. Die Feder ist somit auf Zug beansprucht und wirkt gegen die Coulomb-Kraft, um
Gleichgewicht herzustellen. Alle Lagen (0<d)<xy<0.66-xp sind somit statisch instabil.

Der Wandler Typ 3 arbeitet nur im Bereich 0.66-xp < x, < xp stabil. Bei xy =xp ist die

Federkraft Null, so dass auch Uy Null sein muss, wenn die rechte Elektrode dort ruhen soll.
Lagen x, > xp werden nicht eingenommen, da dann die Federkraft der nun driickenden Feder
ebenso wie die el. Kraft nach links gerichtet ist, so dass kein Kriftegleichgewicht moglich ist.
Die Pull-in-Lage xj der rechten Elektrode (7.3-59) und die zugehorige Pull-in-Spannung U,
(7.3-60) sind im Prinzip IDENTISCH mit dem friiherem Ergebnis des kapazitiven Wandlers
Typ 3 von Bild 7.3-1. Es muss aber beriicksichtigt werden, dass im vereinfachten Wandler
Typ 3, Bild 7.3-5, wegen der horizontalen Anordnung keine Schwerkraft wirkt (m-g = 0), und
dass einander e und d entsprechen, dass in Bild 7.3-5 x ab d gezéhlt wird (x — x + d), so dass
auch die Lage der beweglichen Elektrode bei entspannter Feder anstatt xp nun xp + d ist.

Weiter ist hier ein unpolarisierbares Dielektrikum (anstelle £ nun &) im Einsatz. Damit wird
die Pull-in-Lage (7.3-15) gemél (7.3-61) in (7.3-59) umgerechnet. Aus (7.3-15) folgt:

o) m-g 2 2 2 d
=y m ) 2 S = N td=a (e b= 5 =5 (7). (7.3-61)
mg=0> win X "xg"
8-k

3
Aus (7.3-16) und m-g = 0: U? =U?(X;) = (=8 U BRI (73560),
k 276 A,

wo dann der Ersatz xg durch xy + d, & durch g erfolgt, woraus sich (7.3-63) ergibt.

27-¢-4

€
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2 | 2k 5 2 [2-k-(xp+d)

Uy =Ug puitin =+~ xp ot [EEETE) 7.3-62

3 0,pull-in 3 3'8'Ae F 3 \/ 3-50 -Ae ( )
+U _2 2-k  (p+d’ 2 |2k (xp+d)
- 0,pull—in =5 . : : —_ . i

3 4/3.60° 4 d+x so=v0miin 3 1|37 Co d+3-(xF _g) (7.3-63)
d+x0 3 2

N 2 |2k (ptd)’  2-(ptd) [k
U pull-in =75 : = 3 : e (7.3-64)

343G i-(xF—kd)

(7.3-64) ist identisch mit (7.3-61) und zeigt, dass die Wandler von Bild 7.3-1 und 7.3-5 sich
prinzipiell gleich verhalten und als elektrostatische Schaltelemente verwendet werden konnen.

7.4 Kapazitiver Wandler ,,Typ 4

In Kap. 5.2 wurde das elektrostatische Grundsystem mit seitlich verschiebbarem Dielektrikum
vorgestellt, das in erster Ndherung liber die mit x verdnderliche Kapazitit eine von 0 <x < b
unabhéngige elektrostatische Kraft F.. ergab (Bild 5.2-2). Der Wandler war somit fiir kleine
Bewegungen linear. Eine dhnliche Anordnung als Wandler Typ 4 mit seitlich ldngs x
verschiebbarer Elektrode (Bild 7.4-1) dndert ebenfalls iiber x die Kapazitit, so dass die
elektrostatische Kraft F. auch fiir 0 < x < [y (Iy entspricht hier b von Kap. 5.2) konstant ist
(Bild 7.4-2). Mithin ist der fiir kleine Bewegungen lineare Wandler Typ 4 die Entsprechung
zum elektromagnetischen Wandler Typ 2, so wie der nichtlineare kapazitive Wandler Typ 3
dem nichtlinearen elektromagnetischen Wandler Typ 1 entspricht.

Bild 7.4-1: Kapazitiver Wandler ,,Typ 4 mit seitlich verschiebbarer Elektrode als ungedampfter Grundtyp fiir
die Vierpoldarstellung.

Es ist beim kapazitiven Wandler Typ 4 die obere Elektrode seitlich verschiebbar mit der
Verschiebungslinge -1y < x < [y. Bei x = 0 tritt die Elektrodeniiberdeckung /y auf. Ebenfalls bei
x = 0 ist die Feder mit der Federkonstanten k entspannt. Der Elektrodenabstand ist d = konst..
Als Dielektrikum wird Luft ¢ = &, angenommen. Die Plattenbreite der beiden unterschiedlich
elektrisch geladenen Elektroden (el. Ladungen Q und —Q) ist A. Das D-Feld zwischen beiden
Elektroden ist homogen angenommen, so dass keine ausufernden Randfelder (wie in Kap.
5.2) beriicksichtigt werden. Bei von auBBen angelegter el. Spannung u ist dann die el. Ladung
bei der Elektrodenstellung -/y < x </, linear von x abhéngig.

Q=C(X)'u=—80.h.go_|x|)-u

Wenn sich die beiden Elektroden nicht mehr iiberdecken (|x| >1y), sind das D- und E-Feld

niherungsweise Null, so dass dann C(x) =0 ist. Die el.-statische Ko-Energie W.* sinkt bei u
= konst. mit steigendem x. Sie ist bei x = 0 maximal.

(7.4-1)
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Die elektrostatische Kraft F. ist gemédll Kap. 2 F, =d W: /dx, F,=F,-é, (Bild 7.4-2).
dW, d C(x)-u* _dsy-h-(Uy—x)u" g hu

O<x<ly:F,= <0 (7.4-2)
dx dx 2 dx 2-d 2-d
* 2 2 2
—10<x<O:Fe:dWe :iC(x)u :iEO h-(ly+x)-u _ & h-u >0 (7.4-3)
dx dx 2 dx 2-d 2-d
2 P
— |
1 - ~
\
gt | ' /s
-1! IO 1! e =
\ ,‘.',
\__ ___/ :

Bild 7.4-2: Elektrostatische Kraft F, bei konstanter Spannung u zwischen den mit x zueinander verschobenen
Elektroden als Néherung (eindimensionales D-Feld, volle Linie) und als angendherter realer Verlauf (gestrichelt)
bei Beriicksichtigung der Randfelder (zweidimensionales D-Feld).

Wenn sich Spannung u(¢) und Verschiebung x(7) gleichzeitig mit der Zeit ¢ 4ndern, dndert sich
gemal (7.4-1) die Elektrodenladung Q(¢) nichtlinear mit der Zeit. Dann muss geméf Kap. 6
linearisiert werden, so dass gegeniiber dem Arbeitspunkt Uy, xo, Qp und F (fiir die dulere
Haltekraft F, Bild 7.4-1) die Abweichungen u(¢), x1(¢), Qi1(¢), F1(¢) klein sind (7.4-4, 7.4-5).

00 =0y+01(t), u(t)=Upy +uy (1), x(t) =xo +x,(t), F (1) =Fy+F(1), (7.4-4)
01/ Q| << 1, |3 / xp| << L, |uy 1 Up| << L|Fy / Fy| << 1. (7.4-5)
Aus (7.4-1) folgt (7.4-6):

0 =0, +0(0) =2 =20 =0 11, (7.4-6)
Q0+Q1:8()-h-(10_)€0)‘U0_ I_L . 1+i mit CO::M’ (7.4-7)

d l() — X0 0 d
ST 7/ [ D U Y L U DU S S | U ]

Gre=Cotho (1 lO_xOJ (1+U0j Cotho {1 lo_x0+U0J' (745)

Die statische Ladung ist daher Q,=C,-U, und die =zeitlich verdnderliche kleine

Ladungsmenge Q;(¢) hdngt sowohl von der Weg- als auch Spannungsidnderung x;, u; ab.
_&h-Uy-x(0) _Go-Up-x(0)

Q)= +Co (1) = +Co -1y (7) (7.4-9)
0~ X0
Daraus wird die Spannungsabhéngigkeit »; von x;, O; dargestellt.
- X
y=L ., Qn (7.4-10)

Co  (o—x0)-Co
Fiir 0 <x </, ziehen sowohl das el. Feld als auch die Feder nach links, da die Feder gemif
Bild 7.4-1 und 3.2-4 gedehnt wird. Mit Fp = Fp -é, = —k -x-&, und der #uBeren
Haltekraft F, die ebenfalls in x-Richtung positiv gezdhlt wird (F =F-e,), gilt im
Gleichgewicht F+ }T“e + }T“F = 0. Die Haltekraft F stellt die Gleichgewichtslage x, ein.
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gy - h-u()?

F(t)y=—F.(t)- Fp(t) = +k-x(t)=Fy + F (1) (7.4-11)

Bei F'= 0 ist xo = 0. Mit der Linearisierung fiir die Spannung folgt daraus
gy h-Us - (1+(u /Uy))°
2-d
Mit 1+ @y /U, ))2 =~1+2-(u/U,) folgen aus (7.4-12) der statische Haltekraftanteil
_&-h-Ug

24

Ry~ & You® +k-x1(t)=80'h—'%-(g+Mj+k-xl (7.4-13)
d d Co  Co-(ly—x0)

Damit wird die verdnderliche Haltekraft in Abhéngigkeit der verdnderlichen Ladung und

Verschiebung erhalten (7.4-14) bzw. die Ladung in Abhéngigkeit von F und x; (7.4-15).

Fy+F(t)= +k-(xg+x) (7.4-12)

F, + k - x¢ und der verdnderliche Kraftanteil (7.4-13), wo (7.4-10) eingesetzt ist.

ﬂa>z———Qi——~Qmo+(———9i———+k)xao (7.4-14)
Co - (I =x0) Co - (ly —x 2
% Co - (ly —xp)
H=| Kt - (—————5+k)-x(t) | ————= 7.4-15
00 [ 1(0) (Co'(lo —x0)2 +k)-x( )j O ( )

Wird (7.4-15) in (7.4-10) eingesetzt

2
SRR ' . S PP R 1) B
) (lo —x0)- Cy (7.4-16)

9
erhalten wir die Abhédngigkeit der verdanderlichen Spannung von Kraft und Verschiebung (7.4-
17) bzw. von Kraft und Verschiebungsgeschwindigkeit v;.

lg—x lg—x lg —x lg —x
(1) =20 R (6) =20k () = =0 R () =20 k- vy (1) de (7.4-17)
0 0 m 0 0 :
Wegen der zeitlich verdnderlichen Ladung Q;(7) (7.4-15) flieBt ein el. Ladestrom (7.4-18)
2 —
e [ 0; 2+k].& Colh=xg) Gas)
dt dt CO . (IO _XO) dt QO
— . — 2
(1) = Co (g —xo) dF (1) k-(ly—xo) Cy + O n (7.4-19)
QO dt Q() k- (l() —Xo)

Die Beziehungen (7.4-16), (7.4-13) verwenden als Matrixdarstellung (7.4-20) die (B)-Matrix
analog zu (7.3-41).

RS %
u Co (lo —x0)- Co o) o)
_ : —(B)- _
(Flj &0 % s (xlj &) (XJ (7420

(lp=x0)-Co  Cy-(ly—xo)°
Der Kopplungsterm Kyc (7.4-21) zwischen mechanischem und elektrischem System tritt
dabei wieder in der Nebendiagonale von (B) auf.

Qo
(lp =x0)-Co
Ohne Kopplung ist Ky = 0, und daher die Spannungsidnderung u; =Q,/Cy nur zur
Ladungsénderung proportional.

Koc = (7.4-21)
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Die duflere Kraftinderung dndert dann nur die Federkraft Fj =k - x;.

Fiir sinusférmige Anderungen (7.3-46, 7.3-47) mit der Kreisfrequenz o um den Arbeitspunkt
U, x0, Qo, Fo, vo =10, Iy =0 gemal (7.4-22, 7.4-23) liefert mit (7.4-20) den Ausdruck (7.4-24).

u(6)=RelU, -/}, () =Relk, -/ |, 0,(1) =Re(Q, -¢/ |, ij(t) =Rell, - e/ | (7.4-22)

F(t)=Relf, -/}, v (1) =Rel?, -/ | (7.4-23)
1 Do A A

U _ Co (fo=x0)Co 10| _ 5. & ;

EH e e 5o a2

(lg—=x0)-Co  Cy-(ly—x,)
Analog zu (7.1-101), (7.1-102) wird wieder der Kopplungsfaktor x (7.4-25) eingefiihrt, als

Bruch aus Nebendiagonalelement von (B) und Wurzel aus dem Produkt der beiden
Hauptdiagonalelemente.

Qo 9

K= > =7 > =0<x<l
Uy —xO)'\/Q"2+ k-Cy VO +k-Cy Iy~ x¢) (7.4-25)
(lo — xo)
Aus (7.4-17), (7.4-19) folgt die (7)-Matrixdarstellung (7.4-26).
lO —Xq _ lO —Xq Tk
U, Qo Jro-Q F F
= A5 =)= 7.4-26
(ZJ . Co-(lg—xg)  k-(lg—x) -[C 0 j (Zl z) v, ( )
] @ s 0 + 2
[0 Qo k- (lp —x)
| __k
U\ I- jo E E
[—Jj -2 %0, o2 -(—Jj = (z)-(flj (7.4-27)
I, Qo Jjrw-Cy, _k'(CO'*—O 2] v, v,
k- (ly —xo)
Mit (7.4-13) als veranderlicher Haltekraft (7.4-28)
F =% O =A@+ ken) (7.428)

lo =xg
wird mit dem 2. Newton-Axiom die mechanische dynamische, ungeddmpfte Gleichung im
Arbeitspunkt xy, +Qo bzw. +Uj, erhalten (7.4-29) (mit der Masse m der bewegten Elektrode).

9 k- =0=>m-X+k-x=- O
lo =xo T X lo =xo
Statische Stabilitdt im Arbeitspunkt x, ist gewidhrleistet (Kap. 6) fiir K > 0, somit gemiB (7.4-
29) fiir k£ > 0. Dies ist fiir mechanische Federn stets erfiillt. Wie Wandler Typ 2 ist der
Wandler Typ 4 stets statisch stabil im Arbeitspunkt +U, xo! Es tritt KEIN Pull-in/Pull-out-
Effekt auf. Die statische Stabilitdtsgrenze ¥ = 1 (7.1-105) wird nicht erreicht, solange £ > 0
ist, wie dies (7.4-25) zeigt, wo 0 < x <1 fiir £ > 0 gilt, also solange eine Feder vorhanden ist!

m-5;+F=0=>m-x + Uy (7.4-29)

Zusammenfassung der vier Wandlertypen 1 bis 4 als Vierpole:

Formal entsprechen gemdl3 Tabelle 7.4-1 im Kleinsignalverhalten einander die (7)-Matrizen
von Wandler Typ 1 und Typ 3 sowie jene von Typ 2 und Typ 4, wenn / und U beim Ubergang
vom magnetischen zum kapazitiven Wandler in der (7)-Gleichung getauscht werden (Tab.
7.4-1).
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Magnetische Wandler Kapazitive Wandler
il EAI Ql L El
() (8] o]
Ql Kl il Kl
Typ 1: Pull-in-Verhalten Typ 3: Pull-in-Verhalten
d +xg 1 _ L -[!c— %2 ] d+x 1 1 k- %
v, )@ @ +x)"-Io <::> Q—U e Cp+(d +xp)°
j'ﬂ)'Lﬂ —L(]'k 0 JCL}CO —)’{-CO
Typ 2: KEIN Pull-in-Verhalten Typ 4: KEIN Pull-in-Verhalten
k k
| s 1 D
. j'(“‘) :‘1‘/\ 1(]*.\'0' _](0
le-Bs jro-Ly —k- Lﬂ+7(lr"'B"')2 <‘; & Jjro-Cy —k- C0+97§
' k ke-(ly —xg)°

Tabelle 7.4-1: Vergleich des Kleinsignalverhaltens der vier Wandlergrundtypen 1, 2, 3, 4 als Vierpoldarstellung
mit der (7)-Matrix

Somit wurde in Kap. 7.1 zunéchst die i. A. wegen Bg.(Hp) nichtlineare Berechnung des
magnetischen Arbeitspunkts bei Wandler Typ 1 gezeigt. Dann wurden statisch stabile und
instabile Arbeitspunkte rechnerisch und graphisch untersucht. Als Anwendung wurde ein
Schaltersystem skizziert. Das linearisierte Kleinsignalverhalten in einem stabilen
Arbeitspunkt flihrte auf den Frequenzgang. Der Amplituden-Frequenzgang bei erzwungener
Schwingungsanregung wurde beispielhaft bei Wandler Typ 1 fiir die Anwendung der
Schwingungsmessung genutzt. Je nach Frequenzbereich ist die Messung des
Schwingungswegs, der Schwinggeschwindigkeit oder der Schwingungsbeschleunigung
moglich.

Der bei begrenzter Aussteuerung lineare Wandler Typ 2 fand eine Anwendung als
Lautsprecher, wo Linearitit zur Vermeidung akustischer Verzerrungen wesentlich ist. Die
Amplituden-Frequenzgangsdarstellung erfolgte im doppelt-logarithmischen Bode-Diagramm.
Ahnliche Anwendungen lassen sich vor allem bei miniaturisierten Wandlern fiir die
kapazitiven Wandler Typ 3 und 4 finden, wobei die Methodik der mathematischen Analyse
identisch mit jener bei den elektromagnetischen Wandlern ist. In der begleitenden
Aufgabensammlung sind mehrere Anwendungen gezeigt, so z. B. ein kapazitiver
Schwingungsaufnehmer und ein kapazitiver Lautsprecher.

Mit dieser Ubersicht zur mathematischen Analyse elektromechanischer Wandler mit
konzentrierten Bauelementen anhand ausgewihlter Grundsysteme ist es moglich, die in der
Praxis sehr grofle Vielfalt unterschiedlicher Bauformen prinzipiell zu untersuchen und zu
beschreiben. Unterschiedlichste geometrische Anordnungen sind in der begleitenden
Aufgabensammlung zu finden.
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